Capitolul 7

Deviatia geodezica

Ecuatiile deviatiei geodezice

Fie o curbd v pe varietatea diferentiald M data de ecuatiile parametrice z% = 2%(o) unde

o este un parametru afin. Daca aceasta curba este o geodezica avem :

D¢@ d*z® dx® dz°

3 =0= —— 4Te S0 o
Do do? do do

(ecuatia geodezicei) unde £(o) este vectorul tangent la geodezica si I'Y (z(o)) este restrictia

simbolurilor Christoffell la geodezica respectivda. Fie acum o familie de geodezici,

x%(o, p) parametrizatd de p (vezi figura aliturata).

0 (7.1)

Figura 12

Atunci toata familia va fi descrisa de ecuatiile :
0%z (o, p) da’(a, p) dz°(a, p)
0o? do do

care este valabild daca perechea de parametri (o, p) variazd intr-un anumit interval. Fie
1 §i 9 doua curbe vecine din aceasta familie, infinitezimal apropiate adica

+ T4, (2(0, ) =0 (7.2)

Y1~ xt(o,p) sy~ %o, pte)

unde € este un parametru real foarte mic.
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Sa definim vectorul contravariant n®(o, p, €) astfel :
en(o.p,€) = 2%(0, p+€) — 2%(0, p)
Atunci, pentru € — 0 avem :

0z%(o, p)
ao_, :0 = ao_’ =
1°(a,p,0) = 1°(o, p) 99

Fie v o geodezica din familia de mai sus corespunzind unei valori fixate a lui p notata
cu po. Fixam atunci n*(o) = n*(o, po). Atunci n*(o) este un vector contravariant in
lungul lui v care “masoara” deplasarea infinitezimala a geodezicilor vecine fata de 7 cind
o variazd. Modul in care n*(o) variaza in raport cu o este dat de ecuatia deviatiei
geodezice, adica : ,

a
D;’TS‘) = Rbcdafbﬂcfd (7.3)
Demonstratie : vom diferentia 7.2 in raport cu p si avem :

0% 0 0 0z® 0z°
" L = — | T¢ -
60'2 8,0x (pa G) 6p < bc(x(aa :0)) 80’ ao_>

0z 0z¢ 0 0xb 0%z¢
i N or? -
80’ 80' 6,0 bc(x(o-ap)) + bc(x(o-ap)) 80' 60'8,0

Acum vom pune p = p, si deci

(502)  =weo s (MR)  =ew)

In plus, observind ca :

0 oxd . a
8_prbc(x(o-’ p)) = ap adec(x) = gdadrbc
avem:
d2na(0.) a ,debece a bdnc
o do2 = aUlrbcn 5 6 + 2Fbc£ do

de unde prin redenumirea indicilor, avem :

d

d2 na nc
do

do?

—O.Tg,Em et — 2rp e (7.4)
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Vom folosi aceasta relatie mai tirziu. Momentan sa calculam derivata absoluta de ordinul
doi al vectorului n* in lungul curbei v, adica dupa citeva calule elementare vom avea :

D27,]a _ d2na
Do?  do?

d yY
Al £%¢PnT + T8, —— - n?+1Iy gp— + r“ + 8" ePpies

TS d ST pq

Observind ca termenii 4 si 5 de mai sus sint identici, folosind in al treilea termen ecuatia
3
geodezicii i redenumind corespunzator indicii de sumare avem :
D277 d2
Do? do?

+ 0L,  + 2de do fb (05 Leq — D& Dhg)€"me
Folosind acum ecuatia 7.4 de mai sus (pentru d*n®/do?) avem in final :

D2 a
Do?

= (OTes — 0.T3a)E " + (0, T0y — T4, Tha)En°¢" = Roca"€'n°€"  (7.5)

conform definitiei tensorului de curbura din capitolele precedente.

Comutatorii derivatelor absolute

Fie o suprafatd S pe varietatea M datd de ecuatiile parametrice z* = z%(«, ) - vezi
figura alaturata - prin parametrii « i . Pentru fiecare valoare fixata a parametrului £
(de exemplu 8 = fy) avem o curba de ecuatii z* = z%(«) parametrizata de parametrul a.

O=const.

B =const.

Figura 13
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Fie V%, 8) = V%z(a,8)) un cimp vectorial definit pe S. Atunci putem defini
derivatele absolute D/Da gi D/DJ ca in capitolele anterioare, adica

Dyt dve oz¢
—— g VbAC At = —
Da  do * “u Ox
si
DVe  qvi b oz
— a BC BC —
Dﬁ dﬁ + bCV cu 8ﬁ

unde A°gi B sint vectorii tangenti la curbele 2%(«, §). Atunci avem urméatoarea teorema

Teorema3 -

D? D?
(DaDﬁ " DBDa

Demonstratie : O cale simpla este de a scrie termenii explicit cu I'-uri si prin folosirea
indentitatilor de tipul :

) Ve a,B) = Ryt A*BV¢ (7.6)

0 a a
%Fbc = (adrbc) Ad

sa obtinem formula din teorema direct. Se mai poate proceda pe o cale mai ocolita, dar
mai productiva, demonstrind intii doua leme utile si in alte scopuri :
Lema - Daca V% (z(«)) este un cimp vectorial definit pe ucrba x* = z%(«) atunci :

Dve dz®()
Do do

A® fiind vectorul tangent la curba.

= AV,V* unde A°=

Demonstratie : se face prin calcul direct al derivatei absolute a vectorului V.

Lems - Dacid A% — Bw“(a,ﬂ) i po _ OFED) sind doi vectori tangenti la suprafata S (in
condititle de mai sus, atuncz -

X% = A*vV,B* - BV, A" =0

Demonstratie : Se arata ca X b este 1ndenpendent de conexiune, adicd : X° = A429,B"—
B9, A® si folosind ci A0, = 6a si B“0, = a/i obtinem ca

0% b 0%z
b _ — =
X'= oadB  0f0« 0
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Revenind la demonstratia teoremei de mai sus, cu lemele de mai sus, folosind regula
lui Leibnitz pentru derivatele covariante gi identitatile Ricci putem obtine identitatea din
formula 7.6.

Lemele demonstrate mai sus permit obtinerea simplificata a ecuatiei deviatiei geodezice
7.3. Astfel daca z°%(o, p) e o familie de geodezici parametrizate afin gi definim ca de obicei

o _ 020, p) o _ 0x%(0,p)
£ = Ep o=

oservind cd, prin ecuatia geodezicii DE?/ Do = 0, folosind lemele de mai sus avem :

Dn* _ DE*
Do Dp

si deci

D277a _ DQfa _ D2€a D2§a
Do?  DoDp DoDp DpDo

— Rbcdafb,r]cgd

adica relatia 7.3.

Propagarea paralela

Fie 2%(0) o curba diferentiabild cu vector tangent £%(o). Fie V*(0p) un vector in punctul
x* = 2%(0g) pe curba. Se pune intrebarea : cum putem defini un cimp vectorial V(o) in
lungul curbei (cu V(o) |,,= V*(0p) astfel incit vectorul V*(o) sa poata fi considerat ca
“paralel” cu vectorul original 7 Raspuns : impunind ca :
Dve dVe(o
7‘1/)0(0) =0 sau 7d; ) 1o (0)eve =0
in lungul curbei z%(0). (lasam cititoruluiu justificarea acestei definitii-raspuns !)
Ecuatia de mai sus se numegte ecuatia propagarii paralele iar vectorul V* se zice
transportat paralel in lungul curbei (a se vedea figura de mai jos).
Deoarece I'y (o) si £(o) sint definite ca functii de parametrul o ecuatiile propagarii
paralele formeaza un sistem de forma :

ave

MV =0
do + My
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cu Mg (o) = I} ¢, adicd patru ecuatii liniare diferentiale ordinare. In conditii normale
existd o solutie unica V(o) luata pentru valoarea corecta la oy.

Figura 14
Sa observam ca o geodezica afin parametrizata are proprietatea ca vectorul sau tangent
este propagat paralel in lungul sau. Mai general, daca doua puncte A si B gint legate de o
pereche de curbe distincte « §i 5 §i un vector V¢ este propagat paralel din A in B atunci

rezultatul va fi diferit, in functie de cum V* s-a propagat paralel pe curba « sau pe curba
B (vezi figura aldturatd)

V(@)

vip)

Figura 15



