Capitolul 6

Geodezici

Fie U si U’ doua sisteme de coordonate pe varietatea diferentiabila M. O curba 7 pe
M parametrizatd cu parametrul real u se di prin functiile reale z* = z%(u) in U (si
2'* = 2'*(u) in U'). Vectorul ei tangent £%(u) este definit prin:

dz®(u) a .
=E&%u in U
) — ()
si se transforma intre cele doua sisteme de coordonate de mai sus prin
Oz’

1b a A !

= — in UNU
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ca orice vector contravariant.

Fie I'¢, o conexiune simetricd pe varietatea M si ¢ (z%(u)) restrictia ei la puntele
curbei v in U. S& mai considerdm un vector contravariant V¢(z?(u)) = V%(u) definit in
lungul curbei v astfel incit :

ax/b
1b _ 7" y/a A !
V(u)—axaV(u) in UNU
Atunci avem :
dvla(xlb(u)) _ ax/b dV/a _ _ anla §CVb N ax’“d_V”
du Oou dz' 0zxcoxb ozrb du

. . dve o “ . .
si deci # nu se transforma corect (ca un vector) in lungul curbei 7; avem nevoie de un

alt fel de derivata a vectorului in lungul curbei v care sa “controleze” variatia vectorului
in lungul curbei. Pentru aceasta se poate verifica cd agsa numita derivata absoluta data
prin:
Dve  dve
= —— +Ipeve 6.1

Du du bcg ( )
se transforma corect (TEMA : folosind relatia 2.1 si se verifice aceastd afirmatie !).

O geodezica pe varietatea M este o curba diferentiabila v(u) de parametru u astfel

incit vectorul ei tangent &(u) satisface relatia :

D¢&e
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=X unde &%(u) = (6.2)
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in lungul curbei, pentru o functie oarecare A(u). Deci pe o geodezicd derivata absoluta a
vectorului tangent la geodezica are intotdeauna directia vectorului tangent. Mai explicit,
wems d?z(u) dz® dz° dz®
du2 Zc% du = /\(U’) du = )\(u)ga(u) (63)
Aceasta este ecuatia geodezicilor. O ipoteza a relativitatii generale afirma ca particulele
libere (de fapt in cadere libera in cimp gravitational) se migcd in lungul geodezicilor.
Analiza atenta a ecuatiei 6.3 releva ca daca termenul continind conexiunea s-ar anula
atunci ecuatia 6.3 ar fi exact ecuatia de miscare a unei particule libere pe spatiu-timpul
Minkowski. Deci gravitatia (adicd “curbarea” spatiu-timpului) se manifesta, in migcarea
particulelor in cadere libera prin acest termen continind conexiunea.

Sa studiem efectul schimbarii parametrului v al curbei asupra formei ecuatiei 6.3.

Pentru un nou parametru ¢ = o(u) (si evident u = u(0)) vom avea relatiile banale :

dz® . d_adx“
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du?  du? do du ) do?
In plus ne propunem sa alegem parametrul o astfel incit
d*o do
27— ANu)—=
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Introducind toate acestea in ecuatia geodezicilor 6.3 avem dupa citeva calcule elementare

d?x® dzb dx°
—_ g =0 6.5
do? b do do (6.5)
sau evident :
Drge . d1"(o)
Do? = 0 unde &%= Io

Noul parametru o astfel definit se numegte parametru afin in lungul geodezicii. Daca o
e parametru afin atunci i o' = ao + b,a,b € R este parametru afin Va, b. Dacad £%¢, # 0
atunci, prin alegerea potrivita a parametrului afin putem obtine £%¢, = 1 sau £%, = —1
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dupa cum geodezica este temporala sau spatiala. Pentru £°¢, = 0 geodezica se zice
nula.

Pentru o geodezica cu parametru afin valoarea produsului £%¢, in orice punct de pe
geodezica este suficienta pentru a determina valoarea valoarea £%¢, in orice alt punct.
Astfel £9¢, se zice “constanta a migcarii” pe geodezica 7.

Daca T este un vector Killing (adica reamintim V(,T}) = 0) se verifica usor ca T%¢,
este constant in lungul geodezicii. Daca £* este temporal (si “aratd viitorul”) atunci 7%¢,
este energia asociata cu cimpul vectorial £ iar £°&, este patratul masei.



