Capitolul 5

Derivata Lie

In cele ce urmeazs vom introduce o nou# lege de derivare, aplicabila pentru orice cimpuri
tensoriale gi independenta de conexiune. Evident ca vom incepe prin a studia aceasta noua
lege de derivare la cimpurile vectoriale. Fie P® si Q° doud cimpuri vectoriale definite pe
varietatea diferentiabild M. Atunci derivata Lie a cimpului @* in raport cu cimpul
P este :

LpQ® = P°V,Q% — Q°V,P* (5.1)

unde conexiunea V, e fara torsiune adica simbolurile Christoffel sint simetrice. Indepen-
denta de conexiune rezulta din calculul :

P'V,Q" — Q"V,P* = P’9,Q"* + P'T3,Q° — Q"9,P* — Q"5 P° =

= P9, A — Q°9,P°

unde am folosit I'(, = I'f,.
Actiunea derivatei Lie pe cimpuri covariante este definita de :

LpS, = P'V,S, + SV, P’ (5.2)

pentru un cimp covariant S,. Se poate arata similar ca si aceasta definitie este indepen-
denta de conexiunea simetrica V,.
Pentru cimpuri scalare avem, evident :

Lpé = P°V,é = P0,¢ (5.3)

adica derivata Lie a cimpului scalar ¢ in lungul vectorului P® - coincide cu derivata
partiala a lui ¢ in lungul vectorului P®. Se poate verifica ca, datorita celor trei definitii
de mai sus derivata Lie satisface proprietatea Leibnitz, adica :

LP (Qasa) = (LPQG)SG + QaLPSa =
(P'V4Q%) Sa = (Q'V5P*) Sa+ Q" (P'V3Sa) + Q" (SyVaP")
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PV, (Q"S,)

adica exact ce era nevoie, conform 5.3 produsul S, fiind un scalar.
Actiunea derivatei Lie pe tensori se poate defini conform schemei de mai sus, de
exemplu pentru un tensor de rang (2,0) si unul de rang (0,2) avem :

LPQab — Pcchab _ chVCPa _ Qacvcpb (54)

LPSab = Pcvcsab + ScbvaPC + SacvbPC

Conform ”definitiilor” anterioare gi acestea se pot arata ca sint independente de conexi-
unea simetrica de pe varietate.

Principala deosebire a derivatei Lie fata de celelalte reguli de derivare definite pe
varietati este aceea ca ea depinde de cimpul vectorial in lungul caruia se deriveaza, in
cazurile noastre de mai sus cimpul P. Se spune ca derivata Lie "depinde de directie”.
Acest fapt, prezentat cel mai adesea ca un dezavantaj fata de celelalte derivate devine
foarte important in studiul proprietatilor de simetrie pe varietiti (in special la varietitile
spatio-temporale care ne intereseazi pe noi, in relativitatea generald). Pentru aceasta se
introduc vectorii Killing, definiti, sintetic ca directii in care ne putem deplasa fara
schimbarea geometriei. ”Geometria” varietatii este data in esenta de o metrica com-
patibila cu conexiunea. Deci metrica va trebui sa fie ”constanta Lie” in lungul vectorului
Killing K, adica

Lkga =0 (5.5)

Se poate verifica, prin calcul direct folosind 5.4 ci aceasta inseamnd V. K = 0 unde ( )
reprezinta simetrizarea dupa cei doi indici.



