Capitolul 4

Elemente de geometrie riemanniana

Vom introduce, in cele ce urmeaza un tensor fundamental, de rang (1,3), cu componentele
notate cu Rf; (si numit tensorul de curburad Riemann) care existd (se poate demon-
stra) pe orice varietate cu conexiune. Vom impune doar faptul cd conexiunea I'§, sa fie cel
putin o dat# diferentiabili, adici derivatele partiale 9,I'%; si existe in orice sistem de co-
ordonate. In teoria einsteiniang a gravitatiei acest tensor va descrie cimpul gravitational,
jucind cam acelasi rol pe care il joaca tensorul cimp electromagnetic Fj; in teoria cimpului
electromagnetic, bazata pe ecuatiile Maxwell.

Tensorul Riemann se introduce ca o masura a necomutativitatii derivatei covariante
de ordinul 2 a unui cimp vectorial. Definitia va fi generata de urmatoarea teorema :

Teorema : Fie M o varietate diferentiabila cu coneziune I'y, care este cel putin o datd co-
variant diferentiabila in orice sistem de coordonate pe M. Atunci exista un cimp tensorial
unic Rape® astfel incit :

(Vavb - vbva)‘/c - T(;,ibvd‘/c = Rabcd‘/:i (41)

pentru orice covector V,, unde T3 este torsiunea asociatd cu derivata covariantd V,.

Demonstratie - vom exprima Rg,.? in functie de componentele conexiunii si derivatele
lor. Pentru aceasta vom scrie :

Vavb‘/c = aa(vb‘/c) - Pgbvp‘/c - Fgcvb‘/i;)

vbva.‘/vc = ab(va‘/c) - Pgavp‘/c - Fgcv(lv;?
Atunci avem :

(vavb - vaa)vc + (Pgbvpvc - Fgavp‘/c) =
6a(vb‘/c) - 6b(va‘/c) - Fgcvb% + I_ﬁll))cvav;’

1 c __ C C 3 .
Dar torsiunea este T, = I't, — I['¢, deci avem :

(VaVi = VoV Ve = THV,V, =
0a(VVe) = 05(VaVe) = T4 VoV + T3 ViV
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Cei patru termeni din dreapta ecuatiei de mai sus se evalueaza astfel :

aa(vb‘/C) = aaab‘/c - allrbchZi - Fgcaavd
05(VaVe) = 040.Ve — 0574, Va — T80,V
Fgcvbv}) = chabv;) - FchZde

Fﬁcvfl‘/p = F;ana‘/;l - Fgcripvd
Combinind aceste rezultate, obtinem in final :

1
§Rabcd = Ol — T Ty (4.2)

unde am folosit o notatie pentru antisimetrizare astefel incit :

1
A[a\b\]d = _(Aabcd - Acbad)

2
convenabila pentru expresii complicate. Se poate verifica faptul ca, desi I'-urile nu sint
tensori, tensorul Riemann Rg.* se transforma ca un tensor de rang (1,3).
Tensorul Riemann are o serie de proprietati si consecinte care, in general se pot verifica
direct din definitie si teorema de mai sus. Astfel, din calculele de mai sus avem imediat :

1 1
ViViVe = 5T5VaVe = 5 RV (4.3)
pentru vectorii covarianti. Pentru vectorii contravarianti avem :
1 1
V[avb]Wd = 5 ucchWd + iRabcdvc (44)

(Observatie : a se remarca schimbarea de semn in coeficientul tensorului Riemann !).
Relatia 4.4 de mai sus rezulta din cea pentru vectorul covariant 4.3 folosind :

1
ViVyo = §T,fbvc¢
unde ¢ = V., W¢.
Actiunea Iui V[,V pe tensori de rang oarecare se exemplificd prin

1 1
ViVaU = STLV UL + 5 Ray"UZ° +
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1 1
§Rabqu§q - 5Ra,,JUﬁe (4.5)

Relatiile de mai sus 4.3, 4.4 si 4.5 se numesc identitatile Ricci. Din definitia tensorului
Riemann avem :

Rabcd = _Rbacd (46)

In cazul unei varietati fara torsiune avem propozitia :
Propozitie : Daca V, e farda torsiune (adica Tg. = 0 atunci R[abc]d =0.

Demonstratie : din 7, = 0 avem V[, VyV, = —%RadeV}j pentru orice covector V. si
daca V, = V_.¢ atunci obtinem :

1
V[a.vbvc]q5 = _ER[(J,bc]dvdgZS

Dar deoarece V, e fara torsiune avem :

ViaVeVgo = Vo[ ViV =0

d
]

Atunci R[abc]dvdqﬁ = 0 pentru orice cimp scalar ¢. Deci R." se anuleaza.

S& mai notam ca

R[abc]d = 1 (Rabcd + Rbcad + Rcabd)

3

rezulta din faptul ca tensorul Riemann este deja antisimetric in primii doi indici - vezi
mali sus.

In cazul electromagnetismului, pentru tensorul cimp electromagnetic Fj, avem relatia
ViaFy = 0 in vid. Tensorul Riemann satsface automat o relatie asemdnétoare :

Propozitie : Daca V, e fara torsiune atunci :
d_
VieRpge® =0 (4.7)
Demonstratie : calculam intii pentru un vector oarecare, ca :

2V Vi VeV = —Rup’ VoV + Ry 'V Vs

2V, Vs VgV = Ry Vg V*
prin R[abdd = 0. Apoi calculam :

2V VpVaV* = (VaRbeg") V7 + Rog "V V*
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si deci
QV[aV,,VC]Vd = V[aRbc]quq + R[bc|q|dva]vq

Egalind relatiile de mai sus rezulta 4.7. Relatiile 4.7 se zic identitatile Bianchi. Ele
sint indeplinite pentru orice conexiune fara torsiune.

In relativitatea generala exista trei nivele de constructie : definitia varietatii diferentiabile
a spatiu-timpului (curb), definitia conexiunii pe aceastd varietate si metrica. Prin me-
tricd intelegem un cimp tensorial g de rang (0,2) nedegenerat, simetric, cu componentele
notate cu g, care definegte produsul scalar (intern) a doi vectori contravarianti. De

fapt tensorul metric atageaza o méarime (/| g(X, X) | oricdrui vector X € T,M in punc-
tul p € M (Reamintim ca un tensor g de rang (0,2) este g : T,M x T,M — R si
g(X,X) €R Vpe€ M). In plus metrica definegte unghiul a doi vectori prin ” cosinusul” :

g(X,Y)
VIs(X, %) g(v,Y)|
pentru doi vectori oarecare X si Y din T,M dacd numitorul relatiei de mai sus este
diferit de zero. Cei doi vectori X si Y de mai sus se zic ortogonali daca gi numai daca
g(X,Y) = 0. Componentele tensorului metric g sint valorile tensorului metric intr-o

anumita baza, adica rezultatul actiunii lui pe vectorii bazei. De exemplu in baza canonica
pe M data de vectorii 9,, a = 1, m unde m = dim M, avem

Gab = g(aa: ab)

si, se scrie, formal g = g,dz® ® da®. Cu ajutorul tensorului metric se poate exprima si
”distanta” intre doua puncte pe varietate in lungul unei curbe pe varietate, adica :

ds® = 9ij dztdr?

(de fapt distanta intre doud puncte a,b € M este l, = f:( g(at,at)) unde 0, este
vectorul tangent in lugul unei curbe 7(¢) de parametru t).

Metrica se zice nedegenerata in punctul p € M daca nu exista vectori nenuli X €
T,M astfel incit g(X,Y) =0 VY € T,M (adicd matricea g,, ¢ nesingulara). Atunci
existd si tensorul de rang (2,0) (din T;yM) cu componentele notate cu g** astfel incit
gapg®© = 6¢ adicd g este matricea inversd matricii g,. Rezultd ci tensorul metric g
definegte un izomorfism intre T, M §i T;M, adicd intre un vector contravariant si un
vector covariant (izomorfism care pentru cazul spatiu-timpului Minkowski ne-a permis
sa-i identificam si sa spunem ca, de exemplu V, si V¢ sint componentele co- i respectiv
contra- variante ale aceluiasi vector). Metrica lorentziand pe spatiul-timp M va fi o
metricd nedegenerata avind signatura matricii g4, cu valoarea 2 (sau -2 dupa caz).
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In geometria riemanniand conexiunea (fard torsiune) si metrica sint compatibile
in sensul ca

vagbc = Gbc;a — 0

adica tensorul metric e constant (covariant) in raport cu conexiunea.

Remarcabil este ca aceste conditii sint suficiente pentru a determina conexiunea V,
in mod unic din g,, printr-o relatie naturala intre g, si V,, care este la baza geometriei
riemanniene.

Teorema - Fie g,, 0 metrica simetrica, nedegenerata pe varietatea M. FExista atunci o
conexiune fard torsiune V, pe M astfel incit V ,gp. = 0.

Demonstratie : Daca V, g, = 0 atunci :

aagbc - FZbgec - Pcfbcgbf =0

de unde prin permutari ciclice avem :

ab.gca - F(J)ccgfa - Fgagce =0

acgba, — Pzaggb — szgae
Scazind din prima relatie de mai sus celelalte doua avem in final :

“d (Gab,e + Gdep — Goe,d) (4.8)

o -1

bc — 29
unde derivatele partiale s-au marcat prin go . = 0gq/02° si s-a folosit conditia de torsiune
nula, adica simetria simbolurilor de conexiune in cei doi indici de jos. In plus faptul ca
metrica e nedegeneratd a asigurat existenta matricii inverse g% in calculele de mai sus.

Deci, daca derivata covariantd a metricii se anuleaza atunci conexiunea I'j, este data
unic prin relatia 4.8. Reciproc, daca conexiunea e data din metrica prin relatia 4.8 atunci,
prin calcul direct, se aratd cd V, g, = 0. Conexiunea astfel construita (cu relatia 4.8) se
zice conexiune metrica sau conexiune Levi-Civita.

Fie acum o conexiune firii torsiune pe varietatea M gi metrica ei asociati gup. Rape’
este tensorul Riemann asociat conexiunii. g% si g4, se folosesc acum pentru ridicarea sau
coborirea indicilor tensorilor (la fel ca in spatiu-timpul Minkowski) iar V,g,. = 0 arata
ca "urcarea” si ”coborirea” indicilor comuta cu diferentierea. Atunci avem tensorul :

Rabcd - Rabceged (49)
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care se numeste tensor de curbura. El are proprietiti de simetrie specifice lui (deduse,
evident din cele ale lui Rgp.%). Astfel avem :

Rapeqd = R[ab]cd = Rab[cd] = Redab ) R[abc]d =0 (410)
Din tensorul de curbura se pot defini si alti tensori. Astfel avem :

Tensorul Ricci : Rupy = Rua’

Scalarul Ricci : R = Ryg®

Pentru necesitati ulterioare vom prezenta aici expresia completa a tensorului Ricci in
functie de simbolurile Christoffel, dedusa din contractia relatiei 4.2 de mai sus :

Rap = 8,1, — 0.1, — T?, T, + TP I¢ (4.11)

P bel ap
Ca o consecinta avem :

Propozitie :

v (Ras - %gabR) ~0 (4.12)
Demonstratie : Din identitatile Bianchi de mai sus avem :

VaRbede + VoReade + Ve Rapbde = 0

Contractind cu ¢%?g®® avem :

2VeRyp — VR =10

din care rezulta relatia 4.12.

Pentru scopuri ulterioare vom defini gi tensorul Einstein ca :

1
Gab = Rab - igabR

O consecinta imediata a propozitiei demonstrate mai sus este ca

VeGap =0 sau Ggu'*=0 (4.13)



