Capitolul 3

Diferentierea covarianta

Una din problemele fundamentale ale geometriei diferentiale este introducerea operato-
rilor de derivare pe varietati. Exista trei tipuri de derivate : derivata exterioara, derivata
Lie si derivata covarianta. Dintre acestea doar ultima introduce o structura suplimentara
pe varietate. Se spune ca o varietate inzestrata cu o lege de derivare covarianta are conex-
iune sau ca s-a introdus o conexiune pe varietatea respectivia. Pentru a defini derivata
covarianta, fie U ¢i U’ domeniile a doud harti compatibile pe varietatea diferentiabila M
i un obiect cu trei indici, notat I'f.(z) in € U N U’ care se transforma intre cele doua
sisteme de coordonate ca :

o _ 02’ 0z 0x" _ 0x'* 0%aP
be ™ Qxp Oz dxe T QP Dxbx'e

(3.1)

pentru U NU’. Folosind relatia familiara :

0x® 0z'c
oz'e Ozb

= o

prin diferentiere, al doilea termen din ecuatia 3.1 se scrie ca :

ox'® %P 0x? Oz 0%x'®

OxP 020z’ Oz’ Oz’ Ox90z"

Daca introducem urmatoarele notatii :

ox'®

. oxt
- Ogb 3

Jg jg:w

avem, evident J¢J® = §% si pentru 3.1 avem :
= JOJgJITE 4+ Jeo,JP  sau
Do = JoJeJiTs, - JiJio, I
unde am notat cu 0, = 9/0x7 si 0, = 9/0z".
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Observatie : cu notatiile de mai sus sa notam ca relatiile 2.1 si 2.2 din capitolul 2
precedent devin

Ve = Jovt (2.2) s V) =JV, (2.27)

Obiectele 'y, sint componentele conexiunii definite pe varietatea M. Ele se mai numesc
si simboluri de conexiune sau simboluri Christoffel. S& observam cd '}, nu sint
componentele unui tensor datorita termenului continind derivate de ordinul 2 din legea
de transformare 3.1. Se pune deci intrebarea care este rolul sau ?

Conexiunea, odata definita pe o varietate M determina o regula de diferentiere a
cimpurilor tensoriale pe M. Vom incepe prin a ne ocupa de vectorii contravarianti.
Mai inti sa observam ca pentu vectorul V¢ derivata sa partiala d,V* nu este un tensor
de rang (1,1) asa cum ar fi de dorit (i cum se intimpld pe spatiul-timp Minkowski, de
exemplu). Intr-adevir :

la la D
al,)v,a:av _ 0 (83: Vq> _ 02 0 (J“Vq):

ozt oz’ \ Oz Oz’ Oxp \"1

T IV + (JP0,J2) VO £ JPT50,V?

prin aparitia celui de al doilea termen suplimentar.
Fie acum urmatoarea relatie, care va fi defini derivata covarianta a vectorului con-

travariant V¢ :
VyVe = V;g =0,V + 1.V (3.2)

Atunci, pentru doua harti compatibile U gi U’ in domeniul U N U’ calculind VV'® =
oyV' + I'e V' prin introducerea legii de transformare 3.1 obtinem, dupa citeva calcule
elgebrice elementare :

Vv = JLIs (0P + T2 V) = JLIgV, VP

adicd derivata covariantd V,V°® = V% a vectorului contravariant V° se comporta ca un
)
tensor de rang (1,1). Pentru cimpuri de vectori covarianti, derivata covariantd va fi :

Vav;) = VE);a = aa.‘/;) - ’yga‘/c (33)

Si in acest caz se poate (usor) verifica ca V., este un tensor de rang (0,2).
Pentru cimpuri scalare vom avea in mod natural, prin definitie :

Vaf = f;a = aaf (34)
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Formula 3.3 de mai sus este partial justificatda de faptul ca derivata covarianta V,
trebuie sa satisfacd legea Leibnitz (pentru a fi lege de derivare veritabild) cind actioneazi
pe un produs (in cazul nostru intre un vector contravariant si unul covariant). Fie, in
particular cimpul scalar ¢ = V®W, unde V si W sint, respectiv un vector si un covector.
Atunci :

b0 = (V'Wy)ia = VoW, + VWi = 0.(VW)

unde am folosit 3.2 si 3.3 in acord cu 3.4.
Conform “schemei” din relatiile 3.2 - 3.4 pentru un tensor oarecare, de exemplu un
tensor de rang (2,1) 7%, vom defini :

VaTcIi)C = T(an = aaTtgc + FZerec + PgaTLIije o fiaTgc

Fie f un cimp scalar pe varietatea M. Atunci, in orice sistem de coordonate avem
0,0pf = 0p0,f dar nu este obligatoriu ca V,V,f = V,V,.f. De fapt se poate arita ca
existd intotdeauna un tensor, T}, numit torsiune astfel incit pentru orice cimp scalar f
sa avem :

(VaVs — VuVa) f =TS V. f (3.5)

Daca torsiunea se anuleaza, adica 7)., = 0 in orice punct de pe varietatea M atunci
conexiunea (si varietatea) se zice fard torsiune. Sa calculim torsiunea in functie de
simbolurile de conexiune I'. Remarcind ca V, = V,f este un vector covariant, avem :

Vabe = 8aabf - Pgbacf §i vaaf = 8aabf - Fgaacf
§i apoi, inlocuind in 3.5 avem (atentie V.f = 0.f !) avem :
w = Lpal'ap = _2P[cab] (3.6)

Desgi I nu este un tensor, se poate ugor ardta ca torsiunea este un tensor de rang (1,2).

Daca conexiunea pe varietatea M este fara torsiune, atunci se vede ca conexiunea
este simetrici, adici ¢, = I'¢,. In cele ce urmeazs vom considera numai varietiti firs
torsiune adica cu conexiune simetrica.



