Capitolul 2

Cimpuri scalare. Curbe. Vectori. Tensori

Fie un punct x € M unde M este o varitetate diferentiabila de dimensiune m cu model
R™. Vom nota coordonatele lui z (adicd imaginea punctului z in modelul R™) cu z%(z),
a = 1, m intr-o anumitd hartd (U, ¢) din atlasul A al varietitii si cu 2'*(z) coordonatele
aceluiagi punct z € M in harta (U', ¢') € A (adici coordonatele punctului ¢(z) € R™ si
respectiv ¢'(x) € R™ - atentie : cel doua harti sunt din acelagi atlas, deci sunt compatibile
intre ele, adicd pe U U U’ functia de trecere ¢' o ¢~! : R™ — R™ este diferentiabild si deci
are derivate partiale continue).

Vom nota functia de trecere intre cele doua sisteme de coordonate de mai sus cu
1%(2"(x)) sau 2”°(2%(z)) unde a,b = 1, m (de fapt nu existd posibilitatea de confuzie, desi
mai corect ar fi fost a nota z%(z) = (¢ o ¢'~1)%(2"(x)).

In cele ce urmeazi vom incerca si definim citeva obiecte pe varietatea M : curbe,
cimpuri scalare, cimpuri vectoriale gi tensoriale. Desigur ca putem construi un astfel
de obiect pe o harta din atlasul A, dar vom impune faptul ca vom putea face aceeasi
constructie pe orice hartd din atlasul A astfel incit pe intersectia domeniilor imaginea
locald a obiectului sa coincidd. Atunci obiectul astfel definit va fi corect definit (se spune
cd definitia e globald) i obiectul se numegte ”cimp”. In acest fel am asigurat faptul ca
obiectul este definit in orice punct al varietatii.

Vom incepe cu definitia cimpului scalar. Fie functia f : V C M — R, unde M e
varietate diferentiabila de clasa C*° si model R™ gi V' un deschis. Vom nota cu fy4 functia

fo=fod ' :p(VUU)eR" - R

unde (U, ¢) € A (o hartd locald a lui M). f, se numeste reprezentarea locala a functiei
f. [f4 este o functie de clasa C™ ca aplicatie intre doua spatii vectoriale. Un cimp
scalar inseamna, dupa cum am convenit mai sus, a defini o functie in toate punctele
varietatii M, adica, daca f este un cimp scalar definit (ca mai sus) pe harta (U, ¢) cu
coordonatele 7% gi f’ o functie definiti pe harta (U’,4') cu coordonatele z'° (a,b =1, m)
atunci f(z?) = f'(z") (sau mai precis ¢(z%) = ¢'(x"(22))) pe UUU’ si aceastd indentificare
se face pentru orice hartd din A atunci girul de functii f, f’, ... constituie un ”cimp scalar”
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pe M.

Figura 6
Se spune ca functia (sau cimpul scalar) f este diferentiabild dacd f, este diferentiabila
(ca o aplicatie intre doua spatii vectoriale) V¢ € A. Evident ca in acest mod se pot defini
si alte proprietiti ale cimpurilor vectoriale pe varietati (de ex. continuitatea).
De o deosebita importanta in geometria diferentiabila este notiunea de curba.

Definitie - O aplicatie diferentiabila (de clasa C*°) dintr-un interval deschis (a,b) € R
in varietatea M, adica :

c:(a,b) CR—-M

se numegte curba diferentiabila (de clasa C™®) pe M. (vezi figura aldturata). O curba

diferentiabila...) in x € M se numeste o curbd pentru care c(0) = x
(diferent / s b O =2 i daci 0 € (ab)

E A ; R

a LN

Figura 7
Daci A € (a, b) imaginea din M prin curba ¢ (adica c¢())) se zice ” curba parametrizata”
cu parametru A pe M. Deci doua curbe pot fi diferite chiar daca imaginea lor in M este
aceeagi, daca parametrul lor este diferit. Daca privim curba ca o aplicatie diferentiabila
intre doud varietdti (R si M) atunci, evident cuvintul ”diferentiabild” are sensul dat in
definitia din paragraful precedent : ”diferentiabila” este imaginea locala a aplicatiei, adica
aplicatia dintre cele doud spatii vectoriale model (R si R™). Oricum o curba pe M se
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poate da si prin ecuatiile (parametrice) z* = x¢()\), i = I, m ale coordonatelor punctelor
curbei.

Fie o curba prin ¢(A) prin punctul p € M (adicd ¢(0) = p) data de ecuatiile para-
metrice z° = 2*(\), i = 1,m si fie un cimp scalar f(z') pe M. Atunci avem urmitoarea
definitie :

o tangent la curba z‘()\) in punctul p €
of

M este operatorul care aplica functia oarecare f in p in numarul real (—)‘) 0’ adica (%)
¢ P

Definitie - Vectorul contravariant ((%)

este derivata lui f in directia *()\) in raport cu parametrul \.
Explicit, avem :

s—0 g

Putem scrie, deci :

1), = (@), = (557 (o), = (o)
OX/, OA/ (o) dA a0\ ) ) dA 027 ] o)

Observatie - in derivata partiala de mai sus avem, de fapt reprezentarea locala a lui
[, fs dar se poate usor ardta ci calculul de mai sus nu depinde de harta (vezi mai jos)
si deci nu apare posibilitatea confuziei. In plus amintim ci am folosit (si vom folosi in
continuare) conventia Einstein de sumare a indicilor care se repeta.

In concluzie, orice vector contravariant in p se poate exprima ca o combinatie liniara

a derivatelor :
9\ (9 9
ozxl) "\ox?2) 77\ Oxm
P P P

0
oxJ

numere oarecare (reamintim ci m = dim M), fie curba c()\) definitd prin z7(c()\)) =
2?(p) + AV7 pentru A € [—¢, +¢], un interval real. Vectorul tangent la aceastd curbi in

Reciproc, fiind dati o combinatie liniard V7 ( ) de acesti operatori, unde V7 sint m
p

p este deci V7 (%) . Numerele V7 se numesc componentele vectorului V in sistemul de
P

coordonate z' din harta (U, ¢).

Astfel, vectorii contravarianti tangenti (la variatatea M) in punctul p € M

formeaza un spatiu vectorial peste R ”subintins” de baza data de vectorii (%)

(care se aratd ca sunt liniar independenti) unde structura de spatiu vectorial e data de
relatia :

(X +BY)f = a(Xf)+B(Y )
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care are loc pentru VX, Y vectori contravarianti, Vo, 5 € R si Vf. Spatiul vectorial al
tuturor vectorilor tangenti la M in punctul p € M se numegte spatiul tangent la M in
p € M si se noteazd cu T, M.

Aparent, definitia de mai sus, depinde de alegerea hartii in care se scrie reperezentarea
locala a lui f. Se arata destul de ugor ca definitia de mai sus nu depinde de alegerea hartii.
Astfel fie reprezentarea aceluiagi vector V' in doua harti diferite (U, ¢) si (U’, ¢) din atlasul
maximal A in care coordonatele punctului 2 € M sunt notate cu z® si, respectiv cu 2",
a,b=1,m :

0

0
: 1o, .1
5ga D¢ U si VP

ox'

Impunind ca definitia de mai sus sa fie globald, fie un cimp scalar f(z) pentru care avem
f(z) = f(a') pe UUU' i deci :

0 0
@) =V ()

Ve(x)

pe U’

Ve(z)

pentru orice punct p € U U U’. Atunci avem :

0 0z’ 0 oz 0

V@) 5 f(a) = Vo@) g 5 f () = V() S f (@)

Vf(z). Deci, impunind conditia (*) de mai sus avem :

1b

oz
thy 1\ __ a
Ve (') =V 5

Ia

in UUU (2.1)

Aceasta este legea de transformare a componentelor vectorului contravariant
la transformarea de coordonate. In acest fel am definit un cimp vectorial con-
travariant, despre care se mai zice ca este un cimp tensorial de rang (1,0) (a se vedea
in rindurile de mai jos !).

Se pot forma si altfel de cimpuri vectoriale pe varietatea M. Ele vor fi in mod natural
”duale” vectorilo contravarianti si se zic vectori covarianti. (mai exact ei vor fi 1-forme
- vezi capitolul urmator !) cu legea de transformare :

oxb
axla

Cum apar acesti ”vectori covarianti” ?. Fie un cimp scalar oarecare f(x) cu f(z) = f(2').
Fie gradientul sau in cele doua sisteme de coordonate :

JUE) - UE)

Ay (2') = Ap(z)

pe UUU’ (2.2)

Ag(x)
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si avem, pe U U U’

_ of (z) _ ox'°of(a') 83:':142(3:,)

Ap(z) oz ozt ox' Oz

Dac# imnultim relatia de mai sus cu 9x°/9z" si folosim identitatea

ozt Ox'°
or'e Qxb

rezulta relatia 2.2 de mai sus. Se vede deci ca gradientul unei functii scalare se transforma
ca un cimp covectorial. Vom reveni in capitolul urmator asupra semnificatiei mai precise
ale acestor definitii. Pind atunci vom defini in acelagi mod (si in mod asemanétor cu
definitia acestor obiecte pe spatiul-timp Minkowski) gi obiecte mai complicate, tensorii :

Definitie - Un cimp tensorial de p-ori contravariant | . . )
51 de q-ori covariant (de rang (p,q))

=5

are (p+q) indici este o aplicatie multiliniard intre

- XTM x ... xT:M —- R
N i 2= AN - z
~ depori de q ori

st se comporta, la transformarea de coordonate, dupa fiecare indice, dupa tipul sau, adica
dupad un indice de contravarianta ca un vector contravariant (dupd relatia 2.1) si dupd un
indice de covariantd ca un vector covariant (dupd relatia 2.2) in orice punct x € M.
Tata citeva exemple :
Ia, ailb ailc def (.T)
A" = Oz Oz Oxf

as i 0x'® 0x?

Cb (‘/E) = oxP ax/b g(x)
P 0x¢ Oz

B (') = %wlged(ﬂ?)

Produsul scalar al unui vector covariant cu unul contravariant se poate defini (sim-
ilar cazului din spatiul-timp Minkowski) ca A®B,. Se verificad ugor cd A"(z")B.(z') =
AP(2)By(z). In general putem defini o serie de operatii cu tensori. Astfel operatiile de
baza din algebra tensoriala vor fi :
1) adunarea ; de ex. AP + BP = CP;
2) produsul exterior ; de ex. A?Bj, = Cgg;
3) Contractia ; de ex. : L™ M~ = N

st
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4) Inmultirea cu un scalar, etc.
Toate aceste operatii se efectueaza cu tensorii definiti in acelasi punct din varietate gi
definitia se bazeaza pe structura de spatiu vectorial al tensorilor dintr-un punct al va-
rietitii. In cele ce urmeazi vom incheia capitolul cu inci dou# definitii utile :

Definitie - Partea simetricd a unui tensor T de rang (2,0) cu componentele T, este
un tensor S(T) cu componentele T date de :

T(ab) — % (Tab + Tba)

Partea antisimetricd A(T) a tensorului T va avea componentele T'®! date de :

1

Tlad] —
2!

(Tab . Tba)
Avind acestea putem defini :

Definitie - Un tensor este simetric (antisimetric) dacd este egal cu partea sa simetricd
(respectiv, antisimetricd,).

Se arati, elementar ci pentru un tensor simetric avem 7% = T°® iar pentru un tensor
antisimetric avem : 7% = —T%_ In plus aceste definitii au o generalizare, destul de simpli
pentru tensori de rang superior (TEMA : introduceti aceste definitii !).



