Capitolul 1

Varietati diferentiabile

O varietate este un spatiu care, local este similar unui spatiu euclidian putind fi ”acoperit”
cu sisteme de coordonate. Ideea de baza este de a introduce un obiect local pe care sa se
poata defini diferentierea si apoi sa ”lipim” neted la un loc aceste obiecte locale. Aceasta
structura nu va distinge intre diferitele sisteme de coordonate, gi deci pe varietate vom
defini numai conceptele care sunt independente de alegerea sistemului de coordonate.

Inainte de orice definitie este bine s3 ne gindim la un exemplu : fie n-sfera S™ in
R™! adicd multimea punctelor x € R™™! astfel incit || = ||[= 1 (]| || este norma
euclidiand uzuald). Putem construi, local bijectii de la S™ la R™ . O metoda este proiectia
stereografica de la polul sud pe hiperplanul ecuatorial (in figura 1 este prezentat cazul
particular al sferei S? in R? i bijectiile pe R? - planul xOy ).
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Figura 1

Aceasta este o bijectie de la S™ pe R™ | cu polul sud scos (deoarece pentru M foarte
apropiindu-se de S, proiectia se face la infinit pe planul R?, in orice directie, deci nu mai
avem bijectie) .

Similar, putem inversa rolul polilor pentru a obtine o alta bijectie. Considerind topolo-
gia uzuald pe S™ ca un subspatiu al lui R"*!, bijectiile de mai sus sunt homeomorfisme din
domeniile corespunzitoare din S™ in R™. Daca trecem cu una dintre ele din R" pe sfera
apoi inapoi pe R” cu cealalta bijectie, obtinem o aplicatie neteda. Astfel putem construi
sisteme de coordonate pe S™. De observat ca exista mai multe tipuri de homeomorfisme
intre S™ si R™, dar numai doua sunt suficiente pentru a acoperi sfera.
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Problema : Construiti doua
sisteme de coordonate pe sfera S?

folosind ”coordonatele sferice”: 40 gor g
2t =0, 22 = ¢. . ‘ o5
Pentru a evidentia regiunile ne- - =T Jor
acoperite de una din cele doua st R

harti se poate folosi schema din
figura alaturata

Vom impune ca aceste doua sisteme de coordonate, astfel obtinute, sa fie compatibile,
adica in regiunile acoperite simultan de amindoua sa putem schimba sistemul de coordo-
nate in mod neted. Astfel putem introduce urmatoarea definitie a varietatii diferentiabile :

Definitie - Fie S o multime oarecare. O harta locala pe S este o bijectie ¢ dintr-o

submultime U a lui S intr-o multime deschisd a unui spatiu vectorial (finit dimensional,

real) oarecare F. Vom nota uneori harta locald prin (U, ¢); Un atlas pe S este o familie

de harti, A notatd 5i {(Ui, pi) 11 € I} astfel incit (vezi ,
51 figura 3) :

(V1) S=U{U, | i e I};

(V2) oricare doud harti din A sunt compatibile, in sensul cd schimbarile de harti dintre
membrii atlasului A sunt C* -difeomorfisme : pentru douda harti (U;, ;) si (Uj, @) cu
UiNU; # 0 formam schimbarea de hdarti ¢;; = @; o it |l pi(Uiny;) unde it lou(UinT;)
inseamnd restrictia lui o~ la multimea @;(U; N U;). Vom impune ca ;(U; NU;) sd fie
deschis in F' si ca ;5 sd fie un C™ difeomorfism.

(Observatie : deoarece ¢; sunt bijectii toate spatiile F' au aceeasi dimensiune, daca nu

sunt chiar identice). SR
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Figura 3

Doua atlase A; si Ay sunt echivalente dacd
1§ i numai dacd (dd) reuniunea lor A; U Ay

este tot un atlas. O structura diferentiabila S pe S este data de o clasa de echivalenta de
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atlase pe S.

Reuniunea atlaselor in S adica As = U{A | A € S} este atlasul mazimal al lui S, iar
o harta (U, p) € As este o harta locald admisibild.

Daca A este un atlas pe S atunci reuniunea tuturor atlaselor echivalente cu A se
numeste structurd diferentiabild generatda de A.

O varietate diferentiabila M este o pereche (S, A) unde S este o multime si A este o
structura diferentiabila pe S.

Observatie : - in definitiile de mai sus, prin homeomorfism intelegem o aplicatie bijectiva
intre doua spatii vectoriale pentru care ea si inversa ei sint continue iar dofeomorfism este
un homeomorfism pentru care aplcatia si inversa ei sin diferentiabile. In plus in cele ce
urmeaza diferentiabilitatea (si implicit continuitatea) le vom presupune de clasa C™ fara
a mai specifica aceasta.

Vom identifica adesea pe M cu multimea S, folosita in definitie. Fata de alte definitii
ale varietatatii diferentiabile, aceasta nu considera pe S ca spatiu topologic, avind ca
submultime deschisa domeniul unei harti. Se poate arata ca daca definim o submultime
A C M ca fiind deschisd daca pentru fiecare a € A existd o harta locald admisibila (U, ¢)
astfel incit ¢ € U gi U C A atunci M devine un spatiu topologic.

O varietate diferentiabila M este o n-varietate dd pentru orice punct a € M exista o
harta locala admisibila (U, ¢) cu a € U si p(U) C R™.

Daca M este o n-varietate atunci domeniul hartii (U, ¢), U se numeste uneori vecinitate
locala de coordonate. Coordonatele locale ale unui punct x € M sunt coordonatele punc-
tului ¢(z) din R™ (sau in general din spatiul vectorial F') date prin cele n functii reale
z™. Dimensiunea spatiului vectorial F' este gi dimensiunea varietitii M (prin definitie).
Deci n-varietatea este de dimensiune n.

Varietate va insemna intotdeauna o varietate diferentiabila, separabila Haussdorf si
numarabila de ordinul doi. Nu toate varietatile sunt obligatoriu separabile Haussdorf.

Vom prezenta, in cele ce urmeaza exemple simple de varietati :

- 8™ cu un atlas maximal generat de atlasul descris anterior devine o n-varietate, avind
topologia rezultanti aceeasi cu cea indusi pe S™ ca submultime a lui R"*! ;

- unicele varietiiti unidimensionale conexe sunt R si S' , adicd toate celelalte sunt
difeomorfe cu acestea. De exemplu cercul cu un nod este difeomorfic cu S* ;

- sfera cu ”minere” poate fi o varietate conexa bidimensionala, avind printre exemplele
curente torul.

- planul euclidian bidimensional R? este evident o varietate. Coordonatele rectangulare
(x,y; —00 < x < 00, —00 < y < 00) acoperd intreg planul (este o harta cu ¢ identitatea)
la fel ca si coordonatele polare (r,6;r > 0,0 < < 27). Sunt necesare doui astfel de
sisteme de coordonate pentru a acoperi intreg planul R? . Cilindrul bidimensional C? se
obtine din R? identificind punctele (x,y) si (x + 27, y). Atunci (z,y) sunt coordonate in
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vecindtatea (0 < z < 2m,—00 < y < 00) si sunt necesare doud astfel de vecinatati de
coordonate pentru a acoperi C? . Banda Mobius este varietatea obtinutd in mod similar
identificind punctele (z,y) si (z + 27, —y);

O varietate se numeste orientabild daca existd un atlas A = {(U;, ;) | ¢ € I} din
atlasul maximal astfel incit pe orice intersectie nevidd U; N U; # 0 Jacobianul | dz'/dz? |
este pozitiv, unde (z',...,z") si (z'',...,2™) sunt coordonatele unui punct z in cele doui
harti.

Un atlas A = {(U;, ;) | i € I} se zice local finit daca pentru orice punct z € M
exista o vecinatate deschisa care intersecteaza numai un numar finit de multimi U; . M
se zica paracompacta daca pentru oricare atlas A = {(U;, ;) | © € I} exista un atlas local
finit B = {(V},v;) | 7 € I} cu fiecare V; inclus in unul din U; . O varietate Haussdorf
conexa este paracompacta dd are o baza numarabila adica exista o colectie numarabila
de multimi deschise astfel incit orice multime deschisa sa poata fi exprimata ca reuniune
de membri ai acestei colectii.

Vom considera, in continuare, din considerente, in general fizice, numai varietati para-
compacte (in afara de cazurile mentionate special) si separabile Haussdorf dupd cum am
precizat mai sus.

Uneori aceastd conditie va fi automat satisfacutd (cum ar fi in cazul existentei unei
conexiuni afine pe varietate, cind conditia de paracompacitate va fi automat satisfacuta).

Definitie - Fie doud varietati (S1,S1) si (S2,S2). Varietatea produs (S; X Sa, 81 X S2)
consta din mulfimea Si X Sy tmpreuna cu structura diferentiabila S1 X Sy generata de
atlasul {(Uy X Uz, 1 X 03 | (Us, ;) fiind harta din (S;, S;)}-

Ca definitia de mai sus este corectd, adica avem de-a face cu un veritabil atlas, se
verifica prin proprietatile produselor de difeomorfisme gi in plus se remarca faptul ca
topologia pe varietatea produs este topologia produs.

Daca A C M este o submultime deschisd a varietatii M structura diferentiabild de
pe M induce, In mod natural una si pe A. Vom numi A subvarietate deschisa pe M.
Ca exemplu am putea da S™ ca subvarietate a lui R™ , dar S™ este submultime inchisa .
Avem urmatoarea definitie :

Definitie - O subvarietate a unei varietati M este o submultime B C M cu proprietatea
cd pentru orice b € B existd o hartd admisibild (U, @) in M cu b € U care are proprietatea
de subvarietate, adica :

(SV)p:U—EXF gio(UNB)=¢@U)N(E x{0}) (vez fig. 4) .



CAP. 1. VARIETATI DIFERENTIABILE 8

Pentru definitia subvariet#tii @
spatiul vectorial F' din definitia
generala se despica in doua sub- —
spatii vectoriale E gi F' astfel incit KQJ'
p:U—=EXF. ¢ UB = ¢ O Ex0D
R™ din definitia n-varietatii de-
vine E x (0).

Figura 4

O submultime deschisa a lui M este, in acest sens o subvarietate. Aici noi luam F' =0
si folosim o harta oarecare. Fie B o subvarietate a varietatii M. Atunci B devine varietate
cu structura diferentiabila generata de atlasul :

{({UNB,p | UNB)| (U,¢) o hartd admisibild in M cu propr. (SV) pt B}.

Astfel topologia pe B este topologia relativi. Acum S™ C R™'! este, in acest sens
o subvarietate a lui R"™!. Mai mult, orice n-varietate se poate realiza (”scufunda”) - in
sens topologic - ca o subvarietate inchisd a lui R®*! - (Whitney).

In cele ce urmeazd vom studia aplicatiile intre varietati. Vom folosi pentru urmatoarele
definitii tot notiunile corespunzatoare din spatiile vectoriale “transportate” la nivelul va-
rietatilor.

Figura 5

Definitie - Sa presupunem ca avem o aplicatie f : M — N unde M s1 N sunt va-
rietati (adica f aplica multimea de definitie a lui M in cea a lui N). Spunem ca f este
diferentiabila de clasa C" dacd pentru orice x din M i orice hartd admisibila (V,1) a
lui N cu f(x) € V exista o harta (U, ) a lui M cu x € U gi f(U) CV si reprezentarea
locald a lui f definitd prin f,y = o fop™" este diferentiabild de clasd C™ . (vezi figura 5)
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Observatie : se poate arata ca definitia de mai sus este independenta de alegerea
hartilor pe varietate.

O serie de proprietati ale aplicatiilor intre varietati pot fi deduse din proprietatile
diferentiale gi teorema de compunere a aplicatiilor dintre spatiile vectoriale (de exemplu
faptul cd compunerea aplicatiilor diferentiabile este tot aplicatie diferentiabila). Vom
prezenta in continuare doar definitia urmatoare.

Definitie -O aplicatie f : M — N unde M si N sunt varietafi se numeste (C™ )-

difeomorfism dd este de clasa C" |, este o bijectie
/ f ject 51 dnversa ei f1 1 N — M este de clasd
Cr.

In cele ce urmeaz vom parasi acest stil abstract de expunere in favoarea unuia mai
direct in vederea introducerii unor notiuni si tehnici de calcul pe varietati mai usor de
folosit si pentru a ne apropia mai rapid de obiectul acestui curs : relativiatea generala.
Oricum trebuie sd subliniem ideea de baza a acestui paragraf : orice constructie (de
maarimi sau obiecte geometrice) pe varietati trebie facuta la fel ca definitiile de mai sus
: vom folosi imaginea in modelul varietétii (R™ la varietatea n-dimensionald) a marimii
sau obiectului pentru a-l defini si a-i ataga diferite proprietati.

Cititorii pot gasi (pentru a completa notiunile de geometrie diferentiala) suficiente
informatii in orice curs bun de geometrie diferentiala (citeva le-am indicat i noi in bib-
liografia de la sfirgitul acestui curs). Este chiar recomandabild aceastd intreprindere in
vederea intelegerii aprofundate a elementelor de teoria relativitatii generale care urmeaza.



