Capitolul 6

Cimpul electromagnetic al
particulelor in miscare

In paragrafele ce urmeaza vom aborda o aplicatie a rezultatelor obtinute in capitolul prece-
dent pentru cazul cimpului electromagnetic, avind ca sursa o sarcina punctiforma mobila.
Vom trata aceasta problema in cazul general spre deosebire de paragraful 3.11 cind parti-
cula avea numai migcare uniforma. Desigur ca rezultatele din 3.11 vor fi obtinute aici ca un
caz particular. Vom aborda apoi gi problema caracteristicilor radiatiei electromagnetice
emise de particulele incircate in miscare in vederea unor aplicatii practice (de exemplu
in teoria gi proiectarea acceleratoarelor de particule).

In principiu, in cazul cimpului electromagnetic, ecuatiile sint (dupa cum am precizat
mai sus) cite o ecuatie de tip Klein-Gordon pentru fiecare componenta a cimpului, adica,
pentru m = 0 in loc de ¢ avem A’ si in loc de p avem 3¢, adici :

O¢p=p sau OA' =5

Solutiile acestor ecuatii sint deci de tipul (5.36), adicd :

L reesleree)
A(r,t):E/ o dt'd* =
_ i/]z (F”t_ |F70F")d3—l — i/ []Z(F”tl)]retd?)f'
A |7 — | 47 | 7— 7 |

unde prin | |, am semnificat faptul ca marimea dintre cele doud paranteze drepte este
= —y R

|7—7| R
c c’

evaluatd la timpul retardat t' =t —
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6.1 Potentialele Lienard-Wiechert

Vom considera situatia fizica din figura alaturata, in care domeniul de integrare din for-
mulele de mai sus este V in care existd sursa j° (de vector de pozitie 7 - punctul curent
M) si vom calcula cimpul in punctul P (vector de pozitie 7).

In principiu putem proceda in cele ce urmeazi si direct din relatiile de mai sus efectuind
calculele necesare. Noi insd vom prefera si lucram (va fi si mult mai simplu) cuadridi-
mensional, folosind forma manifest covarianta a rezultatelor de mai sus, adica varianta
4-dimensionald a relatiei (5.20) :

Ail(z) = / 7 (z)G(x — o) d*e’ (6.1)
unde z = (ct,7) siz’ = (ct', 7). G(z—2z') este functia Green retardatd pentru cimpul elec-

tromagnetic din relatia (5.35) pe care insd o vom transcrie in forma covarianta, cuadridi-
mensionald. Vom proceda astfel : revenim la formula (5.25) combinata cu (5.35) si avem

1 1 0@t —t — =1
G — 7 :—G t—tl P — = ¢ =
ret(¥ = @) c ( T T) 4dre | 7— 7 |

de unde, folosind proprietétile functilor ”delta” i ”treapta” (vezi relatiile folosite pentru
deducerea, in ultima faza a formulei (5.34) - scriind ca 6(¢t — ¢’ — @) =0t —t)i(t—
v =)

’ 1

= m@(xo —25)0(xo — xy — R) (6.2)
(zo = ct, z{, = ct’). Formula de mai sus ne arati ca intotdeauna timpul sursei xj este in
avans fata de timpul zy al punctului de observatie. In continuare, pentru a pune final-
mente functia Green retardata de mai sus in forma manifest covariantd (adica argumentul
functiei "delta” sa fie de tipul (z — z') vom folosi urmatoarele identitati :

Gret(x - xl)

5{te 2] = 5[tz P 1 77 1] =
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1
6 [(xo — 2y — R)(z9 — 2y + R)] = 3R [6(zg — zy — R) + 6(zo — x5 + R)]
Deoarece O(xy — zj) selecteazd intotdeauna numai un termen din paranteza de mai sus
(mai precis primul) putem scrie :

Gra(w — o) = —O(zo — 2)0 (& — 2')?] (6.3)
2m
Pentru a aborda problema cimpului produs de o sarcina punctiforma e, mobila avind
pozitia, Intr-un anumit sistem de referinta inertial datd de vectorul de pozitie 7(t) si
avind cuadrivectorul de pozitie notat (in mod convenabil) cu 7(7) cu componentele 7¢ =
(7o, 7(t)), vom scrie cuadricurentul corespunzator (vezi formula 3.49) ca :

Jj'(z) = e/dTUi(T)54 [z —7(7)] (6.4)

unde integrarea se face in lungul liniei de univers a particulei gi v este cuadriviteza ei (cu
componentele ca in formula 3.26).
Introducind functia Green din (6.3) si curentul din (6.4) in expresia potentialului (6.1)

| Al(z) = % / drv' (1) (zo — 1o (7)) [(x — 7(7))’] (6.5)

dupd integrarea pe volum (dup# d*z’) care a transformat pe z’ in r(7) si pe zf in 7o(7) -
vezi argumentul lui *. Integrala rimasi asupra timpului propriu di o contributie numai
in punctul 7 = 7y definit de conditia conului de lumina si de conditia de retardare, adica
(vezi si figura aldturata) :

xo > 1o(7)
Ve Lo 60

Functia Green este diferita de zero numai in zona inferioara a conului luminos al punc-
tului de observatie. Linia de univers a particulei, r(7) intersecteaza conul luminos doar in
doud puncte, unul anterior i altul posterior lui zy. Punctul anterior, (1) este singura
parte a traiectoriei care contribuie la cimpul din Z. Pentru calculul final al potentialului
vom tine cont de urmatoarea proprietate a functiei ”delta” :

R

? dz
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unde f(z) = 0 in punctele z;, adicd x; sunt ”zerourile” lui f(x). In plus, avem dupi
calcule elementare :

i o] == onle

Cu acestea 4-potentialele din (6.5) devin :

Ai(z) = % / drv' (1O (24 —7«0(7))% adici
Ay =&V (6.7)

N Evk[aﬁ —r(7)]

unde [z — r(79)]> = 0. Acestea sint potentialele Lienard-Wiechert. Ele se pot scrie
intr-o forma necovarianta, dar mai familiara daca introducem urmatoarele notatii :

R=|%Z—7(1,) |=x0 —ro(10) ; z—1(r)=(R,R-7)

profitind de faptul c& [z — 7(7)]> = 0 si observind c& integrarea din (6.5) transformi
x' — r(7) adica 7 — 7(7); in plus 7 este versorul directiei ¥ — 7(7). Atunci avem :

v, 2
Vg[T — T(T)]k =7vR — VE”R =YR(1 - B - 1)

unde § = #(7)/c si v = 1/4/1 — v2/c®. Acestea introduse in relatia (6.7) avem, pentru
potentialele Lienard-Wiechert expresiile :

B71) = - lﬁ] ) (6.8)
A o) = i LR(lﬁ— gﬁ)Lt - % M%%} ret .

unde 74(79) = z9 — R.

6.2 Calculul cimpului electromagnetic

In cele ce urmeazi vom calcula cimpurile F,;(z) din potentialele Lienard-Wiechert de mai
sus. pentru aceasta ne vom intoarce la integrala dupa 7 din formula (6.5). Evident vom
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folosi relatia intre tensorul cimp electromagentic si potentiale F¥ = §7A" — 9°A7. Vom
calcula separat 07 A® adica :

fvzé%/dm%ﬂeuo—m@wmaﬁx—rﬁ»ﬂ (6.10)

deoarece termenul cu integrala in care avem 8’0 (xg — 79(7)) = §(xo — 70(7)) 1l eliminim
intru-cit el nu este diferit de zero decit in punctul unde e particula (adicd pentru R =0 =

xo — 1o(T))-
Calculdm acum, separat 0’6 [(x — r(r))Q] adicd (notind cu f = (z —r(7))?) :
: . dr db
05 (z — r(n)?] = alf] = olr)- 09 —oip - S 2L
Dar df /dr s-a calculat mai sus iar :
Ff=..=20a" - 2r(1)6" = 2(x — (1))’ deci

j 2 z—r(r)  di[(x—r(r))?
aw@—mm]:_émhgzﬂk[(w(n]

si obtinem :

_% /dTyi(T)@(xo - ro(r))vk ((f)[;:TZ)();)]k dé [(z ;TT(T))Q]

Dar folosim urmatoarele proprietati ale derivatei distributiilor :

/f(x)%é(x — zo)dr = — / %f(xﬁ(x — zo)dr = — (%) -

si deci expresia de mai sus devine :

5 AP — %/dr% lv;(:()(x - T(T))j] O (o — ro(7))5 [(m _ r(7))2]

x —r(T))k

unde diferentierea functiei ”©” nu da contributie (decit in punctele unde se afla particula
- vezi mai sus). Formula de mai sus este similard ecuatiei (6.5) cu deosebirea cd u’(7) este
inlocuit cu termenul derivat % [ ]. De aceea integrarea dupa 7 da contributie numai in

punctul [z — 7(7)]* = 0 cu 2 > ro(7) si deci :
e [ [ o S
o =g farg [ vele — r(7)* ]@( T =y

e 1 gwwﬂ@ﬁvw]

Evk(a: —r(1))edr | vi(z —r(r))k
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Cu acestea obtinem, in final :

e d [v'(7)(z — (7)) — v/ (7)(x — (7))’

B = @ =) dr oe(z — (7))

(6.11)

ret

In general se folosesc cimpurile E si B in functie de viteza sarcinii gi acceleratia sa intr-un
anumit referential. Acestea se pot obtine din calculul componentelor lui % din formula
de mai sus, care insa trebuie calculata in continuare. Vom folosi urmatoarele rezultate
pentru derivatele componentelor cuadriveitezei (folosind si notatiile introduse mai sus) :

i _— d_vi_zi LAY
(x_T(T)) _(R,Rn) ) dr - Cdt(,}/”}/ﬁ) . dt =7 @

W =L (5438488 + 1)
i @ re)] == v @O

Astfel avem expresia finala a tensorului cimp-electromagnetic :

ij - | & 1 x
i _Lﬂw@—dﬂw3

{P%hﬂmr+@—mﬂy%§—@—rvw%ﬂvﬂx—mﬂﬁ—
[@—r@»%ﬂ-@—rﬁ»%ﬂ(%%@—rﬁnh—g}kd(an)

Din aceasta relatie putem ”culege” componentele vectorilor E si B (vezi formula (2.11),
de exemplu F% = FE?%) si avem dupi citeva calcule elementare i utilizarea notatiilor
vectoriale de mai sus

(=B - )
R2(1 - Bi)?

(6.13)

ret

Analog se poate ardta ca : . .
B(#,1) =[x E] (6.14)
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Se poate observa, ca relatiile de mai sus se pot descompune in mod natural in doud
parti : cimpul de ”viteze” (independent de acceleratia ,5) si cimpul de ”acceleratii” care
depinde liniar de 5 Cimpurile de viteze sint cimpuri statice, care se anuleaza la
infinit ca i 1/R?, in timp ce mmpul de accelerat;u sint cimpuri tipice de radiatie, fiind

perpendiculare pe vectorul R s variaza cu 1/R. In paragrafele urmatoare vom studia mai
in amanuntime radiatia sarcinilor in miscare folosind aceste rezultate.

6.3 Puterea totala radiata de o sarcina accelerata -
Formula Larmor

Daci o particuld incircatd (cu sarcina ¢) in miscare acceleratd este observatd dintr-un
sistem de referinta inertial in care viteza particulei este mica (in raport cu viteza luminii in
vid) atunci in acest sistem de referintd cimpul de acceleratii din formula (6.14) se reduce
la

< _ q |7ix (i xfB)
E, = 6.15
e R . ( )
Atunci fluxul energiei radiate este dat de vectorul Poynting :
S=cExB=c|E, |’ (6.16)
Aceasta Inseamna ca puterea totala radiata pe unitatea de unghi solid este :
dP ¢ . L =
dQ—c|REa |>= 7TC|n><(n><ﬁ) 2 (6.17)

Daca notam cu © unghiul dintre acceleratia 7 si 77 atunci puterea totala radiata este ;

apP 2
0= 4103 ?sin’© (6.18)

Se recunoaste mai sus caracteristica de tip “sin® ©” in dependenta unghiulard, un rezultat
cunoscut. Sa mai notam din (6.15) c& radiatia este polarizata in planul continind ¥ §i 7.
Puterea totald instantanee radiatd se obtine integrind (6.18) dupd unghiul solid si avem

2 ¢?0?

Aceasta este binecunoscuta formula a lui Larmor pentru o particula nerelativista incarcata
si accelerata.
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Formula Larmor de mai sus se poate generaliza pentru o particula relativista folosind
argumente privitoare la covarianta Lorentz pentru a obtine o relatie valabila pentru orice
viteze. Pentru a realiza acest deziderat vom observa mai intii ca P se transforma ca gi
componenta temporald a cuadrivectorului densitate de forta f* - vezi formula (3.43) si
deci relatia de mai sus o vom scrie in mod convenabil ca

2 ¢ (dp dp
P=——-|— -— 6.20
3m?2c3 (dt dt (620)
unde m e masa gi p'impulsul particulei. Generalizarea Lorentz invarianta a acestei formule
va fi: ) o
2 q pi dp*
pP=- —_—— 6.21
3m2c <d7’ dr ( )

unde p’ este cuadriimpulsul particulei si d7 timpul propriu. Verificarea faptului ci relatia
de mai sus se reduce la cea din (6.20) la limita nerelativistd 8 — 0 se face prin evaluarea

produsului scalar, adica
dp;dpi 1 (dE\> [(dp
T =) (= .22
dr dr 2 (dT) (dT (6.22)

Daca relatia (6.21) este exprimata in functie de viteza si acceleratia particulei si folosind
cd E = ymc?® §i f = ymd se obtine formula lui Lienard (1898)
2 ¢?
P= 3c 7

Un domeniu de aplicare al acestor rezultate este in tehnica acceleratoarelor de par-
ticule. Pierderile de energie prin radiatie constituie un factor de limitare al energiei
maxime obtinuta intr-un accelerator. Pentru o anumitd forta aplicata (adicd o anumita
ratd de variatie a impulsului) puterea radiatd (6.21) depinde de inversul patratului masei
particulei. Deci aceste pierderi prin radiatie sint mai mari pentru electroni, de exemplu
decit fatd de particulele mai masive (protoni, ioni, etc.). Vom restringe discutia, in cele
ce urmeaza la electroni (¢ = e).

Intr-un accelerator liniar migcarea este unidimensionald. Atunci din (6.22) so (6.21)
este evident ca puterea radiata este :

2 €2 [dp 2

Rata variatiei impulsului va fi egala cu variatia energiei pe unitatea de distanta adica

avem : )
2 ¢ dFE

B — (B x 5)2] (6.23)
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aratind ca pentru miscarea liniara puterea radiata depinde doar de fortele externe care
determina variatia energiei particulei cu distanta si nu de valoarea energiei si impulsului
particulei. Atunci proportia energiei radiate de particula din cauza surselor externe este :

P _2 ¢ 1dE_ 2(c¢/mc)dE
(dE/dt)  3m2c3vdr 3 me: dx

(6.26)

unde ultima parte este valabild pentru particule relativiste (8 — 1). Ecuatia de mai sus
aratd cd pierderea de energie va fi neimportant atit timp cit energia va fi de ordinul mc? =
0,511MeV pe o distantd e*>/mc? = 2,82 - 107 3cm sau de ordinul a 2 - 10"*MeV /metru.
Variatiile de energie tipice sint mai mici de ordinul a 10MeV pe metru. In cazul accelera-
toarelor liniare pierderile de energie prin radiatie sint deci neglijabile.

Situatia este complet diferita in acceleratoarele circulare cum ar fi sincrotronul sau
betatronul. In astfel de masini impulsul p variaza rapid cu directia din cauza miscarii
de rotatie a particulei dar variatia energiei intr-o revolutie completa este mica. Aceasta

inseamna ca : . L dE

p —

—| = >> —— 6.27
2| =7 | 7| e (6.27)

Atunci radiatia emisa (6.21) se poate scrie aproximativ ca

2 €2
3m2¢c3

. 2¢e%c

YW | P P= 364 (6.28)
p

unde am folosit ca w = (¢8/p), p fiind raza orbitei circulare. Energia pierduta prin radiatie

pe o revolutie va fi

27p 4 €2
0FE = —LCp=_—"—_33* 6.29
" 3 pﬁ 0 (6.29)

Pentru electroni de mare energie (8 ~ 1) aceasta are valoare numerica

2 [E(BeV)”

SE(MeV) = 8,85- 10 .
p(metri)

(6.30)
Pentru un sincrotron de energie joasa tipic, p ~ lmetru, F,,,; ~ 0,3BeV. Deci dE,,,, ~
1KeV pentru o rotatie. Aceasta este mai putin dar nu neglijabila fata de valoarea energiei
primite de particula, de citiva kilovolti pe rotatie. In cele mai mari sincrotroane pentru
electroni raza orbitei este de ordinul a cel putin 10 metri si energia maxima de 5 BeV.
Atunci pierderea prin radiatie este de &~ 5,5MeV pentru o rotatie. Deoarece este foarte
dificil de produs putere in radiofrecventa la o valoare suficient de ridicata pentru a creste
energia electronilor peste valoarea aceasta, rezulta ca 5 — 10BeV este valoarea limita a
energiei maxime a elecronilor in acceleratoarele circulare.
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Puterea radiata in acceleratoarele circulare se poate exprima numeric ca :

6
P (Wag) = 2 SE (MeV)

27 p (metri) T (A) (6:31)

unde J este curentul corespunzator fasciculului. Aceasta ecuatie este valabila daca radiatia
emisa de diferitii electroni din fascicul este necoerenta. In cele mai mari sincrotroane pu-
terea radiaté este de 0,1 Wa’gi pe microamper din fascicul. Desi aceasté disipare este

paragrafele urmatoare.

6.4 Distributia unghiulara a radiatiei emise de o sar-
cina accelerata

Pentru migcarea relativista, cimpurile de acceleratie depind atit de viteza cit si de accele-
ratie, astfel incit componenta radiala a vectorului Poynting este:

e |1
47 | R?

(S - #l]er = (6.32)

ret

In aceast’ formuld apar doud efecte relativiste: unul este datorat relatiei spatiale specifice

dintre 5 si 6_', care va determina distributia unghiulara detaliata, cealalta este un efect rela-
tivist mai general, datorat transormaru de la referen§1a1u1 propriu la cel al observatorului,
si se manifestd prin factorul (1 — - ) la numitor. In cazul particulelor ultrarelativiste
acest din urma efect este cel care va domina distributia unghiulara a energiei radiate de
particula.

In (6.32) S -7 este energia radiata pe unitatea de arie in unitatea de timp, detectata
la momentul ¢, datoritd radiatiei emise de sursa la momentul ¢ = ¢ — R(t')/c. Energia
radiata in timpul ¢ = T1, t' = Ty este deci :

t=T>+[R(T2)/c] t'=T> g
W = / S - @yerddt = / (S -7yt (6.33)
t=T1+[R(T1)/c] t'=T

Se vede deci ci doar cantitatea (S - 7)(dt/dt') are sens fizic si este utili ca putere radiati
pe unitatea de arie in timpul particulei. Atunci definim puterea radiata pe unitatea de
unghi solid ca:
dP(t")
d§)

)j: — R2§ .71 - §- ) (6.34)

= R*(S -
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Pentru acceleratii de scurtd durata (atunci cind 5 si E sint aproximativ constanti in
directie i marime), observind radiatia de la distanta apreciabila, relatiile (6.32) si (6.34)
ne furnizeaza:

dP(t') _ & | x (@ #)ﬂx s (6.35)

dQ 4rx (1-7-p)°

Cel mai simplu exemplu este cind directia celor doi vectori, ,6_" si ,6_" este paralela adica
migcarea este liniard. Dacd unghiul de observare fata de § este # atunci (6.35) se reduce
la:
dP(t' e21? s1n20
(t) = (6.36)
d§) 4me? (1 — Beosh)®

Pentru § < 1 acesta este rezultatul Larmor (6.18). Daca insa 5 — 1, distributia unghiu-
lara prezinta un maxim foarte pronuntat (ca in figura aliturata) pentru:

Oraz = cOs™" l%(\/l + 1582 — 1)] - 2i (6.37)

v

Distributia unghiulara a radiatier uner particule incarcate in directia sa de mu,
Scare

unde ultima parte este limita pentru 5 — 1. In aceagi limita intensitatea maximului e
proportionald cu v®. Chiar pentru 8 = 0, 5 corespunzitor electronilor cu energia cinetica
de ~ 80 KeV, 0,,,, = 38,2° Pentru particule relativiste unghiul # este foarte mic fiind
de ordinul raportului dintre energia de repaus a particulei si energia sa totala. Astfel
distributia unghiulara a energiei se restringe la un con foarte ingust in jurul directiei de
migcare. Pentru acest caz (6.37) devine :
N 8€M? g 1 4~%0% cos® @
7S e R BTN l (1+7292)2]

(6.38)
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Distributia unghiulard a radiatiei unei particule relativiste. Mazximele apar pentru
78 =1/2

Unghiul patratic mediu de emisie a radiatiei in limita relativista este (vezi si figura de
mai sus) :

1 mc?
2)s = — = — 6.39
o) = =" (6:39)
Puterea totald radiatd, obtinutd prin integrarea expresiei (6.36) este:
2 e20?
P(t)==—+° 6.40
) =2 (6.40)

In cazul in care particula este intr-o miscare circulara cu acceleratia 8 perpendiculara pe
viteza [ formula (6.35) devine

(6.41)

dP(t") e’ 1 _ sin’f cos’¢
dQ  4me® (1 — 8 cos 6)3 v2(1 — S cos 0)?

unde 6 si ¢ sint coordonatele unghiulare polare definind directia de observare, 5 fiind pe
directia Oz si 3 pe directia Ox a ssitemului de referinta. Degi deferita ca formula, carac-
teristica unghiulara a energiei radiate in acest caz este similara, in ce priveste agezarea
valorilor maxime cu cea din cazul liniar. Pentru 8 >> 1 avem aproximativ

dP(t") N 2e%0? 1

~ 6.42
Q1 @ 1+ 262)p (6.42)

4+%0?% cos?¢
T+

Calcule similare celor de mai sus ne arata ca puterea totala radiata este in acest caz

2 e2p?
Pt)==——>~* 6.43
(t)=5—57 (6.43)
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Este interesant de comparat acest rezultat obtinut in cazul in care ,5’ si E sunt perpen-
diculare cu cazul de mai sus cind ele au fost paralele pentru aceeagi magnitudine a fortei
aplicate electronilor. Pentru migcarea circulard marimea ratei de variatie a impulsului
(egal cu forta aplicata) este ym#. Deci (6.43) se poate scrie

2 €2 dp\”
Pcircular (tl) ° '72 <_p> (644)

- 3 m2c3 dt

obtinut deci in cazul in care § si § sunt perpendiculare. Comparind cu cazul anterior
gasim c& in cazul radiatiei emise cu o acceleratie transversald aceasta este de 2 ori mai
mare decit in cazul acceleratiei paralele.

6.5 Radiatia emisa de o sarcina aflata intr-o miscare
ultrarelativista

Pentru o particula aflata intr-o miscare ultrarelativista radiatia emisa poate fi privita ca
o suprapunere coerenta a a contributiilor provenite de la componentele parelele respectiv
perpendiculare pe acceleratie ale vitezei. Dar dupa cum am vazut anterior ca pentru
forte paralele si perpendiculare comparabile, radiatia provenita de la componenta paralela
este neglijabila fata de cea provenita de la componenta perpendiculara, si deci radiatia
particulei aflate in migcare ultrarelativista poate fi aproximata cu cea a unei particule ce
se migca pe o traiectorie circulara avind raza de curbura:

p= v (6.45)
Vi V1
unde v, este componenta perpendiculara a acceleratiei. Forma distributiei unghiulare a
puterii este de forma din relatiile (6.41) sau (6.42). Corespunde unui con sau unui fascicul
de radiatiei ingust in lungul vitezei sarcinii.

Pentru un observator echipat cu un detector sensibil gi in frecventa restringerea ariei
radiatiei provenite de la particula la un con ingust paralel cu viteza particulei are consecinte
importante. Radiatia va fi ”vizibila” doar atunci cind viteza particulei este indreptata
spre observator. Pentru o particula aflata intr-o migcare arbitrara observatorul va detecta
o serie de pulsuri de radiatii, fiecare puls fiind de durata (vezi figura de mai jos) :

1
cy

At ~
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in sistemul propriu al sarcinii. Tinind cont de relatia de transformare relativista dintre
sistemul propriu si cel al observatorului acesta va receptiona radiatie doar timpul :

dt
At ~ ( —AY

()
|

>—_

Pt)

Particula care radiaza “ilumineaza” detectorul pe durata At. Spectrul de frecvente
conine atunci frecvente pind la valoarea mazimd wy ~ (At)™1

unde (dt/dt'y = (k) ~ 1/92. Obtinem durata pulsului

1
At~ =P (6.46)
Y3 c
in sistemul observatorului. Aceasta durata corespunde unui spectru limitat superior de o
frecventa critica:
1 (™

SOV 6.47
We 77~ (6.47)

Ecuatia (6.47) ne arata ca o particuld relativista emite un spectru larg de frecvente, pina
la 7® ori frecventa fundamentali. Intr-un sincrotron de 200 MeV, Ymaz = 400. Atunci
we ~ 6 - 107wy. Deoarece frecventa de rotatie este wy ~ 3 - 108 Hz spectru de frecvente
emis de particule se extimde pind la ~ 2 - 10'® Hz corespunzind unei lungimi de und& de
cca 1000 angstromi adica in afara spectrului vizibil.

6.6 Distributia in frecventa si unghiuri a energiei ra-
diate de sarcinile accelerate

Argumentele calitative ale paragrafului precedent arata ca pentru miscarea relativista
energia radiata este distribuita pe un domeniu larg de frecvente. Domeniul spectrului de
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frecvente a fost estimat prin apelarea la proprietatile integralelor Fourier. Argumentul
poate fi calculat precis si estimat cantitativ prin folosirea teoremei Parseval din analiza
Fourier.

Forma generald a puterii radiate pe unitatea de unghi solid este

aP()

— , (6.48)

=|Aw[

unde

1
— C 2 —
i = (1) [rE], (6.49)
cu E cimpul electric (6.13). In (6.48) puterea instantanee este exprimati relativ la timpul
observatorului (spre deosebire de definitia din paragrafele anterioare), deoarece dorim sa
analizam spectrul de frecvente in functie de frecventele observatorului. Pentru precizare,
ne referim la acceleratia ce apare intr-un interval finit de timp, sau cel putin care sa scada
la zero pentru trecutul si viitorul indepartat, astfel ca energia totala radiata, este finita.
Mai mult punctul de observatie este considerat suficient de indepartat de sarcina pentru
ca regiunea spatiala parcursa de sarcina in timpul accelerarii sa subintinda un element de
unghi solid mic in punctul de observatie.
Energia totala radiata pe unitatea de timp este integrala expresiei (6.48);

d_Ig/: / A at. (6.50)

Aceasta poate fi exprimata ca gi o integrala pe spectrul de frecven@e prin folosirea trans-
formatelor Fourier. Introducem transformata Fourier A(w) a lui A(t),

1 7o
- 75 / A(t)e“tdt (6.51)
si inversul ei
1 7 -
=70 / Aw)e ™t duw. (6.52)

Atunci (6.50) poate fi scrisad

o o

1 7 .
@r / dt / dw / de’ A* (') Aw) el —t (6.53)

27r
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Interschimbind ordinea integrarii in timp gi dupa frecvente, vedem ca integrala temporala
este tocmai o reprezentare Fourier a functjiei delta §(w'—w) . Prin urmare, energia radiata
pe unitatea de unghi solid devine

o0

‘Q—W: / A dw (6.54)

o

Egalitatea expresiilor (6.54) si (6.50), cu restrictii matematice asupra functiei A(t), este
un caz special al teoremei Parseval. Se obignuiegte sa se integreze numai dupa frecventele
pozitive, deoarece semnul frecventei nu are semnificatie fizica. Atunci relatia

AW _ [ I, 7)
Q) " dwd ™

—0oQ

(6.55)

definegte o cantitate care este energia in unitatea de unghi solid gi pe unitatea de interval
de frecvente

dQI - 2 - 2
e = Aw)| + |A(-w)| (6.56)
Dacil vecA(t) este real, din (6.52) este evident ci A(—w) = A*(w) . Atunci
d’I -
2|A(w)|. (6.57)

dwdQ

Acest rezultat leaga cantitativ comportarea puterii radiate ca functie de timp de spectrul
de frecvente al energiei radiate.

Folosind (6.13) pentru cimpul electric al sarcinii accelerate, putem obtine o expresie
generala pentru energia radiata in unitatea de unghi solid §i pe unitatea de de interval
de frecvente in functie de o integrala dupa traiectoria particulei. Trebuie sa calculam
transformata Fourier (6.51) a lui A(t) datd de (6.49). Folosind (6.13) obtinem

Aw) = (;%)_Z gt ﬁx([l(ﬁ_igj ) dt, (6.58)

ret

unde "ret” inseamn3 evaluat la ¢ = ' + [%ﬂ)]

Schimbam variabila de integrare de la ¢ la ¢’ gi obtinem astfel rezultatul

Aw) = (if 706(“[”%')]) fi 1(’7 —B)x i dt', (6.59)

—00
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Deoarece se considera ca punctul de observatie este departe de regiunea spatiala unde
are loc acceleratia, versorul 7i este constant in timp. In plus, distanta R(t') poate fi

aproximata ca
Rt~z —1m-7(t), (6.60)

unde z este distanta de la originea O in punctul de observatie P, iar 7(t') este pozitia
particulei fatd de O. Atunci (6.59) devine, pina la un factor de faza

o (N T gy x [ - B)x B
Aw) = (@) Zo eliw(t=722)] Th S Ed (6.61)

Pentru conciziune au fost omise apostrofurile de la variabila temporala. Energia radiata
in unitatea de unghi solid gi pe unitatea de interval de frecvente (6.57) este deci

. 2
d’I ez | T iw(1— FFO T X [(ﬁ—ﬁ)x E]
dwd) ~ 4n? Zo el (=) Y dt| . (6.62)

Pentru o miscare specificatd 7(t) este cunoscut, 5(t) si 3 (t) pot fi calculati iar integrala
poate fi evaluata ca functie de w gi directia lui 7. Daca este implicata miscarea accelerata
a mai multor sarcini, amplitudinea din (6.62) trebuie inlocuitd printr-o suma coerenta de
amplitudini /fk(w), cite una pentru fiecare sarcina.

Desi (6.61) are meritul cd intervalul de timp al integrarii este aradtat explicit a fi
limitat la momentele la care acceleratia este diferita de zero, poate fi obtinuta o expresie
mai simpld pentru unele scopuri, printr-o integrare prin parti in (6.61). Este usor de
demonstrat ci integrandul din (6.61) este, dacd excludem exponentiala, o diferentiala
exacta :

(1— Bii)>2 dt | 1-8i | '
O integrare prin parti conduce la distributia intensitatii :
2
d*I | T . . = [iwo(t—222)]
== U it % (7t x B)e =t (6.64)

Cititorul se poate intreba imediat daca, (6.64) este corectd in toate situatiile sub forma
aceasta. Se presupune ca acceleratia este diferita de zero numai pentru 7; <t < T5. De
ce s-a integrat in (6.64) pe intregul timp? R&spunsul exact este acela cd se poate arita,
prin adaugare gi scadere a integralelor pe intervale de timp in care viteza este constanta,
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cd (6.64) rezultd direct din (6.62) dacd sunt eliminate ambiguitatile la ¢ = +oo prin
introducerea unui factor de convergenti e = in integrand si prin luarea limitei & — 0
dupa evaluarea integralei. In procese cum ar fi dezintegrarea beta, unde descrierea clasica
implica o oprire sau o demarare aproape instantanee a sarcinilor, trebuie avuta grija
speciala pentru a specifica fiecare viteza a particulei ca functie de timp.

Ar trebui observat ca in (6.64) si (6.62) polarizarea radiatiei emise este specificata de
directia integralei vectoriale. Intensitatea radiatiei cu o polarizare oarecare fixata poate
fi obtinuta prin luarea produsului scalar al versorului corespunzator al polarizarii, cu
integrala vectoriala inainte de formarea patratului modulului.

Pentru un numadr de sarcini e; in migcare acceleratd, in integrandul (6.64) se face
inlocuirea

6,66( tw /et 7( _) Z ejﬁj —iw/chi-T(t)) (665)

La limita unei distributii continue de sarcini in misgcare, suma dupa j devine o integrala
asupra densitatii de curent J(Z, 1) :

L 1 - o
eﬁe(fzw/cnr(t)) — E/d3xj(l‘." t)e(fzw/cmv) (666)

Atunci distributia de intensitate devine

d2I _ w?
dwdQ — An2¢?

/ dt / it x [ x J(7 1)l (6.67)

un rezultat care poate fi obtinut din solutia directa a ecuatiei neomogene a undelor pentru
potentialul vector.

De un interes anume este radiatia unui moment magnetic in m1§care Reamlntlm ca o
densitate de magnetizare M(Z,t) este echivalenti cu un curent Jy, = ¢V x M. In (6.67)
poate fi substituit acest curent, dar exista o alta contributie. O magnetizare in migcare
are o polarizare electrica asociata. Din ecuatia Ampere-Maxwell este evident cad curentul
sursa efectiv pentru un moment magnetic in miscare este deci

opP

j‘M:CVX.A;l“Fa,

(6.68)
unde P este densitatea de polarizare electrici asociati. Inlocuirea in (6.67) si integrarea
prin parti da

2

o /dt/d3xn x [M + 1 x Blel(=" )" (6.69)

dwdQ 47r c2
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Pentru un moment magnetic punctiform fi(t) in punctul 7(¢), magnetizarea este
M(Z,t) = Z(t)8]T — F(t)]. (6.70)

O particula ce are in referentialul propriu K’ numai un moment magnetic, va apare in
referentialul K, unde viteza sa este ¢, ca avind un moment magnetic §i un moment
magnetic dipolar

7= B (6.71)

unde /i este momentul magnetic observat in K. Densitatea de polarizare electrica in (6.69)
este data deci de

—

P(#,t) = B(t) x i(t)3[& — 7(t)] (6.72)
Se obtine astfel energia radiata de un moment magnetic in unitatea de unghi solid gi pe
unitatea de interval de frecvente ca
r Wt
dwd)  4m2c?

o ) A7) |2
/ﬁﬁxm+ﬁaﬁxmkww-cﬁ, (6.73)

Observim c& existd o diferentd de un factor w? intre intensitatea radiati de un dipol
magnetic i o sarcina accelerata, in afara dependentei de frecventa a integralelor.
Formulele generale elaborate in acest paragraf, mai ales (6.62) si (6.64), vor fi aplicate
la diferite probleme implicind emisia de radiatie. Formula momentului magnetic (6.71)
va fi aplicata la problema radiatiei emise in captura de catre nucleu a electronului orbital.

6.7 Spectrul de frecvente al radiatiei emise de o par-
ticula relativista incarcata in miscare circulara

In paragrafele anterioare am vazut ca radiatia emisa de o particula relativista supusa la
accelerari arbitrare, este echivalenta cu cea emisa de o particula care se misca instantaneu
cu o viteza constanta, pe o traiectorie circulara corespunzatoare. Radiatia este concentrata
intr-un con ingust pe directia vitezei gi este receptionata de observator ca un puls scurt
de radiatie.

Pentru a obtine distributia dupa frecvente gi unghiuri a energiei este necesar sa se
calculeze integrala din (6.64). Deoarece durata pulsului este foarte scurtd, este necesar si
se cunoasca viteza 5 §i pozitia 7(t) numai pe un arc mic al traiectoriei, a carui tangenta
este indreptata in directia generala a punctului de observatie. Segmentul de traiectorie se
afla in planul x — y, avind raza instantanee de curbura p .

Deoarece va fi luata integrala pe traiectorie, versorul 7 poate fi luat, fara a pierde
generalitatea, in planul z — y, facind un unghi # cu axa Oz. Va exista o intensitate
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apreciabila de radiatie numai pentru € foarte mici. Originea timpului este astfel aleasa
incit pentru ¢ = 0 particula se afla in originea coordonatelor.
Partea vectoriala a integrandului din (6.64) poate fi scrisa

ix(@xpf) =4 l—s‘“ sin(%) +é&L cos(%) sin(ﬂ)] , (6.74)

unde &) = & este un versor in directia y, care corespunde polarizdrii in planul orbitei;
€]| = 7 X &, este vectorul ortogonal de polarizare, care corespunde polarizarii aproximative
perpendiculare pe planul orbitei (pentru # mic). Argumentul exponentialei este

w (t _ ﬁ@) — [t —Pgin <%) cos(O)] | (6.75)

Cc

Deoarece ne referim numai la unghiuri mici # §i la intervale de timp comparativ scurte in
jurul lui t=0, putem dezvolta ambele functii trigonometrice din (6.75) pentru a obtine

_AN L@ (L)L Cp
w(t p >N2[<72+0>t+3p2t , (6.76)

unde 5 a fost luat egal cu unitatea pretutindeni unde a fost posibil. Folosind estimarea
temporala % pentru t si estimarea < 62 >1/2 (6.39) pentru 6, se vede usgor cd termeni
neglijati in (6.76) sunt de ordinul v 2 inmultit cu cei retinuti.

Cu acelasi tip de aproximatii in (6.74) ca si cele care au condus la (6.76), distributia
de energie radiata (6.64) poate fi scrisa

’I  ew?
dwdQ ~— 4r2?

&4y (@) + EL41 ()| (6.77)

unde amplitudinile sunt

1,92 343 (678)
(&+07)er ]}dt

1/2
Schimbarea de variabila z = [% (7% + 92) / ] si introducerea parametrului &,

2 3/2
&= [4;20 (% + 02) ] (6-79)
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permite transformarea integralelor A(w) si A (w) in forma :

Aw) = (% +67) [ o elBelriNag,
R A (6.80)
ALw) =20 (F+0) " T elbelrilan,

—0o0

Integralele din (6.80) sunt identificabile ca integrale Airly, sau ca functii Bessel modificate

¢ 16+ 7)o = e
cos [ £ ($—|— 2T )] dx = le/s(f)

Prin urmare, energia radiata pe unitatea de interval de frecvente si in unitatea de unghi
solid este

f
0 (6.81)
J
0

d21 2 1 2 62
JodQ 46? (wp)? (@ + 92) lK2/3(f) 1 K1/3(f)] (6.82)

Primul termen din paranteza dreapta corespunde radiatiei polarlzate in planul orbitei, iar
cel de-al doilea radiatiei polarizate perpendicular pe acel plan.

Trecem acum la examinarea acestui rezultat oarecum complicat. Integrind mai intii
dupa toate frecventele gi obtinem ca distributia unghiulara a energiei este

(6.83)

ar T 21, 7 1 [ 5 62
<~ —
a2 = J dwd™ T 16 p (2 +2)’ 7L +0

Aceasta este comportarea caracteristica aratata in paragrafele anterioare. Ecuatia (6.83)
poate fi obtinuta direct prin integrarea dupa toate momentele de timp a unei generalizari
a formulei puterii (6.41) in miscarea circulard. Ca si in (6.82), primul termen din (6.83)
corespunde polarizarii paralele cu planul orbital, iar cea de-a doua polarizarii perpendi-
culare. Integrind dupa toate unghiurile, obtinem ca este radiata o energie cu polarizarea
paralela de sapte ori mai mare decit cu polarizarea perpendiculara. Radiatia unei sarcini
care se misgca relativist este puternic, dar nu complet polarizata in planul misgcarii.
Proprietatile functiilor Bessel modificate arata ca intensitatea radiatiei este neglijabila
pentru £ > 1. Din (6.79) vedem ca aceasta are loc la unghiuri mari; cu cit este mai mare
frecventa cu atit este mai mic unghiul critic, in afara caruia radiatia va fi neglijabila.
Aceasta arata ca in mare masura radiatia este concentrata in planul ce contine migcarea,
asa cum e aratat de (6.83) fiind cu atit mai mult concentrata cu cit este mai mare frecventa
relativa la % . Daca w devine prea mare vedem ca & va fi mare pentru toate unghiurile.
Atunci, la acea frecventa, energia radiata va fi neglijabild. Frecventa criticd wy deasupra
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careia radiatia va fi neglijabila la orice unghi, poate fi definita prin & = 1 pentru € = 0.
Obtinem atunci \
c E c
:33_:3< _)_ 6.84
Wo Y (/)) me? p ( )

Se vede ca aceasta frecventa criticd concorda cu estimirile calitative (6.47). Dacd migcarea

sarcinii este intr-adevar circulara, atunci % este frecventa fundamentala de rotatie wy.

Atunci putem defini o frecventa armonica critica w, = n.wy, cu numéarul armonic

ne =3 (£)3 . (6.85)

mc?

Deoarece pentru v > 1 radiatia este emisa predominant in planul orbitei, este instructiv
sa evaluam distributia unghiulard (6.82) la § = 0. Pentru frecvente mult sub frecventa

criticd (w < w,), obtinem
2 [1(2)12 73\ /3 2/3
me—l (3)] (-) (%) . (6.86)
o C L T 4 c

La limita opusa w > w, rezultatul este

d*I
dwdS

d*I
dwdS2

~ 282 Y pan(—2 Yy, .
7 zp( ) (6.87)

=0

Aceste forme aratd ci la @ = 0 spectrul creste cu frecventa aproximativi ca w?? (sub
frecventa criticd), atinge un maxim in vecindtatea lui w, si apoi scade exponential in zero
deasupra acelei frecvente.

Impristierea unghiulara la o frecventa fixa poate fi exprimata prin determinarea un-
ghiului 6, la care £(6,) ~ £(0) + 1. In domeniul frecventelor mici (w < we), £(0) este
foarte mic, astfel ca £(0.) ~ 1. Aceasta da

1/3 1/3
6, ~ (ﬁ> _ 1 (“’—> (6.88)

wp vy \w

Observam ca componentele de frecventa mica sunt emise la unghiuri mult mai mari decit
cel mediu, < 62 >1/2~ 471, La limita frecventelor mari (w > w,), £(0) este mare fats de
unitatea. Atunci intensitatea scade cu unghiul aproximativ ca

d*I d*I

~ (737292w/w0)
dwdQ " dwd?| € (6.89)

=0
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Astfel, unghiul critic, definit de punctul 1/e, este

1 /w.\1! /2
0.~ — (—C) 6.90

“ 7y 8w ( )
Aceasta arata ca componentele de frecventa mare sunt cuprinse intr-un domeniu unghiu-
lar mult mai mic decit cel mediu. Figura de mai jos arata calitativ distributia unghiulara
pentru frecvente mici, de ordinul w, si mult mai mari decit w.. Este folosit unghiul unitate
natural 6.

Spectrul diferential al frecventer in functie de unghi. Pentru frecvente comparabile cu
frecventa criticd w. radiatia este concentratd la unghiuri de ordinul v~'. Pentru
frecvente mult mai mici (mari) imprastierea unghiulard este mai mare (mica)

Distributia de frecvente a energiei totale emise la trecerea particulei poate fi obtinuta prin
integrarea expresiei (6.82) dupd unghiuri :

w/2 00
dI 21 L1
—=om //2 g cos 0df "/ o (6.91)

(reamintiti-va ci € este latitudinea). Putem estima integrala pentru domeniul frecvente-
lor mici prin utilizarea valorii distributiei unghiulare (6.86) la # = 0 i la unghiul critic 6,
(6.88). Obtinem atunci expresia

dl d?I

62 wp 1/3

Cc Cc

=0

care arati ci spectrul creste ca w'/? pentru w < w,. Acceasta di un spectru plat si foarte
larg la frecvente sub w.. La limita frecventelor mari, unde w > w,, putem integra (6.89)
dupa unghiuri pentru a obtine rezultatul exact

d[ 2 1/2 Cow
aw V?”f%v (f ) el ) (6.93)
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O integrare corespunzitoare a expresiei (6.82) dupa unghiuri o furnizeazi expresia,

dI 2w T
Y o3l / K 1 (2)dz. 6.94
- \/_67%2 / 5/3(x)da (6.94)

La limita w < w, aceasta se reduce la forma (6.92), cu un coeficient numeric de 3.25,

in timp ce pentru w > w, este egala cu (6.93). Comportarea expresiei % ca functie de

o Chg o . oy N
frecventa este aratatd in figura urmatoare. Intensitatea maxima este de ordinul <1 , iar
. o . 2 2,4 o 2,4
energia totala este de ordinul =2*= = 3677. Aceasta concorda cu valoarea de 4”%, pentru
pierderea radiativa pe o revolutie (6.29) in acceleratorii circulari.

Spectrul radiatier de sincrotron in functie de frecventd

Radiatia reprezentata de (6.82) si (6.94) este denumitd radiatie de sincroton deoarece
a fost observatd prima datd in sincrotoanele electronice (1948). Rezultatele teoretice
sunt mult mai vechi, fiind obtinute pentru migcarea circulara de citre Schott (1912)
desi expresia lor in forma actuala se datoregte lui Schwinger. Pentru migcarea circulara
periodica, spectrul este de fapt discret, fiind compus din frecvente care sunt multipli intregi
ai frecventei fundamentale wyg = £ . Deoarece particula incarcata isi repeta miscarea de
ﬁ ori pe secunda, este convenabil sa vorbim despre distributia unghiulara a puterii
radiate in functie de multiplul n al lui wy, in loc de energia radiata pe unitatea de interval
de frecventa pentru o trecere a particulei. Pentru a obtine expresiile puterii armonice,
inmul{im, in esentd, % (6.82) sau ddeQ (6.92) cu frecventa de repetitie 35, bentru a
converti energia in putere §i cu wy = ﬁ pentru a converti intervalul de frecventa unitate

in valorile pe armonice. Astfel

‘o = o (%)22 B (6.95)
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Aceste rezultate au fost comparate cu experimentul la diferite energii ale sincrotroane-
lor. Polarizarea, distributia unghiulara si distributia in functie de frecventa sunt in buna
concordanta cu teoria. Din cauza distributiei largi in functie de frecventa aratata in figura
de mai sus care se intinde de la vizibil prin ultraviolet pina la regiunea razelor X, radiatia
de sincroton este un mijloc de studiu ale proprietatilor optice ale solidelor. Exista citeva
dispozitive de lumina sincrotonica sub forma de instalatii parazite atagate la sincrotoanele
de energie mare sau la inelele de stocare al caror scop principal este studiul particulelor
fundamentale.

Radiatia de sincroton a fost observata in fenomenele astronomice legate de petele
solare, in nebuloasa Crabului si in radiatia provenita de la centurile de particule ale
lui Jupiter. Spectrul de radiatie din nebuloasa Crabului se extinde pe un domeniu de
frecvente incepind cu frecventele radio pina la ultravioletul extrem gi manifesta o po-
larizare foarte puternica. Se poate conchide din observatiile detaliate cid electronii cu
energii pind la 10'2 eV, in cursul miscirii pe orbite orbite circulare sau elicoidale intr-o
inductie magnetici de ordinul a 10~3 gauss, emit radiatie de sincroton. Emisia radio de
~ 10® M Hz de la Jupiter provine de la electronii captati in centurile Van Allen de la
distante de la citeva pina la 30 — 100 raze (R;) de la suprafata lui Jupiter. Datele de la un
vehicul spatial (Pioneer 10 care s-a “intilnit” la 4 decembrie 1973 cu Jupiter) care a trecut
pe la 2.8R; au evidentiat un cimp magnetic aproximativ dipolar, cu un moment dipolar de
4R§-’gauss.Au fost observate fluxuri apreciabile de electroni captati cu energii mai mari de
3MeV, citeva procente din ei avind energii mai mari 50MeV . Luind 1gauss ca o valoare
tipica a cimpului si 5MeV ca o energie tipicd, ecuatiile (6.84) aratd ca raza de spiralare
este de ordinul a 100 — 200 metri, wy ~ 2 * 10®sec™ si cd sunt radiate aproximativ 103
armonici semnificative.
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