Capitolul 5

Determinarea cimpului in functie de
surse

Cea mai importantd (din punct de vedere practic) problema este rezolvarea ecuatiilor
diferentiale ale electrodinamicii, adica aflarea cimpului produs de diferite configuratii de
surse (sau aflarea configuratiei surselor din forma cimpului).

In general pentru cimpul electroamgnetic ca si pentru ale cimpuri studiate in capitolul
precedent, clasa de ecuatii diferentiale care trebuie rezolvate este relativ restrinsa. De fapt
toate sunt variante ale ecuatiei Klein-Gordon (O + m?)¢(z) = p(z). Aceasta deoarece,
pentru cimpul vectorial, ecuatiile Proca (O + m?)A; = j; reprezintd cite o ecuatie Klein-
Gordon pentru fiecare pereche de componente A;, j; iar pentru cimpul electromagnetic
ecuatiile sale (OA®* = j%) se obtin punind m = 0. Din acest motiv, in acest capitol vom
studia solutia generald a ecuatiei Klein-Gordon apoi o vom particulariza pentru
cazul cimpului electroamgnetic in vederea abordarii aplicatiilor.

Inainte insd de a realiza acest program general, vom studia intii cazul cimpului electro-
static, care se bazeaza pe ecuatia Poisson A¢@(7) = —p(7) care si ea este un caz particular
al ecuatiei Klein-Gordon (m = 0, ¢(7) # ¢(7,t)).
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5.1 Potentialul scalar. Ecuatia Poisson si functiile ei
Green. Electrostatica

Electrostatici, in vid inseamni un cimp electric £ = E (r) care nu variaza in timp avind
v g B i = y = ¥y

ecuatiile div E = % si rot E = 0. Pe de alta parte avem E = —grad ¢ — %—t = —grad ¢

pentru cazul static, si deci ecuatia rot £ = 0 este automat satisfacuta de potentialul

scalar ¢ si inlocuind in cealalta ecuatie obtinem

Np=-L (5.1)

€o

Aceasta este ecuatia Poisson, ecuatia fundamentala a electrostaticii. Se pune problema

determinérii univoce a cimpului £ = —grad ¢ din solutiile ecuatiei (5.1). Sa zicem ca
existd gi un alt potential ¢’ care satisface aceasi ecuatie (5.1) si fie ¢"” = ¢ — ¢'; rezulta :
A" =0 (5.2)

Daca folosim prima formula integrald Green :
7{2(/5 grad v dS = /V (grad ¢ grad ¢ + ¢A) dV (5.3)
pentru domeniul V' marginit de suprafata . Pentru ¢ = 1 = ¢” obtinem :
f(0— o) E-EVdS = [ (E-E)dv (5.4)

Daci E este univoc definitd in tot domeniul V atunci E = E' si rezultd ca integrala
din dreapta se anuleazd, deci se anuleaza gi integrala de suprafatd (X fiind frontiera
domeniului V). Aceasta se poate intimpla daca E si E’ sint identici pe suprafata > dar
si dacd potentialele ¢ i ¢’ sint egale. Relatia (5.4) se mai scrie :

752 (6 — ¢ <% - %) ds = /V (E — E"2dv (5.5)

deci unicitatea solutiei ecuatiei (5.1) este asigurata de :
- cunoagterea univoca a potentialelor pe suprafata domeniului (Dirichlet);

- cunoagterea derivatei normale (g—ﬁ) a potentialelor pe frontierea domeniului (Neu-

mann).
Exista si situatii mixte, cu cele doua conditii impuse in diferite zone ale frontierei.
Sa revenim, insd la solutia ecuatiei (5.1). Formal aceasta se poate scrie

8(7) = =7 49() + (1) (55)



CAP. 5. DETERMINAREA CIMPULUI iN FUNCTIE DE SURSE 105

unde () este un cimp scalar de laplacian nul (Ax(7) = 0). Aflarea operatorului A~!
inseamn rezolvarea ecuatiei (5.1). In general p(7) = [ p(")d(7 — 7")d® si observind c#
A1 actioneazd doar pe coordonatele lui 7 avem :

o(7) = [ p(F)G(F — )d7 +x(7) (5.7)
unde am introdus o functie de doua puncte :
G(F —7) = —= AZ15(7 — 7) (5.8)
€0

avind denumirea de ”functie Green” a ecuatiei Poisson. De fapt ecuatia de definire a
acestei functii Green este :

AG(F =) = ——6(F — ) (5.9)

Aceasta este tot o ecuatie Poisson in care, in loc de sursa p(7) avem 6(7— "), adicd unica
sursd a cimpului scalar G(7* — 7) privita ca o functie de 7 fiind o sursa punctiforma, de
sarcind ¢ = 1 agezatd in punctul de vector de pozitie 7). Aceasta inseamna cel putin o
functie Green cunoscuta a ecuatiei Poisson : potentialul sarcinii punctiforme :

S T
drey | F— 7| dmeor

G(F—7) = (5.10)

(notind cu  modulul distantei dintre punctele date de vectorii 7 i 7). Solutia de mai sus
este univoc definita atit prin conditia Dirichlet cit si Neumann pe suprafata de la infinit
(TEMA : a se verifica aceastd afirmatie !).

Celelalte functii Green se pot scrie ca :

G(F—7)= LR - +x(¥) unde Ax() =0 (5.11)

Admeg | F— 1 |

Deci problema aflirii lor se va reduce la problema aflirii functiei x(7) in functie de
conditiile la limita.

Intr-adevir expresia (5.7) indica faptul cd x(7) ar putea reprezenta contributia sarci-
nilor din afara domeniului de integrare prin intermediul conditiilor la limita. Ca asa stau
lucrurile demonstram folosind a doua formula integrala a lui Green :

742 (6 grad o — ¢ grad ¢)d8 = /V (6L — bAS)AV (5.12)



CAP. 5. DETERMINAREA CIMPULUI iN FUNCTIE DE SURSE 106

in care vom pune ¢(7) = ¢ si G(F — ) = ¢ si observind ca i grad ¢ = 0¢p/On (7 -
vectorul unitate normal la suprafatd) se obtine :

oG 0¢ 3
742 <¢% —G%> ds = /V S(FAGAV, — /V GAG(F)dV (5.13)

In ecuatia de mai sus se inlocuiesc relatiile (5.1) si (5.8) si avem, in final :

o) = |

14

G(7 — ™) p(7)dV, + 60742 <Gg—ﬁ - ‘;—i> ds (5.14)

care este ecuatia generala a potentialului scalar. Aparent avem o contradictie aici
prin aparitia atit a termenului ¢ cit si a lui d¢/0n in integrala de suprafata. Contradictia
se inlatura prin conditiile la limita impuse functiei Green : cazul Dirichlet cind se
cunoaste ¢ pe suprafata limita gi se impune G = 0 iar in cazul Neumann se cunoaste
0¢/0n deci se impune ca 0G/0n = 0 pe suprafata limita.

Cu aceasta vom aborda in paranteza problema suprafetelor singulare. Acestea pot
fi suprafete de discontinuitate S (vezi figura alaturatd) si va trebui sa distingem intre
cele doud fete ale ei. Prin conventie normala indicd de la 1 la 2 (vezi figura). Suprafata
singulara trebuie eliminata din volumul V' cu o suprafata Y foarte apropiata de ea, avind
normala 7 spre exteriorul domeniului V' deci spre S. La limita ¥ e lipita de S deci pe
suprafata 1 normalel coincid iar pe 2 au sens opus.

Atunci in formula (5.14) ne intereseazi doar (pentru G = ) :

Ameqr
0 oG
¢<7‘):€°/2<Ga—i‘ a—n) 45 =

1 1[{0¢ o 1 o /1
=ikt [(%) - (a—n)] 95— 42 6=, (1) @S
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Prima integrala de mai sus este tocmai contributia unei suprafete incarcate cu sarcina
superficiald. De obicei se noteaza

o= L= - 0o 0¢
DivE:=7(Ey— FE,\)=|— — — 1
w n(E 1) <0n1 8n2> (5-15)
si, analog distributiei in volum
o= O ) 0¢ 0¢
i - deci o(7) = € < o, 8n2> (5.16)

adica prima integrald va fi :ﬁ I @. O astfel de suprafata se numeste strat simplu.
Dar formula de mai sus releva gi existenta unui alt tip de strat, stratul dublu, data
de a doua integrala de mai sus, care contine discontinuitatea potentialului. Denumirea
provine de la urmatorul model (vezi si figura de mai jos) : fie doua suprafete paralele,

foarte apropiate, cu densitate superficiala de sarcina o §i —o.

Intensitatea cimpului dintre cele doua straturi va avea directia normalei §i marimea
o /€y, deci, in conditiile din figurd, £ = —(0/€p)7i. Notind cu [ distanta dintre cele doua
straturi, diferenta de potential dintre acestea va fi :

2. 1
@—¢f=ﬁzmsz——d=—n

€0

unde 7 este momentul dipolar normal (zis i puterea stratului dublu). La modelul
stratului dublu ajungem trecind la limita pentru [ — 0, 0 — oo (cu conditia ca ol si fie
finit). Potentialul stratului dublu va fi :

Mﬂzi/ﬂﬂ%(F%FOME—%/mmrfz

1
4meq

—%/Mﬂm=—



CAP. 5. DETERMINAREA CIMPULUI iN FUNCTIE DE SURSE 108

pentru n = const.. Aici Q) este unghiul solid sub care se vede suprafata stratului dublu
din punctul de vector de pozitie 7.

Revenind la formula generald a potentialului scalar (5.14), sd observim ca integrala
de suprafata se aplica gi pentru punctele de suprafata ¥ ce delimiteaza domeniul in care
cercetam cimpul. Evident ca acest termen ar trebui sa constituie contributia sarcinilor
(surselor) din exteriorul domeiului. S& vedem in ce mod apare aceasta.

Reamintim ci ¢(7) din stinga apare ca rezultat al unei integrale [, ¢(7)6(7 — 7)d*7
care se poate egala cu ¢(7) sau cu 0 dupd cum punctul de vector de pozitie 7 este
in exteriorul domeniului V' sau in afara lui. Identificind aceastd integrald cu ¢(7') am
considerat formal cé in exteriorul domeniului V' avem ¢(7') = 0 gi rezultd c& grad ¢ = 0
ceea ce nu intotdeauna este adevarat. Formula (5.14) exprimi deci realitatea fizicd
numai in interiorul domeniului V' gi nu in exteriorul sau.

Avind pe fata interioard a suprafetei limitd in general 0¢/0n # 0 si ¢ # 0 iar pe
fata exterioard (prin anularea cimpului in tot exteriorul domeniului) d¢/0n = 0 si ¢ = 0
rezulta ca suprafata limita a devenit o suprapunere de un strat simplu (cu salt de 9¢/0n)
si de un strat dublu (cu salt de ¢).

Folosirea formulei (5.14) inseamna deci inlocuirea sarcinilor din exteriorul domeniului
cu un strat simplu gi un strat dublu in lungul suprafetei limita. Aceste doua straturi
suprapuse sint echivalente cu sarcinile exterioare din punctul de vedere al cimpului din
interior, dar ele anuleaza cimpul din exterior.

5.2 Functia Green a ecuatiei Klein-Gordon

Vom rezolva acum, folosind metoda functiei Green, ilustrata in paragraful precedent la
cazul electrostatic, ecuatia Klein-Gordon a unui cimp scalar ¢(z) (unde x este un eveni-
ment din spatiu-timp avind 4-vector de pozitie z°) :

(@ +m?)o(z) = p() (5.17)
Scriem solutia formala a acestei ecuatii in forma :
é(z) = / o) (O+m?) " §(z — o')d'a’ + ¥(x) (5.18)
1% T

unde (O+m?)¥(z) = 0 i deci ¥ este un c¢imp scalar fira surse in domeniul V' considerat
si deci neinteresant pentru noi. Definind functia Green ca :

Gz — 1) = (El + mz);l d(z — ) (5.19)
ecuatia (5.18) devine :

é(z) = / p(z)G(z — 2')d'e’ (5.20)
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unde functia Green satisface ecuatia :
(O+m?),G(x —2'") =6(x—2) (5.21)

care rezultd, evident din ecuatia (5.19). De aceastd datd nu mai putem ”ghici” direct
functia Green ca solutie a ecuatiei (5.21) cum am facut la electrostaticid. Practic ecuatia
de mai sus trebuie rezolvatd. De aceea vom folosi definitia transformatei Fourier F'(k) a
unei functii f(z), adica:

1 iKjad g4 : _ N —iK;z'd g4 1
flz) = W/F(k)e &K s F(k) —/f(x)e d'z

(unde i = v/—1) pe care daca le combinam, rezulta :

1 iK;(2d —2'7) 74 7 74
£@) = G / / F(a")eFi@ == g )¢ gty (5.22)
Acum comparam aceasta ultima relatie cu una din proprietatile functiei ”delta-Dirac” si
avern : .
n o__ iK;(xd—2'7) 4
Sz —2') = (2%)4/6 i Vd*K (5.23)
Cu acestea definitia (5.19) a functiei Green a ecuatiei Klein-Gordon o putem scrie :
1 (i i
n o __ 2\—1 _iK;(xl—x") ;4

Observind ci operatorul Klein-Gordon (O + m?), actioneazi numai pe coordonatele lui
z (adicd Oe'Xi” = —K;K7e Xi"") avem :
. T ein (-’Ej _-le)
O+ m2 —lesz(zJ—wJ) —
( ) —K,K? + m?
i, in final, prin inlocuire in (5.24) functia Green a ecuatiei Klein-Gordon :
81,

1 etK; (xf —z'7)
(2m)* ) K;Ki—m?

Gz —1')=— d*K (5.25)

5.3 Calculul general al functiei Green

Pentru efectuarea calculelor vom transcrie relatia (5.25) in notatie tridimensionald. De

aceea vom nota :
K = (9/2) si K= (f,—i{)
c c
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2
d*K = d%ud% ; K;K7 = Lz—2 -k §i K2 =wt— k7

Sa mai observam ca functia Green (vezi formula (5.19)) are proprietitile functiei delta-
Dirac, adica, de exemplu :

1
Gz —a') =Glelt =), 7 =) = Gt —t',F =)

Cu acestea definite relatia (5.25) devine :

Gt 7= =~ / J(k2,t — ')e~ T BE  unde (5.26)
m)*
T2 . etw(t—t") 4 -
-1 = / 5.2

( ) w? — c2(k? + m?) w ( )

Pentru efectuarea integralei din (5. 6) alegem un sistem de coordonate sferic (k, 8, ®) cu

axa polari in directia vectorului B = 7 — 7 (vezi figura aliturati).
kz' /,d/A

Atunci avem :
&k = k?sin 0d®dOdk si kR = kRcos 0

si remarcind ci 6 € [0, 7], ® € [0, 27] si k € [0,00) avem dupa citeva calcule elementare :

Gt —t,7— ) 27T o / — 1) (™7 — e~ *F) kg =
2 +o0 .
(2;% /_ IRt = ¢)e (5.28)

Integrala din (5.27) se poate transcrie observind ca numitorul se scrie ca (w—cvk? + m?)(w—
Vk? + m?) adica integrala (complexd) are doi poli la w = +¢vk? + m? unde integrala
este divergenta.
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Teoria integrarii functiilor complexe ne aratd ca putem calcula integrala din (5.27)
daca se indeparteaza polii din domeniul de integrare. Exista, in teoria calculului integral
pe spatii complexe mai multe variante pentru a realiza aceasta, o parte dintre ele fara
sens fizic. Noi vom folosi, in cele ce urmeaza doar o metoda, aceea a drumului "retardat”.
Pentru aceasta vom folosi variabila complexa w = w'+iw" si astfel drumul de integrare, in
planul complex poate ocoli polii pe un semicerc de raza e deasupra sau dedesubtul polilor,
sau deplasind polii cu +ie. Integrala va depinde astfel de € si deci trebuie calculata limita
ei pentru ¢ — 0. Pentru aceasta se va folosi, evident teorema reziduurilor. Noi vom
alege drumul de integrare care trece pe sub poli, ca in figura alaturata.

Functia Green astfel obtinuta se numeste functie Green retardata. Exponentiala
din integrala (5.27) se scrie deci ca e (#=#)=w"(t~#) Tn jurul axei reale (unde w” = 0 iar
w' — o0) contributia exponentialei este format# din oscilatii armonice (e™*) cu pulsatie
infinita, avind valoarea medie nula. Deci functia J va fi data doar de valorile integralei
(5.27)din dreptul polilor (pe portiunea ingrogata din figura de mai sus) gi pe unul din
semicercurile (de sus sau de jos) de la infinit, astfel incit contributia integralei pe acel
semicerc si se anuleze. Astfel daci (t—t') > 0 se foloseste semicercul de sus (e ™" *~*) — 0)
iar dacd (t —t') < 0 semicercul de jos. Dar in primul caz polii sint in interiorul drumului
de integrare (deci valoarea integralei este 27ix suma reziduurilor in cei doi poli - conform
teoremei reziduurilor) iar in al doilea polii sint in afara drumului de integrare, deci valoarea
integralei este nula. Deci avem, dupa calcule elementare :

P e e e WA
’ 0 t—t <0

Solutia de mai sus se poate scrie mai simplu folosind functia treapta Heaviside, definita
prin :

1 t—#>0
Q@_ﬂ:{Ot—#zo

cu care functia J de mai sus se scrie :

T = ) = O(t = #)— s (00N il (5.29)

eVkZ +m?
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iar functia Green retardata devine, prin inlocuire in ecuatia (5.28) :

Cc

— 1B —
Graalt = ¢, F) =

Ot —t')x

y /+°° (é[kR%(Ft’)VW] _ ei[kRﬂ(t*t’)\/m]) kdk

00 ‘/k2+m2

care se mai scrie §i :

Gret(t —t', R)

c
"~ 872Ri OR \/-x VE?% +m?

. ’ dk
_ i[kR+c(t—t')VkZ+m2] %M
/_ e 2 m2> (530)

@(t o tl)i </+OO ei(kac(tft’)\/m) dk

Observind ca identitatea evidenta : kQ:n'Q”Z — 7’;—22 = 1 permite introducerea schimbarii de
variabila :
k=m sh ¢ (5.31)

avem urmatoarele relatii :

i _
VErmE

De acum inainte vom distinge, pentru calculul celor doud integrale din (5.30) doua cazuri
separate, §i anume :

-cazul A :cind A(t—t')2—R*<0 (sauc(t—t)— R<0

-cazul B:cind Z(t —t')?—R*>0 (sauc(t —¢)— R>0

Astfel introducem doua noi variabile reale, dupa caz, adica :

-incazul A : o® = R2 — *(t — t')? ;

-in cazul B: g% = (t — t')? — R2.

Cu acestea vom efectua noi schimbari de variabile, tot dupa cele doua cazuri, dupa
cum urmeaza :

-incazul A : R =« ch @y §i c(t —t') = a sh ¢g cu care cele doud integrale din (5.30)
devin :

VE2+m?2=mch ¢ ; dk=m ch pdp si (5.32)

);
).

ima(sh ¢ ch potch ¢ sh wo)d

/+°° ik ReEc(t—t' )WRTFm?) o

dk _/+°°e
- VI rmE  Joo

+oo .
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adica cele doud integrale sint egale, deci diferenta lor este nuld : in acest caz (A) functia
Green retardata este nula;

-in cazul B: R = sh oy si c(t —t') = B ch @1 cu care cele doud integrale din (5.30)
devin :

/ T ikRee(t—t )R m?) dk / e
—o0 vV k2 -+ m2 —00

JI e ek (red(p + )
T\ SIS B ek emend(p — o)

imB(sh ¢ sh pi1tch ¢ ch (pl)ng

adica cele doua integrale, in acest caz (B) nu mai sint egale. Diferenta celor dous integrale
in acest caz va fi :

+oo o0
—22’/ sin(mB ch ¢)dp = —4i/ sin(mp ch p)dp =
0

—0oQ

= —27TiBO (mﬁ)

unde am recunoscut integrala de mai sus ca o functie Bessel de speta 0 notata mai sus
cu By. Deci diferenta celor doua integrale se scrie, ”asamblind” cele doud cazuri (A+B)
de mai sus ca :

—omiO(t —t — g)Bo(mﬁ)

Deci functia Green retardata este :

R = _'i(<_/_§) )
Gret(t —t',R) = 47rR®(t t)aR O(t—1-— By(mp) (5.33)
Avem urmatoarele proprietati ale functiei ”teta” si Bessel :
0 0
—6(@) =6(x) ; o Bo() =—Bi(x) 5 Bo(0) =1
0By, , op mR ( )
— g B 204 _ +1\2 _ P2
on =~ BomB)mor T myJ(t — )2 — R

Vom folosi gi relatiile banale :

Ot — )3(t — ¢ — ?) — ot —t — ?)
Ot — )0t — # — g) — o1 — g)

By(z)d(z) = By(0)d(z) = §(z)
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Cu acestea, dupa citeva calcule elementare functia Green retardata se va scrie, in final ca

, o5 1ot—t—Z
Gret(t—t;R)ZE%—

m @(t—t’—%) 2 2 2
oy e (m\/c (t— 1) —R) (5.34)

c2

Aceasta este expresia functiei Green retardate pentru ecuatia Klein-Gordon. In
cazul cimpului electromagnetic (cind m = 0) aceasta devine :

L 16—t - &
:g(t - tl, R) - E% (535)
disparind cel de al doilea termen din ecuatia (5.34). De altfel cei doi termeni au semnificatie
fizica diferita : primul termen (pe care putem si-1 denumim ”electromagnetic”) exprima
propagarea cimpului cu viteza ¢ (cici t — t' — % = 0 - deci "undd” electromagnetica)
pe cind al doilea, caracteristic cimpului Klein-Gordon, descrie semnale ce se propaga cu
viteze mai mici ca ¢ (t — ¢ — £ > 0 adici v = £; < ).

Mai ramine si exprimdm potentialul Klein-Gordon, folosind formula (5.20) in care
inlocuim (5.34) :

> P
b7, 1) = /p(r’t )d?’r"—

_ - c
47 | 7 =7 |

m -2 B, (m\/cz(t —t)? — RQ)
41 J -0 \/CZ(t _ t')2 — R2

unde domeniul de integrare al integralei din al doilea termen s-a restrins prin actiunea
functiei "treapta” ©. In primul termen (”electromagnetic”) cimpul dintr-un punct la
momentul ¢ este determinat doar de starea sursei cu densitatea p la un singur moment
t— 1—5, pe cind al doilea termen (specific cimpului Klein-Gordon) este dat de toata istoria

sursei intre momentele t’' = —oco gi t' = ¢ — %

p(t',7)dt' d*7 (5.36)




