Capitolul 4

Teoria lagrangiana a cimpului
electromagnetic. Introducere in
teoria clasica a cimpurilor

Se poate descrie interactiunea particulelor folosind notiunea de cimp. In loc de a spune ca
o particula actioneaza asupra alteia spunem ca particula produce un cimp care actioneaza
asupra celeilalte particule prin forte. In mecanica clasici notiunea de cimp nu are sens,
nefiind necesara deoarece interactiunea se poate transmite instantaneu de la o sursa la
cealalty. In TRS insa, interactiunea se propaga cu cel mult ¢, viteza luminii in vid,
deci fortele care actioneaza asupra unei particule intr-un anumit punct fiind produse de
alte particule, din alt punct si de la alt moment. Deci cimpul devine o realitate de sine
stititoare. In paragrafele urmitoare ne vom ocupa de teoria lagrangiani a cimpului
electromagnetic, in finalul capitolului facind trecerea spre studiul altor tipuri de cimpuri.
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4.1 Dinamica particulelor incarcate aflate in cimp
electromagnetic

Primul obiectiv al investigatiei noastre va fi acela de a identifica modul in care pot fi ”aran-
jate” marimile care descriu cimpul electromagnetic pentru a putea obtine lagrangianul
acestuia, pe care sa-l folosim apoi intr-o teorie lagrangiana. Ne reamintim ca am de-
scris dinamica unei particule materiale libere folosind o anumita actiune gi lagrangianul
corespunzator. Rezulta ca in mod asemanator putem proceda si la descrierea miscarii
unei particule incarcate in cimp electromagnetic. Presupunind ca particula prin cimpul
ei propriu nu afecteaza cimpul in care ea evolueaza rezulta ca va trebui sa completam
actiunea din 3.30 (care este a particulei libere - S = — [ medr) cu un termen specific
interactiunii dintre particula si cimp, adica un termen care sa contina i marimi specifice
particulei (sarcina ¢) si cimpului (se propune 4-potentialul A;) sub o forma care si fie un
4-scalar:

b .
S = / (—mch - %Aid:vz> (4.1)

sau in form¥ tridimensionaly stiind ¢ 4; = (¢, —A) unde ¢ este potentialul scalar, iar A
potentialul vector :

b N
S = / (—mcd'r + %Adf— q¢dt) (4.2)

Dar inlocuind in relatia de mai sus di" = ¥dt (cu ¥/ viteza particulei) si timpul propriu cu

dr = cdt\/1 — Z—Z avem
to fU2 q -
S = —mc*y[1 — — + AT —q¢ | dt (4.3)
t1 C C

de unde recunoagtem lagrangianul ca fiind :

_ 2 v? o,
L=-mc1-—+-AU—q¢ (4.4)
2 ¢

Procedind la fel ca la particula libera, vom defini impulsul ca P= 0L /0v obtinind in
final :

P=-"T" 93i_p+2% (4.5)
C

o IR

dacd notam cu p impulsul particulei libere, definit ca in paragraful 3.6.
Energia particulei noastre este acum (E = Py — L) :

m02

= 4 (4.6)

c2
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Eliminind viteza v intre cele doud relatii de mai sus (4.5 i 4.6) obtinem expresia
canonica a hamiltonianului particulei :

H = \/m204 + 02(]3 — g/_l')Q +q9 (4.7)
c
Pentru viteze mici, adica la limita nerelativista lagrangianul din 4.4 devine :
q 2.
L~ —— + ~AT — q¢
2 c
iar hamiltonianul este :
1 /. N2
H=m02+—<P—gA> +q9
2m c

In continuare vom deduce ecuatia de misgcare a particulei aflata in cimp electromagnetic

folosind lagrangianul din 4.4 cu ecuatiile Euler-Lagrange.
doL oL 0
dt ov o

Pentru aceasta si observa ca deoarece cimpul descris de (¢, ff) nu este influentat de cel
al particulei, aceste marimi nu depind de coordonatele particulei. In primul rind avem
OL/0v = P iar
oL
oF

Dar din calculul vectorial avem :

=VL=- grad( _‘17) —q grad ¢

grad (A7) = (AV)T + (0V)A+ T x rot A+ Ax rot 7 =

(TV)A+ 7 x rot A

deorece V gi rot nu actioneaza pe viteza ¥ a particulei (care depinde de coordonatele
particulei diferite de cele din cei doi operatori). Cu acestea avem deci :

dﬁ d q—» q — q —
= (p+iA) = A+ = A—
& =@ (P 1) = {0V A ot A= g grad o

Derivata totala temporala a potentialului vector se scrie ca :

—

dA  0A 0Adr 0A <drv>g 0A

Gt o T ordt o :EHW)
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Cu relatiile de mai sus obtinem :

dp q0A q -
— = — do+ =vxrot A
dt c ot 4 grad ¢ CU re
Pe de alta parte, avem B=rot A si E= —grad ¢ — %%—‘f cu care relatia de mai sus devine
dﬁ — —
— =qE+-Yx B 4.8
i S (4.8)

In ultima relatie se remarca in partea dreapta forta Lorentz, care actioneaza asupra
particulei de sarcina ¢q. Aceasta este deci ecuatia de miscare a unei particule incarcate
aflate in cimp electromagnetic.

Se mai poate arata ca pentru energia cinetica a particulei avem :

dEcin dﬁ -~
=iJ— =qgFE7 4.9
dt at ! (4.9)
adica variatia in timp a energiei cinetice a particulei este lucrul mecanic efectuat de cimp
asupra particulei (pe unitatea de timp) gi numai cimpul electric efectueaza lucru mecanic.

Trecind acum la formalismul 4-dimensional covariant, vom calcula variatia actiunii din

4.1 (la fel ca pentru formula 3.38 din capitolul precedent - folosind ci dr = /dz;dz?) :

b . . 4
55 = [ (—mcvidéxz ~ 9 pdoat — g(SAidx’) =0
a C C
de unde prin integrarea primilor doi termeni prin parti avem :
b . q . q . q b
5s = [ (mcdviéaﬁz + Lga,600 - —(5Aidazz> — (mevi + 24,607 |1
a c c c

In relatia de mai sus, pentru o variatie cu capete fixe a drumului de integrare intre a §i b
ultimul termen se anuleaza deoarece 6z’ |,= dz* |[,= 0. In plus, mai putem scrie :

04, A,
T Oxk ozk

pe care le inlocuim in relatia de mai sus si observind ci dz’ = v;d7T avem, in final :

0A; oxF ¢ dA; = dzF

b
/a lmc dr ¢ (Ag; — Ai) ™| dréz’ =0

unde am notat cu A;; = 0A;/0z*. Obervind ci F, = Ay ; — A; ;, din minimizarea actiunii
obtinem, in final ca :

dUi q k
— = =F; 4.10
mc c kU ( )
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care reprexinta ecuatia cuadridimensionala de miscare a particulei incarcate in cimp elec-
tromagnetic. Inlocuind componentele lui v; si Fj obtinem relatiile tridimensionale 4.8 si
4.9.

In incheierea acestui paragraf vom transcrie forma termenului de interactiune intre
particula si cimp folosita in 4.1 intr-o varianta mai potrivita scopurilor noastre ulterioare,
inlocuind sarcina punctiforma ¢ cu o distributie continua de sarcina descrisa de o densitate
p. Astfel folosind c& j° = (p, %;) = (p, 1p¥) avem sirul de egalititi (in locul termenului

-/, b 1 A;dx’ )

// dth——//pAo dth—i—//pA a7 iy

=— [ [ Pacedtav + - [* [ j*Awedtav = — [ jiaiag
CJa JV CJa JV ¢Ja

unde df) este elementul de volum cuadridimensional din spatiu-timp integrala din relatia
de mai sus fiind o integrals 4-dimensionala pe un domeniu § din M*.
Deci actiunea sistemului ”cimp electromagnetic - sarcini electrice” se scrie in final ca :

b 1
S = / —medr — / = AldD (4.11)
a QC

4.2 Actiunea cimpului electromagnetic

Actiunea 4.11 din paragraful precedent este valabild numai pentru sistemul de sarcini
in interactiune cu cimpul electromagnetic. Aceasta actiune ne-a folosit pentru aflarea
ecuatiilor de migcare ale particulei, dar nu poate fi folosita pentru aflarea ecuatiilor de
"migcare” ale cimpului. Pentru aceasta ea trebuie completata cu un termen care sa descrie
cimpul electromagnetic propriu-zis. Ce forma trebuie sa aiba acest termen ?

Sd mai observam in treacat ca ecuatiile obtinute cu actiunea 4.11 ne ”furnizeaza”
faptul ca B=rot A si E = —1% — grad ¢ care prin aplicarea operatorului rot ne dau

div B =0 sirot E = 1 aB adlca doua din ecuatiile Maxwell, care nu sunt insa veritabilele
ecuatii dinamice.

Datorita faptului ca cimpul electromagnetic trebuie sa respecte principiul superpozitiei,
ecuatiile sale trebuie sa fie liniare deci in actiunea S trebuie sa avem o expresie patratica
in marimile de cimp, caci numai atunci ecuatiile vor fi liniare.

Expresia actiunii nu va contine potentialele deoarece ele nu sunt univoc definite (vezi
transformarile gauge). Deci in integrala actiunii vom avea o expresie algebricd de Fj;.

Dar actiunea trebuie sd fie un scalar, deci ea va fi un produs contractat de Fj;-uri,
mai precis F;;F”. Propunem de aceea o actiune a cimpului electromagnetic de forma
Sem = 2 [o FijF"7dS), unde a este o constanta.
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Deoarece produsul FyF** contine H? — E?, si E este cu &,
o\ 2
(%) si deci daca constanta a e pozitiva s-ar putea alege o variatie suficient de rapida a

deci in actiune apare

lui A astfel incit S si fie oricit de mic, deci sa n-aiba minim. In concluzie constanta a se
alege negativa. Noi vom propune valoarea —i.
Cu acestea actiunea totala a sistemului sarcini - cimp electromagnetic devine:

b 1 o |
S=- / medr — - / A — — / FyF™d0) (4.12)
a cJa 4c Ja

Sa notam ca acum particulele nu mai sunt considerate atit de mici incit sa nu contribuie
la cimpul electromagnetic total descris de A; giFj;. Deci aceste din urmad méarimi vor
depinde acum si de coordonatele particulelor sistemului.

Pentru a deduce acum din 4.12 ecuatiile cimpului electromagnetic vom considera ca
fiind date miscarile particulelor i vom varia actiunea doar dupa ”coordonatele” cimpului
adici, A;-urile. Deci, observind si ca F*§Fy, = §F*F,, avem :

1

5S = —1/ JI§AdS) —
Q 2c

/ Fik§ FdS)
C Q

Daca inlocuim Fj, = Ay; — A, avem in continuare:

1 ) 1. .. 0 1. .. 0
— = [ (jisa,+-F* L sa, —-F* 2 54,) do
05 c/n(j(S Z+2 8.%15 ko 8.’Ek5 Z>d

In ultimul termen din relatia de mai sus putem schimba indicele de sumare ¢ cu k& gi k£ cu
i si folosind antisimetria tensorului cimp electromagnetic F** = —F* avem deci :

1 , G 0
5S = ——/ A+ F*-2_54,) d0)
cJa oxk
A doua integrala din relatia de mai sus se poate transforma printr-o integrare prin
parti, intr-o integrald pe frontiera domeniului €2, adica o integrala de suprafatd (de fapt
"suprafata” acesata este o subvarietate tridimensionald a domeniului 4-dimensional Q) :

1 . QFk 1 .
58 = —= / ji— 5AdQ — = [ F*54,d5,
Q oxk ¢ Jog
Dar acest ultim termen al expresiei de mai sus se anuleaza deoarece valorile cimpului pe
frontiera domeniului 2 (adicd la ¢ — 400 si la 2° — 00) se anuleazd. Atunci cu termenii
ramagi punind conditia de minim a actiunii adica 65 = 0, obtinem ecuatiile Maxwell cu

surse 2.10 ik
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4.3 Ecuatiile Euler-Lagrange pentru cimpuri

Cimpul este un sistem continuu cu o infinitate de grade de libertate, avind insa un numar
finit de grade de libertate in fiecare punct din domeniul spatial de definitie al cimpului. De
aceea in teoria lagrangiana a cimpurilor nu putem lucra cu intreg lagrangianul cimpului
(care ar depinde de o infinitate de coordonate generalizate) ci numai cu densitatea de
lagrangian pe care o vom nota cu £ astfel incit lagrangianul sa fie L = [ £LdV. Atunci
actiunea cimpului se va scrie

Sz/Ldt://Edthz/LdQ

X" 7’

bineinteles pina la o constanta ”c¢”. De altfel de multe ori in textele de teoria cimpurilor
se alege un sistem de unitati de masura in care ¢ = 1. In cele ce urmeazi si noi vom folosi
aceasta conventie pina cind nu vom preciza contrariul.

In continuare va trebui si stabilim de cine depinde functia £. Este evident ca va
trebui si introducem o functie ¥ care sa descrie, in mod generic cimpul (¥ va fi 4-
scalar,4- vector sau 4-tensor, in functie de cazul concret respectiv) si este definit in fiecare
punct din domeniul (cuadridimensional) in care cimpul evolueaza. Deci ¥ = ¥(z). Daca
amintim ca in mecanica punctului material, lagrangianul acestuia depinde de coordonatele
particulei si de viteze, putem afirma ca ”coordonatele” cimpului vor fi tocmai functiile
cimpului ¥ iar ”vitezele” vor fi derivatele partiale ale acestei functii care descriu variatia
in spatiu-timp a cimpului, 0;¥.

In concluzie, densitatea de lagrangian a cimpului, pe care o vom denumi simplu ”la-
grangian”, va fi £ = L(¥,0;V).

Vom deduce ecuatiile ”de migcare” dinamice ale cimpului folosind in mod evident tot
principiul minimei actiuni, ca si pina acum. Desigur ca ecuatiile pe care le vom obtine
astfel, vor fi ecuatii care vor contine lagrangianul §i ecuatiile dinamice propriu-zise se vor
obtine numai dupa construirea efectiva a lagrangianului din functiile de cimp in fiecare
caz in parte. Astfel vom avea :

§S = / Ld0 = /l—(sqx gﬁw)a(ajqf)] ds) (4.14)

Dar 6(0;¥) = 0;(6¥), iar termenul al doilea al relatiei de mai sus se poate scrie :

| (,j,(‘giﬁp)a(ajm)dn -/ laj (%5@) ) ( > (?9?@)) 5\11] do

Daca notam cu :

;oL
TNk
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atunci prima integrala de mai sus se scrie
/ 0,QPd = / Qids;
Q o0

adica s-a transformat, fiind o cuadridivergenta (Gauss) intr-o integrald pe hiper-suprafata
tridimensionala 02 ce margineste domeniul 4-dimensional (2. Dar aceasta frontiera a unui
domeniu cuadridimensional inseamna ca t — +00 si x — oo limite la care valorile cimpului
se anuleaza (tind asimptotic spre zero). De aceea aceasta integrala se anuleaza.

Cu toate acestea introduse in ecuatia 4.14 obtinem pentru variatia actiunii :

oL . or
— [ % 25, % | swd0
o5 /Qlaxy 3]6(63«11)]5 d

cu care punind conditia de minimizare a actiunii, adica 6S = 0, pentru o variatie oarecare
a functiilor cimpului 6¥ obtinem :

oL oL

=y 2= 4.1
5%~ Y50 =" (4.15)

Aceasta este ecuatia Euler-Lagrange pentru cimpul ¥. De fapt ea ”ascunde” mai
multe ecuatii, deoarece dupa cum am mai spus ¥ defineste in mod generic orice tip de
cimp.

Astfel ¥ poate fi un cimp scalar gi atunci el are o singura componenta v, poate fi
un cimp vectorial gi atunci el este un cuadrivector 1; sau un cimp tensorial oarecare,
adicd 1, sau 9}, etc. Fie cazul cel mai general, adicd ¥ = 925, Atunci ecuatiile
Euler-Lagrange sunt:

oL 5 oL
oveg T o0ed)

Acestea sunt ecuatiile de ”migcare” - dinamice - ale cimpurilor. Urmatorul pas,
care permite folosirea lor este de a ”prescrie” forma concretd a lagrangianului diferitelor
cimpuri materiale posibile gi inlocuirea ei in 4.16 (sau 4.15).

In cele ce urmeazi vom prezenta citeva conditii ce trebuie respectate pentru a construi
lagrangienii diferitelor cimpuri particulare :

- Lagrangianul trebuie sa fie un 4-scalar, adica sa fie Lorentz invariant;

- Ecuatiile de cimp pe care le produce lagrangianul trebuie sa fie covariante, adica
diferitii termeni ai ecuatiilor sa se transforme ca gi 4-vectori sau 4-tensori la transformarile
Lorentz, conform retetelor date in capitolul precedent;

- Lagrangianul nu trebuie sa contina decit diferentiale de primul ordin al functiilor de
cimp deoarece ecuatiile de cimp trebuie sa fie de ordinul doi, altfel se complica problemele
de valori initiale (problema Cauchy);

=0 (4.16)
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- Cimpurile sunt locale, adica functiile de cimp si derivatele sale sunt bine definite in
fiecare punct al domeniului de definitie al cimpului.

S& mai remarcam ca exista in general trei tipuri de cimpuri (amintite partial i mai
sus) :

- cimpul scalar Klein-Gordon care descrie bozonii cu spin 0;

- cimpurile vectoriale (exista cimpul electromagnetic, cimpul Proca, etc.) care descrie
fotonii, mezonii cu spin 1;

- cimpul Dirac care descrie leptonii, nucleonii ...

In cele ce urmeazi ne vom ocupa doar de primele doua categorii de cimpuri incercind
sa obtinem ecuatiile de cimp corespunzatoare.

4.4 Exemple de cimpuri

Vom trata in continuare citeva tipuri de cimpuri obtinind ecuatiile lor dinamice din
ecuatiile Euler-Lagrange 4.16 dupa construirea lagrangeanilor respectivi folosind regulile
enuntate in paragraful precedent.

- Cimpul scalar Klein-Gordon - este descris de o functie scalard ¢ : M* — R
care este Lorentz invarianta, adicd ¢'(z') = ¢ (x). Singurele combinatii scalare care se
pot imagina cu aceastd functie si care s& respecte regulile de mai sus sunt 2, 9;10 si,
evident 1 deci lagrangianul va fi :

L = adipd' + b2 + cp (4.17)

unde a, b si ¢ sunt trei constante reale. Vom calcula acum termenii din ecuatia Euler-
Lagrange 4.15 transcriind mai intli lagrangianul de mai sus intr-o forma convenabila ca

,C = agik(?ﬂ/zakw + bv,/12 + Clﬁ

ca sa avem apoi :

oL
= _9
0 by +c
oL _ kg ik o
8(8jw) =ag 52]819'(/) + ag az,lpélc] —

ag’*Optp + ag” Op = 209" O1p = 20071
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observind ci cei doi termeni din relatia de mai sus sunt egali (in al doilea se schimba
indicele de sumare 7 cu k si ne amintim apoi c& tensorul metric este simetric). Apoi
obtinem ca :

oL ,

§i p = 5, obtinem in final inlocuind toate aceste rezultate in

oL oL
T (a(aj¢>> -

ecuatia Klein-Gordon a cimpului scalar :

Daca notiam cu m? = —%

ecuatia Euler-Lagrange :

(O+m*)y =p (4.18)

Marimea m are interpretare de masa a cimpului scalar, iar p este densitatea surselor
cimpului scalar. Este evident ca un cimp scalar fara surse asculta de ecuatia :

(O+m*)y =0 (4.19)

O varianta a teoriei de cimp scalar aici prezentata este cazul cimpului scalar com-
plex, in care functia 1 : M* — C adici valorile acestei functii sunt numere complexe.
Lagrangianul acestui cimp se scrie ca :

L= 000" — mPu (4.20)

unde 9* este complex conjugatul cimpului 7). Aceasta situatie se rezolva destul de simplu
observind ca orice numar complex se scrie ca

=11 + iy

unde 7 = v/—1 si 9; si 1, sunt doud cimpuri scalare reale. Deci vom putea descrie teoria
cimpului scalar complex folosind doua cimpuri scalare reale. Astfel putem lucra cu ¢ si
cu complex comjugatul sau ¥* = ¥; —i1py. Atunci vom avea doua ecuatii Euler-Lagrange,
una pentru 1) si care "produce” ecuatia pentru 1* (adicd (O + m?)y* = 0) si una pentru
Y* care "produce” ecuatia pentru ¢ (adicd (O + m?)y = 0).

Dar se poate lucra si cu cele doua cimpuri scalare reale 1 si ¥». De altfel se vede usor
ca acestea din urma se pot scrie in functie de ¢ §i ¢* caci :

b=+ 5 = (-
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In concluzie, teoria cimpului scalar complex se poate reduce la studiul a doua cimpuri
scalare reale.

- Cimpul vectorial - cimpul electromagnetic si cimpul Proca - este descris de
cuadrivectorul A;. Avem mai multe variante de a construi scalari invarianti folosind acest
cuadrivector. De aceea toate aceste variante s-au pus sub forma urmatorului lagrangian :

Pentru ”asamblarea” ecuatiei Euler-Lagrange vom calcula diferitii ei termeni:

oA, 20A% — j
_OL _oppab 4 Pt A + cd;A; gl g Pk =
9(9,A) i v £on

2607 AF + cOF AP + 8, A; g7 g™ = 2b0P AF + 200k AP

oL
O 9p9.8PA* £ 20005 AP = 2p01AF 1+ 2 kAP
9, 5 b0,0” A* + 2¢8,0 bOA* 4+ 2¢8,0

Cu aceste rezultate obtinem ecuatiile Euler-Lagrange pentru cimpul vectorial in forma :
—2b0A% — 2¢0,0" AP + 20 A% = j* (4.22)

In continuare daci alegem constantele astfel incit ¢ = a = 0gi b = —% obtinem
ecuatiile pentru potentiale ale cimpului electromagnetic, adica :

0A% = j*

Dar aici exista o mica problema. Ecuatia potentialelor are aceasta forma pentru cimpul
electromagnetic numai in cazul etalonarii Lorentz, adica daca cuadripotentialul indepli-
neste conditia 9;4° = 0. De fapt solutia constd in luarea in considerare si a termenului
cu constanta ¢ care a fost, se pare, prematur anulata. De altfel se vede ca in etalonarea
Lorentz acest termen al Lagrangianului se anuleazi putind fi scris ca 9¥9,AP, deci el nu
modifica ecuatia. In acest caz deci lagrangianul cimpului electromagnetic este :

1 | S
L=—C0A00 + S0A0A = A, (4.23)
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daca luam constanta ¢ = % De altfel lagrangianul de mai sus se poate modifica astfel :

1 o o , 1 ¥ ;
L=—504;(04 — P A) = jiA' = = O A F7" = ' Ay =

1 . . . 1 . ,
1 ji _ i

adica lagrangianul pe care l-am ”ghicit” si folosit In paragraful 4.2.

In concluzie pentrua =0gic= —b = %, teoria cimpului vectorial este teoria cimpului
electromagnetic.

Nu existd nici o justificare pentru anularea coeficientului a din termenul cu A4;A° a
lagrangianului din 4.21. Deci pentru a #0 §i c = —b = % ecuatia 4.22 devine :

0A* — 9,0 AP + 20 A% = j* (4.24)

careia daca 1i aplicam operatorul 0, obtinem :
2a8kAk = 3k jk

Aceastd ecuatie cupleazd ecuatia de continuitate (9;J* = 0) cu conditia de etalonare
Lorentz 0, A* = 0. Deci e nevoie si postuliam doar una din cel doud conditii : ori ecuatia
de continuitate ori conditia de etalonare Lorentz. Astfe inlocuind in 4.24 obtinem in final
(prin postularea uneia din cel dou# conditii si punind 2a = m?) :

(O +m?) A = j* (4.25)

Aceasta este ecuatia lui Proca. Se vede ci pentru j* = 0 ecuatia Proca este o
ecuatie Klein-Gordon pentru fiecare component a cimpului A*. Lagrangianul cimpului

Proca este:

1 ij m’ j_ .k

Teoria cimpului Proca difera de cea a cimpului electromagnetic doar prin termenul
suplimentar cu a in ecuatia 4.25. Tridimensional ecuatiile Proca se pot scrie :

divE—i—m%zp ; div B=0
10B

— =g 1
rot K =——— . rotB=-|=—=+j] -m?4
c Ot c
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4.5 Teorema Noether

In paragrafele anterioare am definit cimpurile clasice prin interactiunea lor cu sistemele
mecanice (de fapt am folosit cimpul electromagnetic in interactiune cu sistemul de par-
ticule incircate). Aceastd interactiune constd din schimb de energie si impuls (moment
cinetic). Aceste marimi fizice sunt proprietdti comune atit sistemelor mecanice cit si
cimpurilor. Importanta acestor marimi fizice fundamentale provine de la faptul ca ele se
conserva.

In legatura cu marimile conservate ale unui sistem exista teorema Noether care arata
ca orice lege de conservare este legata de existenta unei simetrii a sistemului manifestata
prin tnwvarianta fata de o anumita transformare de simetrie.

Pentru a ilustra aceste idei vom porni tot de la modelul punctului material. La-
grangianul sau are cel putin doi termeni :

I_/(Jia, Ve, ak) = L(xaa va) + Lint(xaa Vo, ak) (427)

unde ay, sunt parametrii externi care descriu conditiile exterioare in care se afla particula.
Acestea sunt determinate de sistemele fizice cu care particula este in interactiune. Atunci
ecuatiile Euler-Lagrange pentru acest sistem sunt :

oL d (0L
a_’]ja - % (a) =0 (428)

unde derivatele % contin si derivatele dupa ay. Sa calculam acum :
@

E_Z va-l-z va-l-Z—ak

e

care devine, folosind 4.28

d oL - oL
— Vg=——-L| ==Y —a 4.29
dt (; 0V, ) Z Oy, k ( )
Daca sistemul considerat este in conditii exterioare constante in timp, atunci ¢, = 0
si deci din relatia de mai sus rezulta:
dE

Fri 0 adicd E = const. (4.30)

unde marimea F, numita energie este definita prin :

o ZvaaT—L S vage — L+ ta g — L (431)
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In concluzie, energia sistemului se conserva ca o consecintd a invariantei in
timp a conditiilor exterioare.

Dacda & # 0 atunci membrul drept al ecuatiei 4.29 este puterea cu care variaza
energia sistemului.

Analog, facind derivatele in raport cu coordonatele x, avem

dr, Gxa Oay, Oz,  dt Ov,
daca oy nu depinde de z, si folosind ecuatiile Euler-Lagrange din 4.28.
Daca jL = 0 atunci
d 0L  dp, -
d o0, % =0 adica p, = const. (4.32)
adica impulsul p, = aL se conserva daca conditiile exterioare sunt invariante la
translatii.

In mod asemanator vom proceda gi pentru cazul cimpurilor. Desigur ca aici vom lucra
cu densitatile marimilor respective si deci legile de conservare vor avea o alta forma.

Vom reaminti ca toate cele patru componente ale cuadrivectorului de pozitie x; sunt
analoage timpului din sistemele mecanice pure, deci vom proceda ca la conservarea energiei
punctului material.

Astfel densitatea de lagrangian a cimpului va fi data de cea a cimpu- lui liber la care
se adauga un termen specific interactiunii:

unde lagrangianul de interactiune depinde, pe linga componentele cimpului considerat gi
derivatele sale, si de alte functii de timp si de punct, de exemplu densitatile unor surse
(4%). Atunci vom avea, tinind cont si de ecuatiile Euler-Lagrange urmatorul sir de egalitati

- oL oL OLint
= —— OV, \IJ —
8kﬁ aquak j + a(a N7 )alca + anp 81c77p
oL oL OLint
g U, + =
O a0y, Y T g u) KTt g, Ok

oL OLint
(9 (6( ak ) 3np aknp
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Relatia mai sus obtinuta se poate transcrie in forma :

oL - OLint
WV, — L | = 4.34
o (G~ 4E) = o .
Daca definim tensorul : oF
0 = ————0,¥; — 6L 4.
si cuadrivectorul : 5
‘Cint
= — 4.

cu care relatia 4.34 devine : )
Ot = — [ (4.37)

Cuadrivectorul fj se interpreteaza ca cuadriforta cu care cimpul actioneaza asupra
sistemului de surse. Daca f; = 0 atunci rezulta, din 4.37 patru legi de conservare :

0,07 =0

care pentru £ = 0 ne da legea conservarii energiei, iar pentru £ = « legile de
conservare ale impulsului si momentului cinetic. Deci tensorul #% are interpretare
de tensor energie-impuls.

In general putem scrie :

grk = oPk 4 oPF (4.38)
deoarece din 4.35 putem scrie :
_ oL _
6Pk = OFW; — gPh L =
o(0,v;)" 77
- oL
epk: ak\Il— pk p Dk in
a0y, T

si de obicei L;,; depinde numai de ¥y, nu si de derivatele sale. Atunci cele doud compo-
nente din 4.38 se pot defini ca :

oL

ok =
8(8p\1’j)

O — gL 5 O = 9P Liny (4.39)

wm

Rezulta ca ecuatia 4.37 devine :

0,07 = — ¥ — 9,6¢ (4.40)

int
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In cele ce urmeaza vom particulariza relatiile mai sus obtinute pentru diverse cimpuri.
Evident ca vom incepe cu cimpul electromagnetic care are densitatea de lagrangian,
scrisa ca in formula 4.33 :

— 1 .
L =L+ Ly = —7F3FV — jpA" =
1 i .
—Z(a]AZ - 8,'Aj)gkzgmj (8mAk — 8kAm) — ]kAk (441)

Dupa citeva calcule elementare avem :

oL

— =..=F"
9(9pAn)
si astfel obtinem (folosind 4.35) :
_ . .
0h = FP"OL A, + Zéze]F‘ij + b5 A' = 0P + 0L j; A (4.42)
in care 1
0 = F"0p Ay + L FVF (4.43)

este tensorul energie-impuls canonic al cimpului electromagnetic liber. Deci ten-
sorul energie-impuls canonic total va fi suma dintre tensorul energie-impuls canonic
liber si cel de interactiune :

Pk = ork 4 o (4.44)

int

adica ecuatiile generale 4.39 de mai sus. Atunci ecuatia tensorului energie-impuls canonic
liber este ecuatia 4.40.
Divergenta tensorului 7% nu este nuld, el depinzind de L si de parametrii externi j;,
deci conform 4.34 avem : oL
008 = — "0k jin = APOkjp (4.45)
AJn

Pe de alta parte, ecuatia tensorului energie-impuls canonic o gasim inlocuind 4.42 in 4.45

00P i + 880, (jnA™) = AT 045,

de unde avem imediat :
00, = —Jp0, AP sau 8p0pk = —jpakA” (4.46)

Pe de alta parte, in alt context, in electrodinamica fenomenologica am aratat ca ten-
sorul energie impuls simetric al cimpului electromagnetic 7% satisfac relatia 2.42, adica

0,TP* = FPkj,
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Astfel vom avea din definitia lui #P% din 4.43 si 2.43 si din compararea relatiilor de

mai sus :
TPk = gpk — prrg, AF (4.47)

In concluzie se observy ci termenul "9, A* simetrizeazi tensorul energie impuls al
cimpului electromagnetic liber §7%.

Se mai poate observa ca cei doi tensori energie impuls ai cimpului electromagnetic
tensorul canonic 6% si cel simetric 7P* satisfac aceeasi ecuatie daca sursele dispar, adici
Jr = 0, deci 1n cazul fara surse cei doi tensori coincid.

Diferenta fizica intre cei doi tensori energie impuls ai cimpului electromagnetic rezida
in modul (arbitrar) de separare intre sistemele noastre aflate in interactiune (cimpul si
sursele). Cel mai bine se intelege aceasta folosind exemplul condensatorului plan. Astfel
cu relatiile de mai sus avem, doar pentru partea electrica :

. TE? 0 i -1E? 0
1 — 2 . [ — 2
g _< 0 T ) =1 0 TP

Se vede ca unica deosebire dintre acestea consta in semnul componentei care este den-
sitatea de energie. Aceasta deoarece in formalismul tensorului energie-impuls simetric
placile condensatorului pot avea numai energie cinetica iar intreaga energie electromag-
netica este repartizata in cimp, intre cele doua armaturi, cu densitatea de %E2. Energia
este deci: LE2Sd = 108.5d = $QU. In schimb, in formalismul tensorului canonic, energia
totald a celor doua armaturi incarcate cu sarcina ) respectiv —() este Qoo — Qo1 = QU.
La aceasta se adauga energia negativa —%QU a cimpului dintre placi si se obtine rezultatul
corect.

In cazul cimpului Proca, teoria este similara celei de la cimpul electromagnetic dar
vom avea de-a face cu un termen suplimentar, corespunzator masei cimpului Proca, de
forma :

Tﬁraca = _gZJTAPAp (448)

La cimpul Klein-Gordon calculele arata ca tensorul canonic energie-impuls total si
cel al cimpului liber sunt amindoi simetrici si avem :

0% = 7% + gP* ;p unde

1 1
OPF = oPyoFy + 5 GPEO, 0™ — 3 gPFm2y? (4.49)



