Capitolul 3

Elemente de teoria relativitatii
restrinse

Acest capitol este dedicat uneia din problemele majore ale fizicii : comportarea legilor
fizicii la schimbarea sistemului de referintd inertial. Acesta este obiectul teoriei rela-
tivititii restrinse (TRR). In mod traditional TRR este legatii de numele lui A. Einstein.
Dar elemente ale TRR existau cu mult inaintea lui Einstein.

Vom prezenta mai intii citeva elemente de relativitate galileana care se bazeaza
pe transformarile Galilei si invarianta legilor mecanicii clasice la aceste transformari.
Vom arata apoi ca legile electrodinamicii nu sunt invariante la aceste transformari, ci la
transformarile Lorentz, introducerea carora insa inseamna o0 noua mecanica, numita
mecanica relativistd. Se va dovedi ca formalismul cuadridimensional al electrodina-
micii, introdus in capitolul precedent este cel mai potrivit (si natural) pentru aceasta
mecanica, de aceea il vom folosi in mod intensiv in cele ce urmeaza.
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3.1 Relativitatea galileeana

Unul dintre principiile mecanicii clasice este principiul relativitatii, care afirma ca legile
mecanicii sunt invariante la schimbarea sistemului de referint inertial (SRI). In mecanica
clasica se arata ca transformarile care guverneaza trecerea de la un SRI la altul sunt
transformarile Galilei scrise in forma, :

' = g% — u®t

v (3.1)

unde i este viteza sistemului de referintad mobil fata de cel fix, 2’ i £ componentele
vectorilor de pozitie 7 si 7' ale aceluiagi punct M (vezi figura alaturatd) in cele doud SRI.
Se mai remarcd invarianta timpului in cele doua sisteme (' =t).

Observatie - se poate arata ca multimea transformarilor Galilei formeaza un grup -
TEMA : si se verifice aceasti afirmatie !

Daca derivam relatiile de mai sus in raport cu timpul, obtinem relatia binecunoscuta
intre vitezele punctului M in cele doua sisteme de referinta si viteze  :

7 =0-1 (3.2)

iar o a doua derivare in raport cu timpul aratd ca (deoarece @ = 0 sistemul mobil fiind
inertial) aceeleratia punctului M este invarianta la schimbarea SRI, adica :

a=ada (3.3)
Aceasta are drept consecinta invarianta fortei (F' = md) dacd postuldm invarianta
masei la schimbarea SRI gi deci invarianta tuturor legilor mecanicii la schimbarea SRI,
pornind de la principii, toate avind formularea bazata pe aceeleratii gi forte.
Acestea sunt bazele teoriei relativitatii galileene. Cu timpul, odata cu acumularea de
noi legi ale fizicii, din domenii diferite de mecanica s-a pus problema studiului comportarii
acestor legi la schimbarea sistemului de referinta inertial, guvernata de transformarile
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Galilei. Noi ne vom pune, in cele ce urmeaza aceasta problemd la legile electromag-
netismului. Electrodlnamlca se bazeaza pe ecuatiile Maxwell. In ele avem intensitatea
cimpului electric E inductia magnetica B sarcina electrica g precum gi derivate saptiale
si temporale.

Astfel, admitind ca sarcina electrica este invarianta la schimbarea SRI, adica ¢’ = ¢
ca o proprietate intrinseca a particulelor elementare, rezulta ca si intensitatea cimpului
electric are aceasta proprletate (E’ = E) provemnd din forta electrica, E=F /q. La fel
putem afirma, si despre B=F (ca si D' = D H = H) toate fiind definite cu forte.

Observind ca din relatia 3.1 avem

o'’ ox’

dze  ore @

(@ si componentele sale u” fiind constante) avem pentru derivatele partiale spatiale :

o or'? o
or®  Ox® Oz'B

Oq = = 6’38ﬂ ., (3.4)
In concluzie derivatele partiale spatiale sunt invariante la transformarile Galilei. Re-
zulta ca si toti opertorii diferentiali bazati pe derivate partiale spatiale, adica div, rot si
grad sunt invarianti la transformarile Galilei.
Pe de alta parte derivata partiala temporala nu este invarianta la transformarile
Galilei. Putem ardta aceasta observind c& dt'/dt = 1 si deci

9, — o ot o +6x"" 0 PV 0
"ot ator ' ot ore ' g
(observind c& ' este functie de x® gi 2'*) sau mai pe scurt :
0,=0,—v-V (3.5)

In concluzie ecuatiile Maxwell care contin numai derivate partiale spatiale (ecuatiile
(M1) si (M2)) sunt invariante la transformarile Galilei iar celelalte doud, care contin si
derivate temporale nu sunt invariante la transformarile Galilei. Adica electrodinami-
ca nu este invarianta la schimbarea SRI guvernatd de transformarile Galilei.
Se mai spune ca electrodinamica nu este G-covarianta !

O astfel de concluzie ca aceasta de mai sus implica faptul ca legile electromagnetismului
nu sunt aceleasi in toate sistemele de referinta inertiale. O lege a electromagnetismului
este si aceea care arata ca undele electromagnetice se propaga in vid cu viteza luminii
in vid, ¢ & 300000 Km/s. Dar aceasta viteza ar fi diferitd in diferite SRI, supunindu-se
legii de transformare 3.2 de mai sus. Experientele efectuate de-a lungul a mai multor ani
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(Michelson-Morley si apoi altii, tot mai numerosi pina in zilele noastre - grupul Dicke in
SUA de ex. - vezi in Shankland $.a. - Revs. Modern Phys., 27, 167, 1955) au infirmat o
asemena lege de compunere a vitezei luminii. Mai precis experientele au aratat ca viteza
luminii in vid este aceeasi in toate SRI.

Daca adaugam la aceasta faptul mai mult decit evident pentru oricine recunoaste
electrotehnica si electronica de azi ca aplicatii ale electromagnetismului bazat pe ecuatiile
Maxwell ca toate legile electromagnetismului sunt strict aceleasi in toate SRI, rezulta ca
ceva nu este in ordine cu transformarile Galilei. Se pare ca ele nu sunt valabile pentru
electrodinamica, pastrindu-gi valabilitatea numai in cadrul mecanicii.

E greu de conceput insa o fizica in care diferitele ei domenii au legi specifice de trecere
de la un SRI la altul. In general natura are legi unice pentru aceeasi clasa de fenomene.
O prima problema ar fi gasirea acelor transformari care lasa invariante legile electrodina-
micii. Acestea au fost gasite de H.A. Lorentz cu mult inainte de sfirgitul secolului trecut,
(de aceea ele se numesc transformarile Lorentz) dar acesta nu le-a inteles adevarata
importanta deducindu-le direct din electrodinamica. Cel care a aratat ca ele stau la baza
unei noi mecanici, mecanica relativista - care este valabila la viteze mari gi care are ca
si caz particular mecanica newtoniana - a fost A. Einstein, in 1904-1905.

Dar pina a intra in mecanica relativista sa mai facem citeva observatii asupra trans-
formarilor Galilei, observatii care ne vor folosi la deducerea transformarilor Lorentz.

Geometric, transformarile Galilei pastreaza lungimea vectorilor tridimensionali. Pen-
tru a verifica aceasta fie doua puncte A gi B cu coordonatele intr-un sistem cartezian
(x1,Y1,21) i, respectiv zy, Y, 22). Atunci vectorul AB are lungimea AB:

AB = \f(ws = 21)? + (g2 — ) + (22 — 21)? =
V(A2)2 + (Ay)? + (Az2)?

sau daca distanta intre punctele A si B este infinitezimala, :

AB? = dI* = d2® + dy® + d2° = ) (dz*)? = Sapdz®da’ (3.6)

(67

Ca lungimea AB a vectorului AB este invariantd al transformirile Galilei se poate
arata in expresia ne-infinitezimala de mai sus, in care inlocuim transformarea 3.1 pentru
fiecare din tripletele de coordonate ale punctelor A si B. Vom face aceastd demonstratie
in cazul infinitezimal. Diferentiind 3.1 obtinem dz'* = dx® — u®dt. Dar pentru vectorul
AB vom evalua capetele la acelagi moment, deci dt = dt' = 0 adici dz'® = dz® cu care
rezultd evident AB' = AB.
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3.2 Spatiul-timp Minkowski si transformarile Lorentz

Dupa cum am aratat in paragraful precedent, transformarile Galilei se refera doar la
spatiul tridimensional si doar mecanica newtoniana este G-covarinta, electrodinamica
nefiind invarianta la aceste transformari. Dar noi am transcris, in capitolul precedent
electrodinamica in forma tensoriala cuadridimensionala prin definirea unor marimi 4-
dimensionale ce generalizeaza si unificd marimi tridimensionale. Unele dintre aceste
marimi, numite cuadrivectori au componentele, reamintim

9" = (0p,—0) cuadriderivata partiald ), = (85, 9)

AF = (¢, A) cuadripotentialul A = (¢, —A)

12 1=
jk = (p,—J) cuadrivectorul curent jp = (p, ——7)
c c

Din aceste motive este evident ca transformarile la care electrodinamica va fi invarianta
vor trebui sa implice cumva gi timpul ca o a patra coordonata. Astfel sintem determinati
si definim, ca mai sus 4-vectorul de pozitie, 2* cu componentele:

2" = (ct, 2, a%2%) = (a°,7) s @ = (ct,—a',—2%, —2) = (2", -7)  (3.7)

unde 7 este vectorul de pozitie tridimensional. Acest cuadrivector de pozitie va fi ”vec-
torul” de pozitie al unui punct dintr-un spatiu 4-dimensional, ale carui puncte, numite
evenimente au coordonatele date de cele trei coordonate spatiale ale ”evenimentului”
la care se adauga a patra, data de momentul la care se petrece ”"evenimentul”. Acest
spatiu, a carui structura o vom construi in cele ce urmeaza se va denumi spatiu-timp
Minkowski.

In acest spatiu distanta intre doudi puncte ("evenimente”) infinitezimal apropiate va
fi determinata de cuadrivectorul :

da* = (da®,da®) si day = (da®, —dz®) (3-8)

Pentru a putea construi ”distanta” intre cele doua puncte sa observam acum ca distanta
infinitezimald intre dous puncte din R? se scria di? = 6a5dx“dxf3 . De aceea, observind
cd rolul tensorului Kroenecker (de fapt reprezentat prin matricea unitate) in spatiu-timp
este luat de tensorul metric g;;, ”distanta” infinitezimald intre doud puncte in spatiu-timp
va fi :

ds® = g;;dr'd’ = dz;da’ = da*dzy (3.9)
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(de fapt patratul acestei ”"distante”) care se poate scrie dezvoltat (a se vedea formula
2.20) :
ds* = 2dt* — (dz*)? — (d2?)? — (da?)? = Pdt? — di® (3.10)
Vom numi de acum incolo cantitatea ”ds” de mai sus interval pentru a o deosebi de
distanta tridimensionala propriu-zisa.
Remarcind ca dl era lungimea vectorului tridimensional care unea cele doua puncte
din spatiu, putem acum generaliza definind ”lungimea” unui cuadrivector ca fiind :

VEVe = ViV = g, VIV = ()2 = (V)2 = (1o)? = (V3)? = (V)2 — (V)? (3.11)

Aici avem si citeva cazuri particulare remarcabile :

- "lungimea” cuadrivectorului de pozitie 2/z; = ¢*t* — 7,

- "lungimea” cuadriderivatei partiale 8,0/ = 92 — % = 0.

Acestea fiind stabilite sa ne reamintim ca transformarile Galilei lasau invariante mari-
mile distanta gi lungimea unui vector tridimensional. Atunci vom impune ca noile trans-
formari, din spatiu-timp pe care le vom defini sa lase invariante intervalul mai sus definit
(3.9) sau (3.10) sau ”lungimea” cuadrivectorilor (3.11). De aceea vom avea o :

Definitie - Transformarile din spatiul-timp Minkowski definite prin

a" = N'a? (3.12)
st unde Aij indeplineste conditia :
se numesc transformari Lorentz.

Impunind conditia ca transformarea 3.12 si fie liniard se vede ¢ mirimile A’; sunt
matrici. Relatia 3.13 se poate scrie matricial astfel :

(AT)(9)(A) = (9)

unde (AT) este transpusa matricii (A). In plus se mai observi cii (det A)2 = 1 sau
det A = +1.
Pentru a arita ca definitia de mai sus lasd invariant intervalul si observam ca (din
3.12) :
da" = A';dx? (3.14)

cu care avem girul de egalitati :

ds? = g;;de’ da’ T = g;; Ny N dabda? = gypdaFda? = ds?
j j P P
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unde am folosit, evident 3.13.

Se poate arata ca transformarile Lorentz mai sus definite sunt singurele trans-
formari nesingulare de coordonate care lasa intervalul invariant. Vom demonstra
aceastd afirmatie pornind de la observatia cd nesingular inseamni cd z'(z) si z(z') sunt
functii diferentiabile bine definite, astfel incit matricea dx"/0z are inversi bine definitd
oz’ | 0x".

O transformare generald de coordonate z — ' va schimba ds in ds’ astfel:

ax/a axlb
ds”? = gupdz"dz" = ggp——ro0 5 a—dxcdac
Daci ds’? = ds? trebuie deci si avem :
ax/a axlb
Ged = gab%@ (*)

Diferentiind in raport cu z* avem :

82 ra 83)'b 6:[,"“ 82 b

O a a
g b oxcoxt Oxd T 9ab g e Ox¢ 0xddzt

Vom aduna aceasta ecuatie la ecuatia obtinuta din ea, dar schimbind indicele ¢ cu ¢ si
invers gi apoi vom scadea aceeasi ecuatie in care indicele 7 a fost schimbat cu d si invers.
Dupa citeva calcule elementare avem :

82 la axlb

0=2
b 5 redi oxd
Dar atit g cit si 02'°/0x¢ sunt nesingulare, deci avem :

8233"1
orcox!

Solutia generald a acestei ecuatii este evident ecuatia 3.12 gi inlocuind 3.12 in (*) de mai
sus rezulta ca evidenta relatia 3.13.

Multimea tuturor transformarilor Lorentz definite de 3.12 formeaza un grup, numit
grupul Lorentz omogen - el ar fi "grupul Lorentz neomogen” sau grupul Poincare daca
transformarea 3.12 s-ar completa cu : 2" = A;z7 + o’ unde o’ sunt niste constante care
astfel adauga translatiile transformarilor Lorentz.

Grupul Lorentz omogen are un subgrup numit grupul Lorentz propriu omogen definit
de proprietatile suplimentare :

A% >1 s det A=+1 (3.15)
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Sa observam ca din 3.13 pentru n = 7 = 0 avem

goo =1=(A%)* =D (A%)*  sau

(M%) =1+> (A%)*>1

iar det A =1 se impune alegind una din valorile posibile (det A = £+1). Rezulta c& orice
A%, care se poate converti in identitatea %, printr-o transformare continua a parametrilor
trebuie si fie o transformare Lorentz proprie, deoarece nu se poate ”siri” de la A% < —1
la A% > +1 sau de la det A = —1 la det A = +1 printr-o transformare continui a
parametrilor. Identitatea are A% = +1 si det A = 1.

Grupul Lorentz impropriu este format din transformari implicind atit inversia spa-
tiald (det A = —1,A% > 1) sau inversia temporald (det A = —1,A% < —1).

Vom folosi, in continuare numai transformarile din grupul Lorentz proprii (det A =
+1,A% > 1).

Grupul Lorentz propriu omogen are un subgrup constind din rotatiile tridimensionale
reprezentate prin matrici unimodulare ortogonale (adics det R = 1, R R = 1). Din punct
de vedere al rotatiilor nu avem diferenta intre grupul Galilei gi cel Lorentz. Diferenta
provine doar din acele transfromari, numite "boosts”, care modifica viteza sistemului
de coordonate. Sa deducem , in paragraful urmator, in mod intuitiv, forma acestor
”boosts” inainte de a aborda si problema calculului tensorial pe spatiu-timpul Minkowski
si a comportarii marimilor 4-dimensionale la transformarile Lorentz pentru a investiga
invarianta legilor electrodinamicii la transformarile Lorentz.

3.3 Forma transformarilor Lorentz. Cazuri particu-
lare

Fie doud sisteme de referintd, Oxyz si Ox'y'z’ miscindu-se unul fatd de celdlalt cu viteza
i si fie doi observatori, S in Ozyz si S’ in O'z'y'Z’, in repaus fiecare in sistemul sdu de
referintd. Fie o particula P in repaus in sistemul Ozyz pe care insd S’ o vede migcindu-se
cu viteza —4 fatd de el. Atunci scriind transformarea Lorentz 3.14 - dz” = A’;dz? pentru

particula P (adica avem dz® = 0, P fiind in repaus in Ozyz) obtinem:
de' @ = cA%dt si dt' = A%dt

cu care, prin impartire si observind cd —u® = dz' ¢/dt' avem :

A% = —Euo‘AOO (3.16)
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Pe de alta parte punind in ecuatia 3.13 j = n = 0 si dezvoltind insumarile ramase avem :
(AOO)Z =1 + Z(AaO)Z
[0
de unde, folosind 3.16 si observind ca

C=0-T=ultus+u; =) (ua)
o

(unde u, sunt componentele vitezei @) obtinem, in fine :

1

A% = —— = prin "notatie” =7 (3.17)
Astfel 3.16 devine acum :
A% = A%, = _772 = _U’_c%/ (3.18)

In general A%, V «, 8 = 1,2,3 nu sint unice, deoarece, de exemplu daca A%z ”duce”
prin schimbarea sistemului de referinta, o particula din repaus la viteza # atunci tot aga
face si A R’, unde R’, este o rotatie tridimensionald oarecare.

O varianta convenabila ar putea fi :

o 1
A% = Gop + —2 ( - 1) (3.19)

u? 1 _ v
C2

Vom dezvolta, in cele ce urmeaza un caz particular, pe care il vom folosi in paragraful
urmator pentru a deduce citeva consecinte cinematice simple ale transformarilor Lorentz.
Fie doua sisteme de referintd Oxyz si O'z'y’'z’ ca mai sus, dar sistemul mobil se misca de
data asta intr-un mod foarte particular : de-a lungul axei Oz a sistemului fix (vezi figura
alaturatd) deci @ = (u, 0, 0).
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Atunci vom avea consecutiv, din transformarea Lorentz 3.12, 2'* = A%;27 i cu formulele
de mai sus 3.17, 3.18 5i 3.19 :

U S R S B 1, _
i =2 =Nt =Nz —i—ZAam =
6]

U Ug, 1 a
51a+ U,2 ( _12_22 1)]32 =

- o

—ut z(1—4/1 2—;) xr—u-t
e T e T
2 2 2
33’2:3/:2/ : B = —

0 _ . g A0 G _ AO0 .0 0 a_
2 =c-t' =Nz =Ny +2Aax =
o

c-t—%x
[&
U2
-~

In concluzie, am obtinut pentru cazul nostru particular, al sistemului mobil care
se migcd in lungul axei Oz a sistemului fix transformérile Lorentz (T'L,) in forma :

T —ut t— 5o
.TI = - ; yl =Yy ZI =z t, = 62u2 (320)
- e
gi transformarile inverse lor (TL,;!) in forma
z' + ut’ t'+ 52
= w2 ] Y= y, ;7 2= 4 ; t= - 2 (3'21)
) -

Acestea sunt binecunoscutele transformari Lorentz, folosite in multe carti (mai ales de
”popularizare” a teoriei relativititii). Reamintim c& ele sunt doar un caz particular al
trasformarilor Lorentz 3.12.

Se observa ca fiacind in relatiile 3.20 si 3.21 de mai sus u — 0, adici trecind la limita
pentru viteze mici, in comparatie cu viteza luminii in vid, din transformarile Lorentz
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obtinem transformarile Galilei (3.1) (evident radicalul se aproximeaza cu 1 iar raportul
% se neglijeaza). Aceasta ne conduce la concluzia cd mecanica relativista, pe care o
construim pornind de la transformarile Lorentz, are ca limita, pentru viteze mici,
mecanica newtoniana.

In plus uneori se mai folosegte o forma la limita a transformarilor Lorentz care pentru
partea spatiala (z, y si z) sunt identice cu transformarile Galilei, iar la transformarea
timpului termenul % nu se neglijeaza deoarece el este inmultit cu z (sau 2') ; deci avem

uneori transformarile aproximative :
U
=xz—-ut ; y=y ; =2 ; t'=t——=x

sau transformarea inversa

u
v=a+ut' ; y=vy ; 2=7 ; t=t'—|—c—2:c'

Ce inseamna viteze mici in comparatie cu viteza luminii in vid ? Reiese clar daca
amintim ca cele mai mari viteze terestre obtinute de tehnologia umana pentru deplasarea
corpurilor macroscopice nu trec de 15 km/s : de 10 ori viteza sunetului in aer este 3,4
km/s, prima viteza cosmica 7,8 km/s, a doua viteza cosmica este aprox. 11,2 km/s,
etc. pe cind viteza luminii in vid este de ... 300000 km/s. Dar particulele elemetare,
ca electronii, protonii sau neutronii pot fi accelerati, destul de usor din punct de vedere
tehnic pind la viteze de 30000...100000 km /s sau chiar mai mult. In concluzie mecanica
newtoniana este foarte buna si exactda pentru studiul miscarilor corpurilor macroscopice
in conditii terestre, domeniul de aplicare al mecanicii relativiste fiind mai ales cel al
particulelor atomice gi subatomice. Un alt domeniu de aplicare ale mecanicii relativiste
este in cadrul teoriilor, implicind o regiune intinsa din universul nostru cunoscut, aga zisa
"structura larga a spatiu-timpului” unde pot aparea sisteme macroscopice cu viteze foarte
mari (sisteme stelare cu mase foarte mari, ” black-holes”, galaxii, etc). Aici insd structura
minkowskiand a spatiu-timpului nu mai este potrivita (decit local) necesitind descrierea
sa cu ajutorul notiunii de varietate diferentiabila - spatiul-timp curb.

3.4 Cinematica relativista si cauzalitatea in spatiul-
timp Minkowski

Vom deduce pentru inceput citeva consecinte cinematice simple ale transformarilor Lorentz,
folosind forma lor particulara, 3.20 gi 3.21 dedusa in paragraful anterior.

In primul rind si remarcdm ci dacd u > ¢, transformirile devin complexe (adica
implicd numere complexe) lucru care ar complica extrem de mult interpretarea lor fizica.
Ca atare sintem determinati a concluziona ca natura nu permite viteze mai mari decit
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viteza luminii in vid. Aceasta concluzie va fi intarita gi de consecintele, pe care le vom
deduce mai jos ale legii de compunere a vitezelor derivata din transformarile Lorentz.
Astfel, observind cd v, = dv/dt, v, = dy/dt, v, = dz/dt si v, = da'/dt', v; = dy'/dt,
v, = dz'/dt’ §i diferentiind relatiile 3.20 si 3.21 avem , dup4 citeva calcule elemntare :

! ! !
Vg = & tu/ 7 Uy = ’UYZ ! v Uz = Uzu ! (322)
1+C—2’Um 1+c—2'l)x 1+c_2U1‘
Vp — U v U,
vilv = 1 U ) U::j = 1 yu ? [U; = 1 u (3'23)
— 2l — 2l ~ 2l

unde U este viteza sistemului de referinta inertial mobil fata de cel fix.

Acestea sunt relatiile de ”compunere” a vitezelor relativiste. Subliniem ca ele sint
valabile numai pentru cazul foarte particular al sistemului de referinta mobil
O'z'y'Z in migcare in lungul axei Oz a sistemului inertial fix Ozyz adicd @ =
(u,0,0). O lege de transformare a vitezelor mai generald se poate deduce doar folosind
transformirile Lorentz generale 3.12 (eventual 3.17 - 3.19). L&sdm aceasta in seama
cititorului. Noi vom deduce citeva concluzii cinematice importante gi din acestea de mai
Sus.

In primul rind se vede ca la limita newtoniana, pentru viteze foarte mici ale sistemului
mobil in comparatie cu viteza luminii in vid (u << ¢) radicalii din relatiile de mai sus se
pot aproxima cu 1, iar raportul % se neglijeaza si obtinem :

! . I
y vz_vz

Vg =Up+U ; Uy =0
adica transformarile Galilei ale vitezelor pentru cazul nostru particular. Deci, din nou
limita nerelativista ne duce la mecanica newtoniana.

Uneori raportul % nu se neglijeazd, obtinindu-se, dupd dezvoltari in serie corespunza-
toare si citeva calcule elementare, relatiile de transformare a vitezelor in prima aproximatie
a vitezelor mici :

12
S 1 T . ! ! Iu . ! ! Iu
Vpy =7, +U T2 ; vy—vy—vwvyg ; vz—vz—vwvzg
sau, vectorial :
.. — 1 — =\ =
U= +1U— — (40)7
c

Inainte de a incerca constructia cuadridimensionald a cinematicii relativiste prin de-
finirea cuadrivitezei si cuadriacceleratiei vom mai studia citeva consecinte cinematice ale
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transformirilor Lorentz. Astfel fie o bara (vezi figura alituratd) agezatd in repaus, in
sistemul mobil O'z'y'z’ paralel cu axa Ozx.

Atunci coordonatele capetelor barei In sistemul mobil sint z si zf, iar lungimea ei in
sistemul mobil Az’ = zf, — 2. Un observator din sistemul fix Ozyz vede aceastd bard
avind lungimea Ax = x5, — x; unde z; si x5 sunt coordonatele capetelor barei vazute de
observatorul din sistemul fix. Dar folosind transformarea pentru z’ din 3.20 avem :

si deoarece observatorul privegte simultan capetele barei avem t, = 1 si deci At = 0 adica
avem 1n final:

adica Az < Az'. Observatorul din sistemul fix vede bara mobila (antrenata in miscarea
sistemului mobil) mai scurta.

Absolut similar, daca bara ar fi agezata in repaus in sistemul fix paralel cu axa Oz si
este masurata de un observator aflat in sistemul mobil O'z'y’z’' acesta va vedea din nou
bara mai scurtd deoarece acum (din transformarile 3.21) avem :

Fenomenul poarta numele de contractia relativista a lungimilor. Se vede ca bara
are lungimea maxima in sistemul de referinta in care ea este in repaus.

Sistemul de referintd in care un corp (particuld) este in repaus se numegte sistem
propriu. Deci corpul nostru (bara) are lungimea maxima in sistemul de referinta propriu.

Revenind la cele doua sisteme de referintd de mai sus consideram doua evenimente
(adicd doua puncte din spatiul-timp Minkowski) care in sistemul de referintd mobil
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O'z'y'Z" - vezi figura de mai jos - au loc in acelasi loc (se zice ”coincid”) adica =} = x5,
yh = vy §i 21 = 2z dar la momente diferite adica ¢} # ¢,. Atunci intervalul de timp intre
cele doud evenimente in sistemul fix Oxyz adica At = to — t; va fi legat de intervalul de
timp din sistemul mobil At = t, — ¢, prin relatia:

AI
A= 2T

adica avem At > At'. Similar se obtine ca intervalul de timp intre doud evenimente care
coincid in sistemul fix masurat din sistemul mobil este mai mare decit cel din sistemul
fix. Fenomenul acesta se numeste dilatarea timpului.

Se numeste timp propriu timpul masurat in sistemul de referinta propriu al unui
mobil (de ex. o particuld). Din motive de compatibilitate a diferitelor definitii in cele
ce urmeaza noi vom denumi timp propriu intervalul corespunzitor timpului propriu,
adica, conform relatiei de mai sus

2
dr = dspr = cdt’ = cdty[1 - 2—2 = y/dz;dz’ (3.24)

daca particula are viteza v.

Conform celor prezentate mai sus, un ceas in migcare fata de un observator este mai
lent decit unul in repaus fata de observator. Cele mai “fundamentale” ceasuri de care
dispunem sint particulele elementare instabile. Fiecare tip de astfel de particula aflata
in repaus se descompune in altele dupd un anumit timp bine definit (masurabil), numit
timp de viata care nu este alterat de cimpurile exterioare (in afard ce cele nucleare care
produc transformari binecunoscute). Deci o particula cu timpul de viata propriu 7 aflata
in repaus in SRI (propriu) O'z'y’'2't’ va avea timpul de viatd 7 in “sistemul laboratorului”
Ozxyzt

To
T=—F]—7—=2>T
_ 2

c2
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adica, particula vazuta din sistemul laboratorului “traiegte” mai mult decit in sistemul
propriu.

Dilatarea timpului s-a observat pentru prima data la mezonii x4 produsi in atmosfera
(sub actiunea razelor cosmice) la o inaltime de cca. 20 Km. Deoarece energia lor este
astfel incit viteza lor e foarte mare (apropiata de viteza luminii in vid) si timpul lor de
viatd propriu este 75 ~ 2,2 - 107% secunde pini la descompunerea lor ei n-ar parcurge
decit cel mult cry =~ 0,66 Km si deci n-ar fi detectabili la suprafata pamintului. Totusi o
mare parte din aceste particule ajung pe sol, deci avem de-a face in mod clar cu un factor
de dilatare a timpului de 10 ori sau mai mare (Tema : a se calcula efectiv 7 in sistemul
laboratorului §i proportia de particule ce ajung pe sol din cel initial).

Experimente cu dilatarea timpului se pot face gi in laborator. De exemplu un astfel de
experiment (descris in Durbin, Loar, Haven, Phys.Rev., 88, 179, 1952) consta in studiul
numarului de mezoni 7 incarcati care se dezintegreaza in zbor pe unitatea de lungime in
functie de distanta de la locul de producere. Timpul de viata propriu al acestor particule
este 7o = 2,56 - 1078 secunde si ei sint produsi cu viteza v ~ 0, 75¢. Numairul de mezoni
descompusi pe unitatea de lungime respecta legea dezintegrarii : N(z) = Nye */* unde A
este drumul liber gi x distanta de la sursa. A ~ 8,5+ 0,6 m, A = v7 de unde timpul de
viatd 7 = 3,84+0,3- 1078 secunde, deci 7/79 = 1,5+0, 1 iar din formula de mai sus avem
tot 7/70 = 1,51.

In proiectarea si calculul experimentelor de fizica nucleara astfel de estimari sint
folosite in mod curent. Astfel orice experiment de fizicd nucleard (si sint mii, zeci de
mii de astfel de experimente) se pot constitui ca experimente de verificare a consecintelor
teoriei relativitatii speciale.

Este evident ca timpul propriu, aga cum l-am definit mai sus este invariant la trans-
formarile Lorentz (este interval !!). De aceea il putem folosi pentru definitia cuadrivec-
torului vitezd sau cuadrivitezei. (Nu putem scrie pur si simplu v* = dz®/dt deoarece dt
nu este invariant la schimbarea SRI). Vom avea deci :

dz’ dzx;
= sau v, = —
dr odr
unde d7 este timpul propriu al particulei care se deplaseaza cu viteza v fata de sistemul
Y 2
fix, adica dr = cdty/1 — 7.
Folosind definitia timpului propriu de mai sus, rezulta ca cuadriviteza are componen-

tele :
i _ 1 U o 1 —U
v—(\/_z_z,c\/_z_z) sau v <\/—Z—§’c\/—2—z> (3.26)

Se poate observa ca cuadriviteza este adimensionala si deoarece patratul intervalului
este ds? = dr;dx’ rezultd ci v;v' = 1 (relatie ce se poate verifica si direct din componentele
cuadrivitezei obtinute mai sus). Adica cuadriviteza este cuadrivector cu lungime unitatea.

Ui

(3.25)
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Similar cuadrivitezei se poate defini gi cuadriacceleratia, adica :

(3
a' = v (3.27)
dr
pentru care se poate verifica relatia v;a* = 0.

Vom face acum citeva consideratii asupra structurii cauzale a universului Minkowski,
aga cum apare ea in lumina celor prezentate pina aici despre transformarile Lorentz si
consecintele lor.

Fie doud evenimente (z1,y1,21,%1) $i (%2, Y2, 20,t2) In sistemul fix Ozyz. Se pune
intrebarea : in ce conditii existd un SRI mobil (fie acesta O'z'y’z’) in care cele doud
evenimente sa coincida ? Raspunsul il putem afla daca folosim faptul ca intervalul dintre

cele doud evenimente este invariant, adicd As;y; = As, deci
2 A 42 2 _ 242

unde Aayp = ag — a; §i A2y, = Ax?y + Aydy + N22,.

Deci, raspunsul la intrebarea de mai sus este afirmativ daca patratul intervalului dintre
cele doud evenimente este, initial, strict pozitiv adica intervalul din sistemul fix este
real. Un astfel de interval (real, cu pétratul pozitiv) intre doud evenimente se numeste
temporal. Se vede ci intervalul este temporal dacid c2At? > Al? sau, infinitezimal
cdt? > di?.

Ne punem acum intrebarea in ce conditii s-ar gasi un SRI astfel incit evenimentele de
mai sus sa fie simultane, adicd At}, = 0. Atunci rationind ca mai sus avem :

A, — A2, = —Alll <0

Deci evenimentele pot deveni simultane daca intervalul dintre ele este complex (sau
patratul intervalului este negativ). Un astfel de interval se numeste spatial. Deci inter-
valul dintre cele dou# evenimente este spatial dacd c2dt? < di?.

Daca cele doua evenimente pot fi unite printr-o raza de lumina (care se propaga cu
viteza c) atunci intervalul dintre cele doud evenimente este nul, adicd ¢*dt? = di?.

Toate aceste concluzii de mai sus se pot sintetiza intr-o figura plana care va reprezenta
spatiul-timp Minkowski, in care vom considera doar o singura coordonata spatiala, x si
coordonata temporald ct = z° (vezi figura alituratd). Vom considera unul din cele doui
puncte de mai sus chiar originea sistemului, O.
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In aceast situatie toate punctele din spatiu-timp sunt impartite in trei regiuni :

- punctele situate intre cele doua bisectoare in spatiul de deasupra gi dedesubtul originii
(care de fapt sunt situate in interiorul unui con tridimensional cind avem toate cele trei
coordonate spatiale), pentru care intervalul intre ele si origine este temporal, si, deoarece
cdt > dl, sau ¢ > v = dl/dt ele putind fi unite cu originea (sau originea cu ele pentru
ct < 0) prin semnale cu viteze mai mici decit viteza luminii in vid (adicd semnale posibile
fizic). Punctele situate in ¢t < 0 se zic in trecutul punctului O iar cele pentru ct > 0 se
zic in viitorul punctului O.

- punctele situate pe bisectoarele unghiurilor drepte (de fapt pe un con tridimensional
in cazul general), care pot fi unite cu originea printr-un semnal luminos, deoarece cdt = dl
§i ¢ = v = dl/dt, adica intervalul lor cu originea este nul. Multimea acestor puncte
formeaza asa numitul con luminos.

- punctele situate sub bisectoare, adica in afara conului luminos, intre care si origine
exista intervale spatiale gi care nu se pot lega de origine prin semnale posibile fizic, deoarece
acestea ar trebui si fie tahionice adica sa se propage mai repede decit viteza luminii in
vid (edt < dl, deci ¢ < v = dl/dt).

Analiza de mai sus se poate repeta oriunde in spatiu-timp, mutind originea sistemului
in punctul unde vrem sa studiem structura cauzald, prin construirea conului luminos
corespunzator.

In concluzie nu toate punctele din spatiu timp pot fi legate cauzal plecind dintr-un
anumit punct : numai punctele situate pe gi in interiorul conului luminos avind virful in
punctul dat pot fi legate cauzal de acesta. Aceasta este structura cauzald a modelului de
univers dat de spatiu-timpul Minkowski.

In incheiere si mai facem citeva considerente asupra timpului propriu al particulelor
descrise in spatiu-timp.

Sa observam intii ca ”traiectoria” unui punct aflat in migcare se reprezinta printr-o
aga numita linie de univers. De exemplu linia de univers a unui punct aflat in repaus
este o dreapta paralela cu axa ct a sistemului. Oricum, punctele liniei de univers trebuie
sa fie in interiorul conului luminos construit plecind din punctul de start al mobilului.
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Integrala % f;’ dr = f;’ dt\/1 — ‘c’—z este timpul indicat de un ceas daca integrala se
extinde pe linia de univers a ceasului (care poate fi §i mobil). Daca ceasul e in repaus
linia sa de univers este, dupa cum am aratat mai sus, o dreapta paralela cu axa ct. Dar
timpul indicat de ceasul in repaus este mai mare decit cel al ceasului mobil. Se deduce
astfel ca integrala [ (f dt luata intre doua puncte de univers date atinge valoarea sa maxima

daca este calculata pe dreapta de univers intre cele doua puncte.

3.5 Tensorii si calculul tensorial pe spatiul-timp Min-
kowski

Inainte de orice si reamintim citeva notiuni de calcul tensorial. Fie LE(E,,...,Ey, F)
spatiul aplicatiilor multiliniare de la produsul cartezian E; X ... X E} in F. Cazuri par-
ticulare des folosite vor fi L(E,R) notat cu E* (spatiul dual lui F) si L(E*,R) = E**.
Dac (e, ..., €,) este 0 bazd ordonata in E, atunci existd o bazs ordonatd in E*,(a', ...,a")
duala celei din E astfel incit o (e;) = 6] si pentru orice e € FE avem e = o*(e)e; si pentru
orice formd o € E* avem a = a(e;)a’.

Putem realiza o aplicatie de la E la E** asociind tuturor elementelor e € F un
e € E* dat de e™(a) = a(e). Deoarece E are dimensiune finitd aplicatia e — e**
este un izomorfism gi deci E gi E** sunt izomorfe (E ~ E**). Pentru spatiul vectorial E,
definim T7(E) = L"™"*(E*, ...de r-ori..., E*, F,...de s-ori..., E,R). Elementele din T7(FE)
se zic tensori pe E, de r ori contravarianti si de s ori covarianti. Fie t; € T7!}(F) si
ty € T12(E); definim produsul tensorial ¢ ® t, € 15,73, (E) prin

tl ® tQ(ﬂla sty /67"1’,71’ teey '7”’ fla LAES) f817gl7 LS 982) =

tl(/Bla (KRS ) ﬂrla fla (EES) fSI)tQ(fyl’ seey 7r21 g1, .- 952)

unde 3,77 € E* si fj,9; € E. Se poate observa ci pe T7(E) se poate induce, in
mod natural o structurd de spatiu vectorial gi dacd dim(F) = n atunci dimensiunea lui
Tr'(E) = n""*, o bazd obtinindu-se prin produsul tensorial al bazelor din E-uri. Cu
notatiile i baza aleasa mai sus, componentele lui ¢t € 77 (E) sunt

il = (@, ., A ey, €,

Exista trei tipuri speciale de tensori care se folosesc foarte des : delta Kroenecker
(notat cu § € T} (E) asociat identititii I € L(E, E) prin izomorfismul 7} (E) ~ L(E, E)
prin §(a,e) = a(e) cu e € F si a € E* avind componentele, in orice bazi, §¥), produsul
interior (de exemplu i, : T} (E) — T3 (E) cu i.(t)() = t(a, e) pentru e € E), contractia
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(de exemplu tr : T} (E) — R unde tr(t) este urma aplicatiei liniare asociate lui ¢ prin
izomorfismul T} (F) ~ L(E, E)).

Pentru a definitiva constructia spatiu-timpului Minkowski (pe care il vom nota pentru
simplitate cu M* in cele ce urmeazi), prin introducerea calculului tensorial pe acest spatiu,
sa remarcam intli ca acesta este un spatiu vectorial pseudo-euclidian, deoarece distanta
intre doud puncte din acest spatiu este ds = /c2dt? — dz? — dy? — dz? (i distanta dintre
un punct si origine este deci s = v/ct? — 22 — y2 — 22 unde z, y, z si ct - sau 2°, 2!, 2% si 23
- sunt coordonatele punctului). Pentru a justifica complet denumirea de mai sus trebuie
definiti vectorii (mai precis cuadrivectorii). Dar un astfel de cuadrivector exista deja : 4-
vectorul de pozitie al unui punct cu componentele mai sus enumerate. Dar componentele
acestui cuadrivector se transforma conform transformarilor Lorentz 3.12 la schimbarea
sistemului de referintd, adicd 2’ = A%;z?. Atunci vom defini cuadrivectorii astfel :

Definitie - Se numeste cuadrivector orice mdrime V* cu patru componente definite
pe M* care se transformd la transformdrile Lorentz ca $i componentele cuadrivectorului
de pozitie, adica :

V't = AijVj (3.28)
De fapt definitia de mai sus nu este tocmai completa : din punct de vedere matematic
mai trebuie si precizdm c& 4-vectorul este o aplicatie liniard din L'(M*,R) in spiritul
notatiilor de mai sus, V7 fiind un numir real pentru toti j = 0,1,2,3. Atunci putem
defini suma (si combinatia liniard) a doi sau mai multi vectori, definiti in acelagi punct
din M*, produsul cu un scalar, produsul direct (”tensorial”) adica produsul valorilor din
R al celor doi sau mai multi vectori. Rezultd ci multimea 4-vectorilor pe M* este un
spatiu vectorial pe care il vom nota cu V*, avind dimensiunea 4. Uneori se identifici
acest spatiu vectorial chiar cu M*. Noi nu vom insista asupra acestui fapt, deoarece in
relativitatea generald M* este o varietate diferentiabild (”spatiu-timp curb”) modelati cu
R* si are ca spatiu tangent in fiecare punct un spatiu vectorial de tip Minkowski, pe care
se definesc 4-vectori. Aceasta constructie se face in relativitatea generalda pentru a avea
structura cauzala Minkowski gi toata relativitatea restrinsa valabila in fiecare punct din
spatiu-timp, deci local. In cazul nostru particular, deci in relativitatea restrinsa, unde
varietatea M* este chiar spatiul Minkowski, varietatea tangenti si M* coincid. Vom face
totusi distinctia intre ele pentru a pregati terenul pentru relativitatea generala.
Componentele covariante ale unui cuadrivector, notate V;, se transforma similar, adica

V! = A (3.29)

J

relatie cu care putem introduce ”lungimea” 4-vectorului V* ca produsul, invariant la
transformarile Lorentz al componentelor covariante contractate cu cel contravariante,
adica V*'V;. Invarianta acestui scalar rezulta din relatiile de mai sus, si anume :

V'OVl = A%GACVV, = A% AL guag™ VPV = g™ VPV = VEV,
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De fapt, componentele covariante ale 4-vectorilor nu sunt vectori ei fiind aplicatii liniare
ale spatiului vectorial V4, al 4-vectorilor (prezentat mai sus) pe R, fiind deci 1-forme, adici
elemente al spatiului dual V* *. Putem deci lua relatia 3.29 ca definitie a acestor 1-forme
dar cum existd izomorfismul (evident din cele prezentate in introducerea de la inceputul
acestui paragraf) intre V* si dualul situ V** noi vom folosi in continuare denumirea de
”componente co- §i contravariante” ale aceluiasi obiect, cuadrivectorul.

Sa remarcam ca avem, in constructia inceputa in paragrafele anteriare o pereche de
marimi care formeaza in mod natural (si evident) componentele co- si contravariante ale
unui 4-vector in spatiu-timp Minkowski : 4-derivatele partiale, 0;. Astfel avem :

5 — o oz’ 0 _ Aty
“T 9g'e 9xledzd 4
unde am folosit inversa relatiei 3.12 diferentiatd. Am obtinut exact transformarea 3.29,
deci avem de-a face cu componentele covariante ale unui 4-vector. La fel se procedeaza si
pentru 7.

Aceasta observatie ne va folosi pentru ”descoperirea” ca veritabili cuadrivectori si a
altor marimi, pe care pina acum le-am denumit asa fara o justificare matematica precisa.

Dar pini la acest scop si mai facem citeva remarci asupra calculului tensorial pe M*.
Astfel avem (atragem atentia asupra notatiilor din introducerea la acest paragraf) :

Definitie - Se numeste J-tensor orice aplicatie din TT(V*) ale cdrui componente intr-o
baza canonica se transforma, fiecare ca $i componentele unui cuadrivector.

Astfel, de exemplu pentru un tensor din Ty (V'*) ale cirui componente sunt notate cu
T;, avem legea de transformare :

T abc = AadAbeAchdef

In acest fel, cu aceastd definitie am cigtigat un important instrument de calcul pe
M*: calculul tensorial. Multimea tensorilor formeazs un spatiu vectorial, pe care avem
definite i anume : suma (si combinatia liniard) a doi sau mai multi vectori, produsul
direct, tensorial al tensorilor, contractia (de exemplu : CT, = T}) si mai important,
diferentierea intr-un punct de pe M* si pe tot spatiul, operatie care permite compararea
tensorilor intr-un punct.

Revenind, in finalul acestui paragraf la electrodinamica abia in acest moment vom
putea releva importanta formalismului cuadridimensional pe care l-am introdus pentru
scrierea legilor electrodinamicii. Se releva ca aceasta forma indica respectarea de catre
electrodinamica a unui principiu, care a fost enuntat in primul capitol : principiul re-
lativitatii care afirma invarianta legilor electromagnetismului la schimbarea sis-
temului de referinta inertial adica invarianta la transformarile Lorentz a legilor
electrodinamicii. Numai forma cuadridimensionala a acestor legi arata ci acest prin-
cipiu este respectat. Aceasta se va realiza in felul descris in rindurile urmatoare.
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Pornind de la postulatul invariantei diferitelor legi ale electrodinamicii (scrise in forma
4-dimensionald) la trasformarile Lorentz si folosind faptul ca 4-derivata partiald este in
mod natural un cuadrivector se vede ca diferitele marimi definite in capitolul 2 sunt
veritabili cuadrivectori. Astfel punind conditia ca ecuatia de continuitate 9;5° = 0 s fie
invariantd la transformérile Lorentz, adici 95’ * = 0xj* = 0 giisim, dupi folosirea legii de
transformare a 4-derivatei partiale de mai sus, ca legea de transformare a 4-curentului este
j' ¥ = AF;5, adici o transformare care aratd cd j¢ este un veritabil cuadrivector. La fel se
procedeaza cu toate celelalte ecuatii ale electrodinamicii : ecuatiile Maxwell, etalonarea
Lorentz, ecuatiile undelor electromagnetice, etc. Lasam cititorului ca un exercitiu util si
interesant efectuarea tuturor acestor calcule.

In concluzie, in mod natural, electrodinamica este invariant la transformérile Lorentz,
ceea ce s-a vazut cel mai bine in forma ei cuadridimensionala. De aceea aceasta forma a
electrodinamicii se numeste covarianta.

3.6 Elemente de dinamica relativista

Vom aborda studiul migcarii relativiste a particulelor materiale folosind principiul mi-
nimei actiuni, adicd vom postula ca exista o integrala S, numita actiune, pentru
orice sistem mecanic, care are un minim pentru migcarea efectiva a sistemului,
adica ecuatiile de migcare se pot obtine punind conditia 65 = 0.

Vom defini, in cele ce urmeaza actiunea unei particule libere, adica o particula
materiala asupra careia nu actioneaza nici o forta.

E lesne de inteles ca integrala actiunii, fiind scalar nu trebuie sa depinda de sistemul
inertial de referinta deci ea trebuie sa fie Lorentz invarianta. Trebuie sa contina doar
diferentiale de ordinul I (ecuatiile de migcare vor avea doar diferentiale de ordinul II).
Singurul scalar ”candidat” la aceastd functie (de actiune) este intervalul, mai precis in-
tervalul de timp propriu dr (sau pe scurt ”timp propriu”) al particulei noastre libere,
integrat intre doud pozitii a (la timpul ;) si b (la timpul ¢5) de-a lungul liniei de univers
a particulei, adica :

S:—a/ade

unde constanta o > 0, deoarece am aratat in paragrafele anterioare ca f; este maxima
pe linia de univers a particulei si actiunea S trebuie sia aiba un minim. Scriind ca

2 ~ . .
dr = cdty/1 — % avem in relatia de mai sus

t2 2 t2
S=-[Taq1-Sdt= [ Lat
t1 & t1
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unde lagrangianul L este deci :

Mecanica relativista pe care noi o construim aici, trebuie sa aiba ca limita nerelativista
(adicd limita pentru viteze mici ale particulelor in comparatie cu viteza luminii in vid)
mecanica newtoniana. Deci lagrangianul de mai sus trebuie si fie egal, la limita nerelati-
vista cu lagrangianul newtonian al particulei libere, adica cu mT”2 Dar dezvoltind in serie
radicalul din relatia de mai sus, avem

mu?

L=—=1Im
2 v<<c

de unde, neglijind constanta —ac (o constanta adiugatda lagrangianului nu modifica
ecuatiile de migcare ale sistemului descris de acel lagrangian) putem identifica :

o =1mc

si deci lagrangianul si actiunea particulei libere devin :

2 t t 2
L=-m1-%L . s=[ Lit=— [ mf1-Lat (3.30)
c? t t1 c?

Vom reaminti cd, in mecanica analiticd componentele vectorului impuls (tridimen-
sional) se obtin derivind lagrangianul in raport cu componentele respective ale vitezei,

adica, formal p'= % cu care obtinem impulsul particulei libere in forma :

P=mgl = ——— (3.31)

unde am notat cu my masa dinamica a particulei, adica

_m
Si-g

Deoarece daca particula e in repaus, my = m, masa m se zice si masa de repaus
a particulei. Fenomenul poarta numele de variatie a masei cu viteza, si se verifica
experimental in experientele cu particule elementare (care pot fi accelerate pina la viteze
suficient de mari ca acest fenomem sa fie observabil); de altfel, pentru electroni el a fost pus
in evidenta in experimente de tip Thompson, cu fascicule electronice deviate in cimpuri
electormagnetice inca inainte de aparitia TRS a lui Einstein, de catre FitzGerald in 1892.

(3.32)

mg =
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Relatia de mai sus evidentiaza, din nou imposibilitatea depagirii vitezei luminii in vid,
pentru corpurile masive, deoarece ar trebui ca atunci mgy sa fie un numar complex. In
cazul fotonilor, unde v = ¢, numitorul relatiei de mai sus se anuleaza si deci masa de
repaus a fotonilor este nula. Acelagi lucru este si cu neutrinii, care se propaga tot cu c.
De fapt, cercetari recente in fizica particulelor elementare au aratat ca nici fotonul, nici
neutrinul nu au masa de repaus exact nula, ci foarte mica (e drept), dar diferitd de 0 (de
ordinul a citiva eV) adicd nici aceste particule nu se deplaseazi exact cu ¢, ci cu viteze
putin mai mici.

Energia particulei se calculeaza, din lagrangian prin £ = pv — L, de unde dupa calcule
elementare, folosind 3.30 gi 3.31 avem expresia relativista a energiei particulei libere :

mc?

Si-g

Se vede ca la limita nerelativista energia din relatia de mai sus devine :

E =myc* = (3.33)

muv?

Er~md+—
2
care este, pind la constanta mc?, expresia newtonian# a energiei unei particule libere, de
fapt in acest caz chiar energia ei cinetica. Pornind de la acest fapt putem enunta acum
definitia relativista a energiei cinetice :

E.=FE — Ey = myc® — mc? (3.34)

adica diferenta intre energia dinamica a particulei aflate in migcare si energia de repaus
Ey = mc.
Ridicind la patrat relatiile 3.33 si 3.31 ale energiei i, respectiv impulsului particulei
libere si eliminind viteza @' intre cele doua relatii astfel obtinute, avem :
E? 2 2 2
Daca reamintim ca hamiltonianul unui sistem este expresia energiei sale in functie de
impulsul sistemului, atunci relatia de mai sus reprezinta chiar hamiltonianul particulei

libere, adica :
H = cy/p? + m?c? (3.36)
avind expresia nerelativista, pentru v << c :

2
’H,zmc2+p—
2m



CAP. 3. TEORIA RELATIVITATII RESTRINSE 64

Tot o relatie foarte utila obtinem gi dacd, intre relatiile energiei gi impulsului particulei,
de mai sus, eliminam masa particulei, obtinind :
g=10 (3.37)
c
Daca aplicam relatia de mai sus fotomului (unde v = ¢) rezultd cd impulsul fotonului
devine, ca marime, p = %, relatie verificata experimental inainte de aparitia TRS a lui
Einstein, in experimente de fotometrie.

Tot ce am prezentat in rindurile anterioare constituie dinamica relativista a particu-
lei libere, dar prezinta inconvenientul formei tridimensionale avind ca efect dificultati in
evidentierea caracterului covariant al legilor respective. De aceea vom aborda in cele ce
urmeaza dinamica particulei libere folosind in mod sistematic formalismul cuadridimen-
sional. Pentru aceasta vom folosi tot actiunea din 3.30. Observind ci dr = v/dx;dx* avem
pentru o variatie a actiunii :

b d;6dx’

b
0S = —mcé/ dr = —mc/
a a dT

b
= —mc / v;do T
a
unde am folosit faptul ci ddz;dz’ = dx;ddx’ si ddx* = déx'. Cu v; am notat cuadriviteza
particulei. Integrind relatia de mai sus prin parti avem :
i b b . dy;
0SS = —mev;ox’ |, —|—mc/ dz'——dr (3.38)
a dr
In continuare relatia 3.38 de mai sus se poate folosi in mod diferit, in functie de scopul
urmarit. Daca vrem sa obtinem ecuatia de migcare a particulei, vom alege, cu principiul
minimei actiuni acel drum dintre cele doua puncte de pe linia de univers a particulei,
notate generic a gi b, care corespunde migcarii reale a particulei. Pentru aceasta vom pre-
supune ca toate drumurile incep si se termina in aceleagi doua puncte, deci avem o variatie
cu capete fixe a actiunii. Aceasta inseamnd cd dz° |,= dz° |,= 0 si deci primul termen
din 3.38 se anuleaza si din conditia de minim a actiunii S = 0 se anuleaza si termenul
al doilea deci avem ecuatia de miscare a particulei libere “é—”j = 0 adica cuadriacceleratia
particulei se anuleaza (ea fiind libera !!).

Se poate insa exploata relatia 3.38 gi altfel, in scopul obtinerii variatiei actiunii in
functie de coordonate. Atunci insd doar unul dintre capete este ”fixat” (fie acesta punctul
a, adicil 0z |,= 0) celilalt realizind ”variatia” coordonatelor (adicd dz* [, 0). In acest
caz insi se presupune valabila ecuatia de migcare a sistemului (adici la noi a; = 0) avind
ca efect anularea termenului al doilea din 3.38 - cel cu integrala. Atunci variatia actiunii
ramine doar termenul intii estimat in punctul b, adicd (fara indicarea punctului generic
b) :

§S = —mev;dz’ (3.39)
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Rezultatul precedent ne folosegte pentru a defini, ca in mecanica analitica, 4-impulsul
particulei noastre ca fiind:

B oS
oz’

pi =
cu care obtinem expresia covarianta a 4-impulsului in forma :
_ i i
pi =mcv; sau  p' = mcu (3.40)

Cuadriimpulsul definit mai sus are deci o expresie corecta, fiind, in mod evident un
cuadrivector veritabil (este proportional cu cuadrivectorul viteza si deci se transforma la
schimbarea SRI ca p* ' = A*;p’) avind componentele (obtinute din cele ale cuadrivitezei) :

N E - . E —
p' = (—,p) i opi= (—, —p> (3.41)
C C

Se vede deci ca notiunea 4-dimensionald de 4-impuls ”unifica” notiunea de impuls
cu cea de energie, confirmind incd odatd (dacd mai era necesar) rolul formalismului 4-
dimensional construit pina acum.

In plus din relatia v;v* = 1 avem, pentru 4-impulsul particulei libere relatia :

pip' = m*c? (3.42)

pe care daca o transcriem dezvoltind sumarea si folosind componentele cuadriimpulsului
de mai sus obtinem relatia 3.35 mai inainte obtinuta din considerente vectorial tridimen-
sionale.

In continuare, trecind la dinamica unei particule oarecare se poate defini cuadriforta,
ca fiind
dp' dvt f f
ar  Cdr 02\/1_2_;’0\/ _

c2

fi=

(3.43)

Se vede ca aceast nou cuadrivector mai sus definit folosegte, ca parte temporala a sa
notiunea de lucru mecanic (de fapt ”puterea”) efectuat de vectorul forta care formeaza
partea sa spatiala.

In incheierea acestei succinte expuneri despre mecanica relativista a punctului ma-
terial, vom prezenta citeva notiuni despre momentul cinetic. Dupa cum se stie, in
mecanica analiticA newtoniana izotropia spatiului manifestatd prin invarianta lagran-
gianului sistemelor mecanice la rotatii spatiale tridimensionale necesita introducerea no-
tiunii de moment cinetic gi are ca si consecinta conservarea acestuia pentru sistemele
izolate.
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Si in mecanica relativista se poate folosi aceeagi metoda pentru definirea 4-momentu-
lui cinetic ca o marime introdusa pentru a evidentia invarianta la rotatii in spatiu-timp.
Pentru aceasta fie o transformare in spatiu-timp

= 2t =1t 4 81t = 2t + 1, 00%

care este o rotatie 4-dimensional descrisi de coeficientii infinitezimali §Q%*. Dar punind
conditia de invarianta a lungimii cuadrivectorului de pozitie (sau a intervalului cu origi-
nea) z' 'z} = z¥x;, obtinem, neglijind termenii pitratici in coeficientii §Q* :

2k 60y =0
Dar produsul z‘z* fiind simetric si produsul (contractat) dintre un tensor simetric si
unul antisimetric fiind nul, oricare ar fi tensorii, avem antisimetria coeficientilor de rotatie,
adica 5sz = —591%

Pe de altd parte observind ca variatia actiunii in functie de coordonate este 3.39)
8S = —mecw;0z', unde putem inlocui dz° = z,6Q% avem in final :

Dar produsul p'z* are o parte simetrici (produsul ciireia cu coeficientii 6, se va
anula raminind doar partea sa antisimetrica, adica obtinem

0S8 = (591-;% (pia:’c —pkxi)

Putem, in acest moment defini 4-momentul cinetic al particulei ca fiind :

oS
Qi

Lk =2 = pFat — piak (3.44)

Observind ca vectorul moment cinetic tridimensional, definit prin clasica formula L=
7 X p are componentele L, = €,3,23p, componentele 4-monetului cinetic calculate cu
formula 3.44 de mai sus se pot scrie :

0 M, M, M,
0 L, —L,

-M, —L, 0

-M, L, —L, 0
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Este evident ca pentru un sistem de particule materiale 4-momentul cinetic total al
sistemului este L* = Y (x°p* — 2¥p?). Daci sistemul este izolat, atunci componentele mo-
mentului cinetic se conserva. Daca pentru componentele spatiale aceasta implica clasica
lege a conservirii momentului cinetic (tridimensional), conservarea componenetelor L%
inseamna :

— E —
E ctp — —r | = const.
c
Dar observind ca si energia totala >~ E a sistemului izolat se conserva atunci avem :

YLEF O, X
—ct = const.
Y E Y E
Daca definim centrul de masa al sistemului nostru ca fiind punctul avind vectorul
de pozitie :

=y

> FE
> FE
(definitia relativistd a centrului de masi care, dacid E = mc? in cazul nerelativist coincide

cu cea newtoniana) se obtine ca centrul de masa al sistemului nostru izolat are o miscare
rectilinie gi uniforma, adica

R=

ﬁ = const. + Vt

unde viteza V este

Sy

=zl
> FE
3.7 Curenti si densitati

Vom analiza, in acest paragraf problema descrierii unui sistem de particule (in repaus sau
in migcare) purtind sarcini electrice. Astfel pentru o sarcind ¢ punctiforma densitatea

de sarcind in punctul oarecare avind vectorul de pozitie 7, se scrie (dacid sarcina este
localizata in punctul cu vector de pozitie 7(t)) :

p(7,t) = ¢6°(7 — 7(t)) (3.45)

iar curentul este :

(7 — 7(1)) (3.46)
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In relatiile de mai sus 6% este functia ”delta-Dirac”, o distributie care are proprietatea ci,
pentru orice functie neteda f(7) :

[ @8 1) = 1)

iar in spatiul transformatelor Fourier are reprezentarea :

]_ P —
O = o5 [ T
In plus, mai avem [ &(z)dz = 1 i 6(azx) = %, pentru o constanta reald oarecare a. Mai
observam ca acesta distributie este definita pe spatiul real tridimensional, dar exista si o
varianta corespunzatoare cuadridimensionala.
Pentru un sistem de N particule relatiile 3.45 si 3.46 se pot generaliza astfel :

p(Fyt) = kz;l Q6> (F — 7 (t)) (3.47)

curentul fiind acum :

Z AL Z dr’“ (7 = 7(1)) (3.48)

Scopul urmarit de noi in cele ce urmeaza este de a construi marimi covariante cu care
sa descriem sistemele, adicd marimi care sa fie cuadrivectori sau cuadritensori care sa se
transforme corect (dupa transformaérile Lorentz) la schimbarea SRI. De aceea propunem
“unificarea” relatiilor 3.47 si 3.48 de mai sus intr-o marime cuadridimensionala care in
final si fie de fapt cuadrivectorul curent, j¢, al sistemului de particule. Aceasta va fi :

= Xk:/dikaii(Tk)54($ — xx(Tk)) (3.49)

unde integrarea in fiecare integrala se face dupa timpul propriu 7 al particulei ”k” in
lungul liniei sale de univers. In formula de mai sus z si z; simbolizeazi cuadrivectorul de
pozitie corespunzitor, cu componentele x* = (ct, ) si, respectiv % = (ctg, Tx(tx))-
Relatia de mai sus definegte in mod evident un cuadrivector, deoarece timpul propriu
dr, sarcina ¢ si functia delta-Dirac sunt invariante si deci marimea se transforma ca si
cuadriviteza vi. C& aceastd mirime este chiar cuadricurentul se verifici direct observind
ci se poate pune in forma j* = (p, 17) unde p i 7 sunt cele din relatiile 3.47 si 3.48 de mai

sus. Intr-adevir punind in relatia 3.49 de mai sus dry, = cdty/1 — Z—é, 6 (z — mp(m)) =



CAP. 3. TEORIA RELATIVITATII RESTRINSE 69

63(F — 7 (t))‘s(t ') (observind ci z° = ct) i inlocuind succesiv componentele 4-vitezei v’
(din 3.26) pentru ¢ = 0 §i ¢ = « obtinem, dupa integrarea dupa ) (care transorma toti ¢
in ¢ avind 6(¢ — ¢x)) expresiile din relatiile 3.47 i 3.48.

In plus mérimile P gl j (sau J' de mai sus respecta ecuatia de continuitate 0;7' = 0
(sau tridimensional Vj = _a_) Intr-adevir :

dz8 B dz B
:Z kdtka 5 8 (7 — ZQk dtka —6% (7 — (1)) =

unde am folosit relatia :

—— 037 — 7(t)) = —

5z &3 (7 — (1)) (3.50)

oy

Relatia 3.50 de mai sus se obtine prin derivarea reprezentarii in transformate Fourier
a functiei delta-Dirac odata dupa z“ i a doua oara dupa zj si compararea expresiilor
astfel obtinute.

Folosind aceste rezultate se pot imagina o serie de aplicatii in care sa intre forma
4-vectorului curent al sistemului. Vom ilustra aceasta cu exemplul calculului sarcinii
totale () dintr-un anumit domeniu. Aparent aceasta se poate calcula integrind j° pe acest
domeniu, adica

Dar aceasta expresie nu este manifest covarianta gi deci trebuie folosita cu precautie in
expresii tensoriale. Relatia corecta pentru sarcina totala este :

Q= [ d'zj'@)2,0(n;’)

unde 0(s) este functia ”treapta-Heaviside”, o distributie care este nula pentru s < 0 si
unitatea pentru s > 0. In plus avem 2 5:0(s) = d(s). Tot in relatia de mai sus 4-vectorul n;
are componentele n; = (1, 0,0, 0). Folosmd aceste proprietati lasam cititorului sarcina de
a arata ca cele doua expresii ale lui () de mai sus sunt identice. A doua insa are avantajul
de a fi manifest covarianta, mai precis este invarianta la transformarile Lorentz fiind un
4-scalar.

In cele ce urmeazi vom introduce tensorul energie-impuls al unui sistem de par-
ticule incarcate. De data aceasta vom proceda invers, definind intii forma covarianta
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cuadridimensionala pe care o vom defini astfel incit componentele sale sa aiba semnificatia
fizica curenta pentru un astfel de tensor.
Astfel propunem urmaétorul tensor :

TY(z Z:/cdﬁcpkvié4 x — xx(7%)) (3.51)

unde p este 4-impulsul particulei "k”. Se vede ci definitia de mai sus este cea a unui
veritabil 4-tensor, simetric. Pentru a vedea ca definitia sa este corecta sa ne reamintim
semnificatia fizica a componentelor tensorului energie-impuls al cimpului electromagnetic
(vezi par. 2.4 - vom nota acesta cu 7). Din formula 2.47 ne reamintim ci 720 = w
adicd densitatea de energie a sistemului, iar 7% = ¢g adici este proportional cu impulsul
sistemului. Dar in cazul nostru, folosind relatiile folosite pentru verificarea componentelor
4-curentului j¢ din formula 3.49 se poate obtine, din 3.51 dupi calcule elementare :

= ZEk63(F_Fk) =w
k

adica densitatea de energie a sistemului de particule (daca Ej este energia particulei ”£”)
iar :

0 = ¢ ppo (T - ) = of
k

adica o cantitate proportionala cu densitatea de impuls al sistemului de particule. Ne-am
convins astfel ca definitia 3.51 de mai sus reprezinta in mod real tensorul energie-impuls
al sistemului. In continuare vom mai deduce si o relatie ce va exprima legea variatiei
tensorului energie-impuls. Mai precis vom calcula expresia :

ory _or 197"
ori  dr® ¢ Ot

Dar primul termen este, folosind aceleagi inlocuiri ca la verificarea formulei 3.49 :

oT™ 0 i 8/ opt .
G = 5 Zpk53(7- Z k53 k)
k

unde am folosit si relatia 3.50 gi s-a observat ci integrarea dupa t; identifica, prin 6 (¢t —1t),
toti tx cu t. Al doilea termen devine, dupa calcule asemanatoare :

1 9T
¢ ot atzp (7= 7%)
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Asamblind cele doua rezultate de mai sus, obtinem in final :

oTY dpt 5, ;
_ = z —£ — = f* .02
OxJ = di =Tk =/ (3:52)

Ny a0
0;T" =
unde f* este in mod evident o cuadrifortsi, deoarece se poate transcrie covariant ca:

f= X B - = ¥ [ cdnfis'o — on(r)
k

k

fi= % fiind cuadriforta care actioneazi asupra particulei ”k”. Deci f este densitatea
de cuadriforta care actioneaza asupra intregului sistem de particule incarcate.

Luind acum in considerare un sistem format din particule incarcate care evolueaza
intr-un domeniu unde avem gi un cimp electromagnetic oarecare, descris de tensorul
energie-impuls 77, si folosind legea de variatie a acestuia 2.45 (9;7%, = —f') obtinem
conservarea tensorului energie-impuls total al sistemului (suma dintre tensorul
energie-impuls al cimpului electromagnetic si cel al sistemului de particule incicate T}, =
Ti +TY) adica : B

BT = 0 (3.53)

Cele doua marimi s-au putut aduna pentru a furmiza tensorul energie-impuls al
intregului sistem deoarece atit energia cit si impulsul §i momentul cinetic sunt marimi
aditive.

3.8 Scurta introducere in hidrodinamica relativista

Vom aborda in cele ce urmeaza citeva chestiuni asupra hidrodinamicii relativiste, un dome-
niu care are astazi multe aplicatii. O serie de sisteme macroscopice, incluzind probabil si
intregul univers se pot modela ca fluide perfecte.

Un fluid perfect sau ideal este un sistem macroscopic format dintr-un ansamblu de
particule avind fiecare o viteza ¥/, astfel incit un observator migcindu-se cu aceasta viteza
vede fluidul in jurul sdu ca izotropic (evident daca drumul liber mediu intre ciocnirile
particulelor componente va fi mult mai mic in comparatie cu lungimile cu care opereaza
observatorul). Vom traduce aceastd definitie a fluidului perfect in termeni de tensor
energie-impuls.

Mai intii vom presupune ca sintem intr-un SRI in care fluidul este in repaus la un
moment dat gi intr-un anumit loc. Vom numi acest sistem de referinta sistem antrenat
(notat SA) sau in limba engleza ”comoving coordinates”. Vom nota toate marimele
estimate in acest sistem de referinta cu semnul ”tilda” deasupra simbolului marimii. Din
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izotropia enuntatd mai sus rezulta ca in SA componentele nediagonale ale tensorului
energie-impuls se anuleaza, deci avem :

T = pbag (3.54)
T =70 = (3.55)
T =p (3.56)

unde coeficientii p si si p se zic ”presiune”, respectiv ”densitate” a fluidului intr-un anumit
punct in care am definit SA.

Trecind la un sistem de referinti oarecare, cu transformirile Lorentz, adicad T% =
AP A9, T*F™ avem, folosind 3.17-3.19, dup# citeva calcule elementare :

~ v*P
T = A AP T = pbog + (p+ p) =2 (3.57)
70 = AN T = (p+ p) (3.58)
=
T% = A%A°,, TF™ = L 3.59
= AN T = (o4 p5) T (3.59)
c2

Cele trei relatii de mai sus pot fi "unificate” intr-o relatie covarianta pentru componentele
tensorului energie-impuls al fluidului ideal :

TY = —pg” + (p + p)v'v? (3.60)

Se poate ugor verifica, calculind componentele lui 7% date de (3.60) c& se obtin
marimile din 3.57, 3.58 si 3.59 daca se inlocuiesc indicii 7 gi 7 cu 00, Oa i af3.

In afari de energie si impuls, fluidul mai poate transporta si alte marimi conservate,
cum ar fi sarcina, sarcina barionica data de numarul de barioni, stranietatea si altele,
marimi pe care le vom denumi generic ”"numere de particule” NP (dupa englezescul ” par-
ticle number”). In SA fie n densitatea NP, atunci, datorita izotropiei curentul lor va fi
nul iar densitatea n, deci cuadricurentul NP va fi in SA :

N=n s N*=0 (3.61)
care devin intr-un SRI oarecare (N* = A";N7) :

@
N=—L N = —— (3.62)
1-% c . f1_2
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Relatiile de mai sus pot fi puse evident intr-o forma covarianta :
N' = no' (3.63)

Ecuatiile dinamice ale fluidului ideal se obtin din relatiile de conservare ale acestor
marimi, adica anularea divergentei lor :

orY ONI

Aceste ecuatii de mai sus se pot transcrie in forma vectoriala tridimensionala obtinindu-se

o7 ) p\1-5
LERE R PR EE

0 /1 a (p\| _
- [p(?xi (n) T (n)] =0

In continuare rezolvarea problemei se face luind in considerare ecuatia de stare a
fluidului, din considerente termodinamice sau de altd natura dar care in general furnizeaza
Vp si derivatele din parantezele ultimei ecuatii. Dar aceste considerente se pot gasi de
exemplu, in tratatele de hidrodinamica nefiind specifice cursului nostru.

3.9 Efectul Doppler relativist

Efectul Doppler consta in variatia frecventei (sau a lungimii de undi) unei unde atunci
cind este masurata din doua sisteme de referinta inertiale diferite. El apare gi in relativi-
tatea galileana dar noi ne vom referi la cazul general, relativist, cel clasic fiind obtinut ca
limita nerelativista a acestuia.

Fie o und& plana receptionata de doi observatori aflati in doud SRI, Ozyzt si O'x'y 2t
in migcare unul fatd de celdlalt cu viteza ¢ in lungul axei Oz (vezi paragraful 3.3). Calculul
efectului Doppler porneste de la invarianta fazei undei plane, ca un scalar, adica :

E — W't = ki — wt (3.65)

unde k& si k' sint vectorii de unda, 7 §i 7 vectorii de pozitie ai celor doi observatori, w si
w' pulsatiile undei si ¢ si ¢’ timpul in cele doud sisteme de referinta. De fapt relatia de
transformare de mai sus se poate justifica prin observatia ca ea exprima invarianta unui
produs scalar intre cuadrivectorul de unda definit ca

ki:(f,/%') : k,:(f,—ié)
C C
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si cuadrivectorul de pozitie 2* = (ct,7). Atunci o undi pland se scrie ca e*i® (vezi

paragraful dedicat undelor electromagnetice). Ca o undi pland intr-un SRI apare tot
ca o unda plana in alt SRI rezulta din forma invarianta a ecuatiei undei plane la trans-
formarile Lorentz. Daca in sistemul Ozyzt marimile undei (componentele tensorului cimp
electromagnetic F;;) se scriu ca

y .,
Fy — fl]ezkm:c
unde ¥ sint coeficienti constanti, atunci in sistemul O’z'y'z't’ vom avea
7
Flii— i pikin @
Deoarece F' ¥/ = Ay AV, F*? avem

s sl ol om i : m
f/ zyezkma: — AzkAjpfkpekma:

! m

atunci, pentru ca aceasta relatie sa fie valabila in orice punct din spatiu si la orice moment,
trebuie ca fazele sa fie egale, deci rezultd relatia de mai sus (3.65). Folosind transformarile
(3.21) putem obtine, din relatia (3.65) de mai sus identificind coeficientii lui ', ¢/, 2’ si ¢/
transformarile marimilor undei, adica

1 1 v

e (=) ; k;:7<kw——w> K =k, kK =k, (3.66)
/1 —v2/c? V1 —v2/c? c? !

Pentru undele luminoase | k |= w/csi | k' |= w'/c si notind cu 8 si, respectiv 6 unghiurile

lui k£ si k' fatd de directia lui ¥ avem :

/1 —v2/c? sind
W= (1 ~ Y cos 9) ; tgd = / _ (3.67)
/1 —v2/c? c cos 0 — %

Prima ecuatie de mai sus este identica cu expresia corespunzatoare din efectul Doppler

nerelativist modificata cu termenul /1 —v2/¢? de la numitor. Prezenta acestui termen
arata cd exista un efect Doppler transversal, adica i atunci cind § = 7/2. Acest efect
Doppler relativist se poate pune in evidenta in experimente de spectroscopie cu atomi
in migcare (experimentul Ives-Stilwell - 1938). El s-a mai putut observa folosind tehnici
precise de absorbtie rezonanta cu o sursa nucleara de radiatii v aflata pe axa unui cilindru
in rotatie rapida gi receptorul atagat circumferintei cilindrului.

Efectul Doppler relativist std la baza masuratorilor astronomice (si radioastronomice)
de determinare a distantelor pina la galaxiile foarte indepartate ale universului nostru.
Folosind “deplasarea (Doppler) spre rosu” pusd in evidentd in spectrul receptionat pe
pamint a luminii acestor galaxii se poate estima viteza acestor galaxii. Efectul a fost
prima data pus in evidenta de Hubble intr-o serie de masuratori efectuate pe timp de
mai multe zeci de ani (incepind din anii 20) i este unul din suporturile observationale
fundamentale ale teoriei moderne a universului - modelul standard “Big-Bang”.



CAP. 3. TEORIA RELATIVITATII RESTRINSE 75

3.10 Introducere in teoria undelor electromagnetice

Dupa cum am aratat in paragrafele precedente, ecuatiile Maxwell intr-o regiune fara surse,

in etalonarea Lorentz devin .
DAZ' =0 cu GZAZ = (368)

unde A’ = (¢, A’) Aceste ecuatii sau varianta lor tridimensionala

1 0?4,
AAZ — g ETe =0 sau (369)
1 0% 1 024,
“agr T Ahemggp S0 asLas

se numesc ecuatiile lui d-Alembert sau ecuatiile undelor. Solutia cea mai simpla a
ecuatiilor 3.68 sau 3.69 de mai sus o reprezinta undele plane armonice de forma, :

A; = ;™™ 4 efe ™ unde i=+v/—1 (3.70)

unde e; (si complex conjugatele lor, ef)se zic vector de polarizare. Denumirea de unda
plana pentru 3.70 se poate intelege daca introducem ”despicarea 3+1 dimensionala” astfel
incit

ko= (= k) ; z'=(ct,7)

w
c
astfel incit e*i®’ = ei(“’t_m, unde w se zice pulsatia undei iar vectorul k este vectorul
de unda, cu k= 27 /A, etc. Pentru o unda plana care se propaga in directia z intr-un
sistem de referintd cartezian Ozyz avem k7 = k, - z i putem lua k= (0,0, k) astfel incit
Ai — eiei(wt—kz).

Cu acestea, calculind vectorii cimpului electromagnetic E = —grad ¢ — 28_1; si B =

rot A avem

- -,

E=ikp—wA) si B=i(Axk)
din care, daca notam cu 77 = k /k versorul directiei de propagare a undei obtinem

B=>ixB

ol

adici vectorii E si B sint reciproc perpendiculari gi perpendiculari pe directia de propa-
gare. Deci unda electromagnetica plana descrisa de 3.70 este o unda transversala.
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Ecuatia 3.70 este solutie a ecuatiei 3.68 daca este indeplinita etalonarea Lorentz.
Echivalentul in ”spatiul” k; al acestor ecuatii este :

kik' =0 pentru ecuatia undelor 3.70 (3.71)
ke’ =0 pentru conditia de etalonare Lorentz (3.72)
Intr-adevir, 0;0'A; = 8;0%(e;e*»*") = ... = —k,k?A; = 0 de unde rezultd relatia de mai

sus 3.71. Similar se obtine si 3.72. In calculele de mai inainte n-am introdus si cele
corespunzatoare termenilor complex conjugati, dar i-am luat in cosiderare tacit, deoarece
calculele aici sint similare. Acesti termeni ii vom nota de acum inainte cu ”(c.c)” -
” complex-conjugatii” !

In general vectorul de polarizare e; are 4 componente independente dar conditia de
etalonare Lorentz, 3.72, reduce numarul acestora la 3. Sa mai observam ca fara a schimba
cimpurile E si B si fara a afecta etalonarea Lorentz putem impune o transformare gauge

a(D
! ¢ ! aﬂiz ( )

cu ® o functie scalara complexa oarecare, pe care o vom alege de forma :
®(z) = iec™¥ — jerehiv (3.74)
Prin alegerea de mai sus am transferat controlul transformarilor gauge 3.73 de la functia

®(x) la functiile parametrice € gi €. Adicd avem :

MR .y
Al = e; et 4 Er (z’eemiw]) + (c.c) =
i

e — ekie®i¥ 4 (c.c) = (e; — eki) €M7 + (c.c)
Deci noul A] se poate scrie ca
Al = eleti® 4 ¢l *em i unde (3.75)
e, = e; — €k; (3.76)

parametrul € este arbitrar, deci din cele 3 componente independente ale vectorului de
polarizare numai 3 — 1 = 2 au semnificatie fizica. Aceasta reducere e data de respectarea
invariantei gauge care in termeni de vectori de polarizare este exprimata de ecuatia
3.76. Pentru a intelege aceasta gi pentru a pune in evidenta cele doua componente cu
semnificatie fizica ale polarizarii fie o unda plana in directia z adica

H=k=0 si =k =k>0 (3.77)
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unde ultima relatie e valabila numai pentru ¢ = 1 care va fi de acum incolo sistemul nostru
de unitati de masura. Atunci conditia 3.72 se scrie

kje’ = ke’ —ke* =0  de unde

=€ sau ey = —e3 (3.78)

deci transformarile gauge 3.76 lasa invariante e; si es si 1l schimba pe es caci din 3.76
putem scrie :

! . —

ey = ez — ek (3.79)

ey = eo + €k

Deci e} se poate anula prin alegerea parametrului e = e3/k astfel incit printr-o transfor-
mare gauge potrivit aleasa putem anula una din componentele vectorului de polarizare
raminind doar doua componente independente, adica e; si e !

Distinctia intre componentele vectorului de polarizare se clarifica daca supunem vec-
torul de polarizare la o rotatie in jurul directiei de propagare. O astfel de rotatie se scrie
ca o transformare Lorentz de forma

0 0
cos § —sin 0
sin @ cos 6

0 0

R =

o O O
—_ o O O

unde 6 este unghiul de rotatie. Vectorul e; este invariant la o astfel de transformare, adica

! — Pi.o.
e; = Re;j
Astfel putem scrie, pe componente ;
I — . , —
el =ecos @ +eysin ) ; ey, =—esin O+ eycos 0

daca definim

er =e1 Fieg avem
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!

e/, =€) —ieh, = (e — iey)(cos O + isin 0) = e e”

Calculind similar pentru e/ avem. in final :
)

e = epet

et = e (3.80)
3 3 .

e = €

Definitie : orice unda plana ¥ care se transforma la o rotatie de unghi 6 in jurul directiei
de propagare, in forma

‘I/I — elhe\Il

se zice a avea helicitatea h.

Deci relatia 3.80 de mai sus ne arata ca unda electromagnetica ar avea doua helicitati
posibile 0 si 1. Dar dupa cum am aratat mai sus, semnificatie fizica au doar compo-
nentele e; §i es, e3 putindu-se anula printr-o alegere potrivita a transformarii gauge. Deci
unda electromagnetica are doar helicitatile +-1.

3.11 Cimpul electromagnetic al unei sarcini in mis-
care uniforma. Precesia Thomas

Vom studia, pentru inceput proprietitile de transformare (intr doua SRI) ale compo-
nentelor E si B ale cimpului electromagnetic. Fiind componente ale tensorului F¥ vom
obtine relatiile respective de transformare din transformarea acestuia, adica

) iy AikAijkp

unde F' % sint componentele tensorului in SRI O'z'y'z't' iar F*? aceleasi componente in
SRI-ul Ozyzt fix (“al laboratorului”). Daci cele doud sisteme se migcd unul fata de celélalt
cu viteza ¥ in lungul axei Ox (ca in paragraful 3.3) atunci folosind relatiile (3.17-3.19) si
(2.11),(2.12) obtinem

E; =F, ; E; =7 (Ey - BB,) ; E; =v(E,+ BBy) (3.81)
B; =B, ; Bg'/ = (By + BE,) ; B; =v(B, — ﬁEy) (3.82)
unde
1
Y= 22 ) ﬁ = -
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Transformarile inverse celor de mai sus sint identice cu deosebirea ci se inlocuiegte (ev-
ident) A’ cu A si invers si 8 cu —f. In cazul unei trasformari Lorentz generale intre un
SRI fix gi unul mobil cu viteza relativa ¢’ transformarile de mai sus se scriu ca :

B =F Elzy(ﬁﬁg xé) (3.83)

L .7
Bj=B) ; Bi=7<BL—;

X E) (3.84)

In relatiile de mai sus || i L inseamna “paralel” respectiv “perpendicular” pe directia lui
7. Transformirile (3.83) si (3.84) arati c vectorii E si B n-au existenti independents. Un
cimp electric pur sau un cimp magnetic pur intr-un SRI va apare ca o combinatie de cimp
electric gi magnetic intr-un alt SRI. De fapt se vorbeste doar de cimpul electromagnetic
descris de tensorul cimp electromagnetic F.

Vom aplica aceste rezultate la studiul cimpului electromagnetic produs de o sarcina
electricil ¢ aflatd in miscare uniformi cu viteza @. In sistemul propriu (O'z'y'2't') sarcina
se afla in repaus (si deci cimpul ei e pur electric) iar cimpul in sistemul laboratorului
(Ozyzt) se afld folosind inversele relatiilor de mai sus (3.81-3.82) sau (3.83-3.84). Fie ¥/
avind directia axei Oz si sarcina se afla la ¢ = 0 in originea O. Observatorul il presupunem
in punctul P (vezi figura de mai jos) pe axa Oz la distanta b de originea O.

Coordonatele punctului P in sistemul propriu al particulei sint :

¥=—vt ; y=0; Z=0b
si se afla la distanta

Y =P

Cimpul particulei in sistemul propriu este

!
o/ LU E/ =0 ; E _ab (3.85)

4dmegr’ 3 2 Admegr' 3
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B, = B; =B, =0 (3.86)
sau in functie de coordonatele lui P din sistemul fix Ozyzt componentele nenule sint

_ qyvt g gb
Ameg(b? + y202t2)3/12 7 T2 Ameg(b? + 202t2)3/2

E. = (3.87)

unde pentru ¢ am folosit transformarea Lorentz (3.20) cu z = 0 pentru P. Atunci, folosind
inversele relatiilor (3.81-3.82) de mai sus, cimpul particulei in sistemul laboratorului va fi

qyvt ' qvb '
_ =FE . E,=0: E, =~FE (3.88
4meg(b? + y2v2t2)3/2 y ’ vE; (3.88)

E.Z‘ = ; =
“ Aeg (0% + 2v212)3/2

B qvpBb _

4mey (b2 + y20212)3/2
Cimpurile din relatiile de mai sus au o comportare interesanta, mai ales atunci cind viteza
sarcinii se apropie de viteza luminii in vid (8 — 1, v — o0). In primul rind se observil
existenta unui cimp magnetic indus in directia Oy. Cind 8 =~ 1 (v = ¢) acest cimp devine
egal in modul cu F, - cimpul electric transversal. Chiar la viteze nerelativiste (v =~ 1,
v << ¢) cimpul magnetic devine aproximativ

B,=B.=0; B, = —BE, ; B,=0 (3.89)

- TUXT
qu

cAmeyr3 (3-90)
care este tocmai expresia Biot-Savart pentru cimpul magnetic al unei sarcini electrice in
migcare uniforméa. Relatia se obtine din inversele relatiilor (3.83-3.84) pentru 8 — 0 si
r—r.

La viteze mari, cind 7 >> 1 se vede cd maximul cimpului electric transversal E, (la
t = 0) devine egal cu de 7 ori valoarea sa nerelativistd. Figurile de mai jos reprezinta
variatia diferitelor componente ale cimpului electric si magnetic in functie de vt.

El
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In aceste grafice cele doud curbe au fost trasate pentru v; = 108 m/s (cazul relativist) si
vy = 10® m/s (cazul nerelativist), b = 1 mm, iar timpul a fost —=5-107"s <t < 5-10 ''s.

Pentru 5 — 1 observatorul din P “vede” egale (sau aproape egale) componentele
transversale gi reciproc perpendiculare ale cimpului electric i magnetic. Situatia aceasta
este similara cazului cimpului electromagnetic al unui puls de unde plan-polarizate cu
propagare pe directia Oz.

In 1926 Uhlenbeck si Goudsmit au introdus idea de spin al electronului si au aratat
ca daca electronul are un factor giromagnetic g egal cu 2 atunci se poate explica efectul
Zeeman ca si existenta despicariilor de multiplet. O dificultate s-a pus in evidenta prin
aceea ca intervalele structurii fine masurate experimental erau exact o jumatate din cele
prezise de teorie. Daca in teorie se alege factorul giromagnetic g egal cu unitatea inter-
valele structurii fine rezultau la valoarea corecta dar efectul Zeeman era atunci doar cel
normal. Teoria completa a spinului electronic incluzind factorul giromagnetic g corect si
valoarea intervalelor structurii fine s-a realizat doar in teoria relativista a electronului a
lui Dirac. Dar in cadrul teoriei empirice a momentului cinetic al electronului gi cu un
factor giromagnetic g cu valoarea 2 Thomas a aratat ca originea discrepantei de mai sus
consta intr-un efect relativist, care daca este inclus corect in teorie produce o explicatie
corecta atit a efectului Zeeman normal §i anomal cit gi valoarea structurii fine a liniilor
spectrale. Precesia Thomas cum este numit efectul furnizeaza si o explicatie calitativa
corecta a interactiei spin-orbita in nucleul atomic si arata de ce dubletii sint “inversati”
in nucleul atomic.

Teoria Uhlenbeck-Goudsmit afirma ca electronul poseda un moment cinetic de spin
S (care poate lua, proiectat pe o axa oarecare valorile cuantificate +%/2) i un moment
magnetic de spin i legat de S prin relatia

fj=8=9g- T (3.91)
mc 2mc
unde e e sarcina electronului, m masa lui si L momentul cinetic orbital al electronului. A
doua egalitate de mai sus provine din relatia clasica intre momentul magnetic gsi momentul
cinetic unde am evidentiat faptul ca electronul are factorul giromagnetic ¢ = 2. Sa
presupunem ca electronul se misca cu viteza ¢ intr-un cimp magnetic extern B. Atunci
ecuatia de miscare a electronului in sistemul propriu este
% =jix B (3.92)
unde B’ este inductia magnetica in sistemul propriu al electronului. Conform relatiilor
(3.84) de mai sus aceasta va fi

C

B~ <1§ _7, E) (3.93)
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unde, ca mai sus am neglijat termenii de ordin v?/c?. Atunci ecuatia (3.92) de mai sus
devine :

dt c

Ecuatia de mai sus este echivalenta unei unei energii de interactiune a spinului electronului

ds . T 4

U'=—ji- (E LN E) (3.95)
C

Intr-un atom forta electrica eE se poate aproxima ca minus gradientul unei energii
potentiale medii sferic-simetrica V(7). Pentru atomii cu un electron afirmatia de mai
sus este, evident exacta. Astfel

eF = ——— (3.96)

U'=——8-B+—(5-L)-— (3.97)

unde L = m(7 x ¥) este momentul cinetic al orbital al electronului. Expresia de mai sus
ne da efectul Zeeman anomal in mod ceorect dar are interactia spin-orbita de doua ori
mai mare decit valoarea corecta.

Eroarea in (3.97) provine din deficienta ecuatiei (3.92) ca ecuatie de migcare a spinului
elecronului. Partea dreapta a acestei ecuatii ne da variatia spinului electronului in sistemul
propriu. Aceasta este egala cu momentul 7 x B’ doar daci sistemul de referinta propriu
al electronului nu este un sistem de referinta in rotatie. Dar, dupa cum a aratat Thomas,
electronul este in miscare de rotatie in atom si deci viteza de variatie a oricarui vector G

intr-un astfel de sistem este :
dG dG L
E = (E) y — Wwr X G (398)

unde Jr este viteza unghiulara de rotatie gasita de Thomas. Aplicata spinului electronului
relatia (3.98) ne da ecuatia de migcare

s
9 _ g5y (e— + wT> (3.99)

Atunci energia de interactie corespunzatoare este

U=U'-5 3 (3.100)
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unde U’ este energia de interactie electromagneticd a spinului din relatia (3.97).
Aparitia pulsatiei Thomas W se datoreaza acceleratiei “simtita” de electron in migcare
pe orbita sa din atom. Figura de mai jos indica electronul in pozitia 1 la momentul ¢ cu

viteza instantanee ¢’ i In pozitia 2 la momentul infinitezimal apropiat ¢ + 6t cu viteza
¥ + 0¢. Variatia vitezei este legata de acceleratia sa prin 69 = d@dt. La momentul ¢
sistemul de referinta propriu al electronului S’ este legat de cel al laboratorului S printr-o
transformare lorentz cu viteza ¥ iar la momentul ¢ + §t sistemul de referinta propriu al
electronului este S” gi este legat de S printr-o transformare Lorentz de viteza o/ + 7.

Problema care se pune este cum sint legate cele doua sisteme de referinta proprii
S’ g1 S" : printr-o transformare Lorentz simpla (caz in care relatia (3.97) ar fi corecta)
sau printr-o transformare oarecare (ne-Lorentz) caz in care va trebui sd compunem doua
transformari Lorentz succesive (de la S’ la S cu viteza —%/ gi apoi de la S la S” cu viteza
7+ 07). In acest din urmé caz (pe care il vom aplica) cele dous transformiri Lorentz
compuse dau tot o transformare Lorentz plus o rotatie din care vom deduce pulsatia
Thomas. Folosind trasformarile Lorentz din paragraful 3.3 de doua ori avem pentru cele
doua transformari Lorentz succesive :

g &1 707

1
— |+ | —— 1] ——
1 —v2/e l i (w/l—vz/c2 ) v?

pind in ordinul intli in JU. Aceasta arata ca transformarea directa intre cele doua sisteme
S’ si S” implica o transformare Lorentz infinitezimala cu o viteza

4 (3.101)

1 1 v-ov
—— |t | ——/——=-1| —— 3.102
V1 —v?/c? <\/1—1)2/02 ) v? ] ( )

Transformarea corespunzatoare a coordonatelor este

AV =

1 — —
7 1§@>—Am' (3.103)

=74+ | ———-1]7 x
\1—v%/c? v?
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Comparatia cu &' = & + & x AQ pentru o rotatie infinitezimali a axelor cu unghiul AQ
arata ca axele de coordonate in sistemul S” sint rotite fatd de S cu unghiul

AG = (; - 1) v x 05 (3.104)

Aceasta arata ca axele de coordonate in sistemul propriu al electronului se rotesc cu viteza

unghiulara
. 1 ixda 1
Wy = <7 1) — = 22Y X @ (3.105)

Siwje )P

unde rezultatul din partea dreapta este o aproximatie valabila pentru v << ¢. Caracterul
pur cinematic al precesiei Thomas se evidentiaza prin observatia ca pina acum n-am
precizat nimic asupra cauzei acceleratiei. Daca exista o componenta perpendiculara pe
¥ a acceleratiei atunci existd si precesia Thomas independentd de alte efecte cum ar fi
precesia momentului magnetic intr-un cimp magnetic.

Pentru electronii din atom acceleratia e produsa de cimpul Coulomb (3.96). Atunci
viteza unghiulara Thomas este

- 1 "xv1dV 1 -1dV
Or & — — = —

- =——L- 3.106
2¢2 m rdr  2m?c® rdr ( )
Este evident din relatiile (3.100) si (3.97) ci contributia suplimentara la energie datorata
precesiei Thomas reduce cuplajul spin-orbiti cu un factor de % (numit uneori si ”factor

2
Thomas”) producind

€ = = 1 - 214V
U=—-—S5-B+———-S-L——
mc + 2m?2c? T dr

(3.107)
ca expresie corecta a energiei de interactie spin-orbita pentru electronul atomic.

In nucleul atomic nucleonii ”simt” o acceleratie puternica avind ca origine fortele speci-
fice nucleare. Fortele electromagnetice sint in acest caz, slabe comparativ cu cele nucleare.
Aproximativ, se pot trata nucleonii ca miscindu-se separat intr-un cimp sferic-simetric cu
razd scurtd de actiune, atractiv, de potential Viy(r). Atunci fiecare nucleon va avea in
plus o energie de interactiune spin-orbita data de (3.100) cu contributie electromagnetica
U’ neglijabila, adica :

Uy ~ =S - @r (3.108)

unde acceleratia din &t este determinatd de Vi (r). Forma lui &t este aceeasi ca in (3.106)
cu V inlocuit cu V. Astfel interactiunea nucleara spin-orbita este aproximativ :

g LV

Uv~———S.L—
N 2M?2¢2 r dr

(3.109)
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Comparind relatia de mai sus cu cea atomica (3.107) sd observam ca atit V cit i Vy
sint atractive (desi Vi este mult mai mare) astfel incit semnele energiei spin-orbita vor fi
opuse. Aceasta inseamna ca in nucleu nivelele uniparticulad formeaza dublete ”inversate”.
Cu o forma rezonabil aleasd pentru potentialul Vi relatia (3.109) este in buna concordanta
cu datele experimentale asupra despicarii spin-orbita din nuclee.



