Capitolul 2

Electrodinamica cuadridimensionala

In paragrafele care urmeaza vom transcrie ecuatiile vectoriale ale electrodinamicii, pe
larg prezentate in capitolul anterior, mai intii in forma tensoriala tridimensionala iar
apoi, evidentiind anumite legdturi intre diferitele marimi electrodinamice (de exemplu
curentul i densitatea de sarcind sau potentialul scalar gi potentialul vector) vom obtine
o forma tensorial 4-dimensionala a electrodinamicii, prin introducerea unor noi marimi
cuadridimensionale, 4-vectori gi 4-tensori. Acestea unifica marimile mai sus pomenite gi
sunt definite intr-un spatiu vectorial 4-dimensional al evenimentelor, pe care il vom denumi
spatiu-timp Minkowski. Prima si cea mai evidenta consecinta a acestei constructii este
simplificarea formei ecuatiilor electrodinamicii. Dar cea mai importantd consecinta (pe
care o vom exploata pe larg in capitolul urméator) este evidentierea invariantei legilor
electrodinamicii la schimbarea sistemului de referinta inertial. In acest fel punem bazele
teoriei relativitatii restrinse - sau speciale - ducind la schimbarea fundamentala a
conceptiei despre spatiu gi timp, la constructia unei noi mecanici : mecanica relativista.
Acestea vor constitui Insa obiectul capitolelor urmatoare.

Trebuie sa mentionam ca in cele ce urmeaza vom folosi exclusiv sistemul de unitati de
masura Heaviside-Lorentz, in care g =€y =18l a = c.
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2.1 Forma tensorial-tridimensionala a legilor electro-

dinamici

Fie ecuatiile Maxwell in sistemul Heaviside-Lorentz (in care D=E si B=H:

div E =p (M1)

div B=0 (M2)
. 10B

tE+—= M

ro +cat 0 (M3)
. 10E 1=

tB———=—9 M4

ro c Ot c] (M4)

In continuare vom face conventia ¢ toti indicii grecesti (adicd indicii «, 8,7, 46, p, ...
vor parcurge valorile 1,2 §i 3 - in coordonate carteziene z, y si z). Vom mai nota, in
mod simplificat derivata partiala in raport cu o coordonata spatiala % cu 0, iar derivata
temporala cu 0, adica :

0 0

5(1:% Sl at:a

Observind, in plus, ca aproape fara exceptie in expresiile unde avem derivate temporale
avem si factorul % vom mai face notatia :

B =~ 7

_cat:

10 1
= — O
C

Aceasta notatie se va justifica ulterior, cind vom construi spatiu-timpul prin introducerea,
celei de a patra coordonate, z° = ct. Pind atunci vom folosi in mod formal aceasti notatie.

Avind acestea stabilite, putem acum transcrie ecuatiile Maxwell de mai sus, in forma
(reamintim si conventia de sumare a indicilor care se repetd) :

0.E, =p (2.1)

DuBa = 0 (2.2)
6,15705E7 + 0yB, =0 (23)
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1.
eama/ij — 80Ea = E]a (24)

In continuare, vom transcrie in forma tensoriala si celelalte ecuatii si legi ale electro-
dinamicii. Ecuatia de continuitate div 7 + %’f = (0 impartita cu c devine :

1
Z aja + 80,0 =0 (25)
Ecuatiile de definire a potentialelor B=rot A si E= —grad ¢ — %‘% devin :
Ba = eaﬂ785A7 §1 Ea = —8a¢ - 80Aa (26)

Transformarile gauge A' = A + grad ¢ si ¢ = ¢ — %%’f sunt acum

A= Ag+0u s ¢ = — o (2.7)
Conditia de etalonare Lorentz div A+ %agp = 0 se transcrie fara dificultate in forma :
O0pAo +0pp =0 (2.8)
cu care ecuatiile potentialelor (1.27) si (1.28) (J¢ = p si OA = %j) devin :

03— 0400 =p si  03Ag— 0,0,45 = %jﬁ (2.9)

Ca o concluzie majora a acestui paragraf cu un aspect destul de... "matematic” este
asemanarea unora dintre ecuatiile obtinute, fapt care a facut sa le scriem mai sus in
perechi (ecuatiile 2.6, 2.7 si 2.9). In cele ce urmeazi vom exploata aceasta observatie,
prin definirea unei singure marimi care sa contina numai sursele (; si p), alta numai
pentru potentiale (A impreund cu ¢) etc. In plus se mai remarcd rolul similar jucat de
derivatele temporale dy cu cel al derivatele spatiale d in diferitele ecuatii ceea ce sugereaza
introducerea unei singure derivari 4-dimensionale. Dar inainte de introducerea tuturor
acestor noi marimi sd mai observim asemanarea dintre ecuatiile (M1) gi (M2) sau mai
ales cea dintre ecuatiile (M3) si (M4) care sugereaza introducerea unei singure marimi
care sa descrie cimpul electromagnetic si care sa ”contina” toate componentele perechii
de vectori E si B. O astfel de mirime nu poate fi decit un tensor cuadridimensional, care
sa fie reprezentat de o matrice 4 x 4 anti-simetrica (adica sa nu aiba decit 6 componente
independente : cele 6 componente ale vectorilor E si E)
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2.2 Ecuatiile Maxwell in forma cuadri-dimensionala

Pornind de la observatiile din paragraful anterior vom explicita in coordonate carteziene,
ecuatiile Maxwell, si le vom scrie una sub cealalta, doua cite doua, astfel incit derivatele
de acelasi tip s ajungd una sub cealaltd. Astfel ecuatia (M1) (care e unicd) o vom scrie,
pe componente impreund cu cele trei ecuatii (M4), adica :

0 +0,E, +0,E, +0,E, = p
~&E, + 0 +0,B, —-9,B, =1j,
—0E, —0,B. + 0 +0.B, =1j,
~&E, +8,B, —0,B, + 0 =1j,
iar ecuatia (M2) impreuna cu (M3) - aceasta din urma cu semn schimbat, devin :
0 +0,B; +0,B, +0,B, =0
-0B, + 0 -0,E, +0,E, =0
—0By, +0,E, + 0 —0,E, =0
-0B, —-0,E, +0,E, + 0 =0
Este evident faptul ca schimbarea semnelor in ecuatia (M3) de mai sus este arbitrara,
putind face acelasi lucru ecuatiei (M4) din grupul primelor doud. Vom mai reveni la

aceasta arbitraritate mai tirziu. Pina una alta sa remarcam ca cele doud grupuri de
ecuatii de mai sus se pot scrie ca doud ecuatii tensoriale gi anume :

F* =35 si OFP™* =0 (2.10)
unde tensorii :
o E E, E
. —-F 0 B —-B
Fik o g Y 2.11
~E, -B, 0 B, (2.11)
~E, B, -B, 0
0O B, B, B,
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sunt evident antisimetrici (adicd F** = —F*). Tensorul F'¥ se numeste tensorul cimp
electromagnetic, iar tensorul F” ¥ se zice tensorul cimp electromagnetic dual (sau
dualul tensorului cimp electromagnetic). Se poate observa ci acest tensor (F%) unifici
intr-o singura marime (de fapt un tensor reprezentat printr-o matrice antisimetrica 4 x 4)
componentele vectorilor E si B care descriu cimpul electromagnetic. Mentionam ca, in
formula (2.10) ca si in cele ce urmeaza vom avea conventia ca indicii latini ¢, j, k, ... par-
curg valorile 0,1, 2,3 (adica sint indici ”spatio-temporali”, cuadridimensionali)
iar conventia de insumare Einstein, pentru indicii latini cuadridimensionali se aplica doar
dacd unul din indici este de jos (”covariant”) iar celalalt de sus (”contravariant”) - vezi si
explicatiile din rindurile urmatoare.
Tot in ecuatia (2.10) de mai sus am notat cu

. 1 1 1 1.
g_o1o1.01 0 1
7't = (p, ey c]z) (ps C]) (2.13)

Ok = (0o, Oy, 0y, 0,) = (0p, 0) (2.14)
Se poate observa c&, astfel am definit o mirime 4-dimensionald (j*) care unificd sursele
cimpului electromagnetic : densitatea de sarcina p gi cele trei componente ale vectorului
densitate de curent j. Pe de alti parte am generalizat derivata partiald prin definirea
derivatei cuadridimensionale J; prin unirea derivatei temporale 0y cu componentele ope-
ratorului V adica 0y, 9y, 0, = d.
Se mai poate observa ci ecuatia de continuitate (vezi relatia 2.5) cu notatiile de mai
sus se scrie :
Okj" =0 (2.15)

Vom introduce o noud mirime 4-dimensionald numits cuadripotential A* cu compo-
nentele

AR = (¢, Ay, Ay, AL) = (8, A) (2.16)

definita prin unificarea potentialului scalar ¢ si a celor trei componente ale potentialului
vector A. Cu aceasta conditia Lorentz devine

0;,A7 =0 (2.17)

Pentru a putea scrie in forma cuadridimensionald si ecuatiile potentialelor (1.27) si
(1.28) (sau 2.9) va trebui si definim d-Alembertianul in forma

0 = 02 — 040, = 040"

unde s-a introdus un nou 4-vector ”derivata partiala” cu aceleagi componente ca §i O,
anume

0 = (8y, =0y, —8y, —8,) = (Do, —) (2.18)
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obtinut din J; prin schimbarea semnului componentelor sale spatiale. In plus definitia
de mai sus a d-Alembertianului releva noua conventie de sumare a indicilor : se
insumeaza numai indicii 4-dimensionali care se repeta gi sunt, unul ”sus” si
celalalt ”jos”. Astfel ecuatiile potentialelor se unificd intr-o singura ecuatie cuadridi-
mensionala
0A% =% sau §;,0'AF = j* (2.19)
Faptele expuse mai sus releva necesitatea introducerii a doua ”variante” de cuadrivec-
tori; fiecare cuadrivector va avea o ”variantd” cu indicii ”sus” (componentele contravari-
ante) si una cu indicii ”jos” (componentele covariante) cu aceleasi componente dar cu
semn schimbat al componentelor spatiale. De fapt o analiza matematica mai atenta
a afirmatiei de mai sus releva faptul ca cele doua obiecte nu sunt veritabili 4-vectori
(definiti pe spatiul tangent al varietatii 4-dimensionale pe care o vom denumi ulterior
spatiu-timp) - 4-vectori sunt doar componentele contravariante iar cele covariante sunt
1-forme asociate 4-vectorului respectiv, adica sunt definite pe spatiul cotangent spatiu-
timpului. Noi insa pentru simplitate le vom denumi in continuare ”componentele co- si
contra-variante” ale aceluiagi cuadrivector. Recapitulind vom avea deci urmatoarea lista
de 4-vectori definiti pina acum :

8" = (8y,—9) 4-derivata partiald 0y = (dp, D)

-,

AF = ((b,f_l') cuadripotentialul A = (¢, —A)

1 1.
i* = (p, ~j)  cuadrivectorul curent ji = (p, =)

Exista o legatura intre componentele co- i contravariante ale aceluiasi 4-vector. A-
ceasta se realizeaza cu ajutorului tensorului metric fundamental, care este reprezentat
de matricea

1 0 0 0
s o -1 0 o

=10 0o -1 o0 (2.20)
0 0 0 -1

In primul rind sa observam ca inversa acestei matrici g;; are exact aceleasi componente,
ca si g¥ si este definitd astfel incit :
g¥gi=6%  sau  (g)(g)t =1 (2:21)

Legatura intre componentele co- gi contravariante ale unui 4-vector se realizeaza cu
ajutorul tensorului metric printr-o operatie pe care o vom denumi simbolic ”urcare” sau
”coborire” de indici, adica, de exemplu :

Vk = gij} s Vk = gijj (2.22)
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unde am notat cu simbolul generic V' un cuadrivector oarecare. Pentru cazul 4-vectorului
potential, (unde A; = g;xA*), pe componente, pentru verificarea relatiilor de mai sus
putem scrie, pentru j =0 :

Ao = gorA* = gooA® + goa A® = ¢ = A°
deoarece toti go, sunt nuli, pentru aw = 1,2,3 si goo = 1. Mai avem, pentru j = 3 :
Ag = garp A" = ggoA° + gpad® = —05,A% = —(A)g = — A

deoarece ggy =0, V0 s§i gga = —0po Pentru o, 8 =1,2, 3.

Alegerea tensorului metric in forma de mai sus a fost arbitrara, provenind din alegerea
semnelor atunci cind am cuplat ecuatiile Maxwell doud cite doud (vezi mai sus). Uneori
se poate proceda invers, si atunci tensorul metric are componenta temporala goyo = —1, iar
celelate trei sunt 1, determinind o alta relatie intre componentele co- gi contravariante ale
aceluiagi 4-vector: se schimba semnul componentei temporale iar partea spatiala ramine
neschimbata.

Tensorul metric folosegte si la "urcarea” si ”coborirea” indicilor la toata gama de
obiecte 4-dimensionale ce se pot defini : 4-tensori, adica pentru un tensor oarecare, cu doi
indici 7% avem :

T = g T™ | Tk = gjige, T™ sau T)F = ¢"°T,, , T = ¢%'¢"T;, (2.23)

Observatie - se atrage atentia asupra ordinii indicilor la un tensor, deoarece nu toti
tensorii sunt simetrici. De asemenea e clar ca la indicii 4-dimensionali este foarte impor-
tantd pozitia lor ("sus” sau ”jos”) spre deosebire de cazul tridimensional unde aceasta nu
conta.

Putem obtine acum diferitele variante ale tensorului cimp electromagnetic prin calcul
direct (lasam aceasta cititorului pentru verificare)

0 -E, —-E, —FE,
~E, 0 -B, B,

Fi = g, % = 2.24
7= -E, B, 0 -B, (2:24)
-FE, -B, B, 0
0 -E, —E, —-E,
E, 0 B, -B
Fyj = gingjpF™ = ’ (2.25)

E, -B, 0 B,
E, B, -B, 0
Se poate observa ca relatiile de mai sus (obtinute componenta cu componenta) se pot

obtine si calculind matricial produsul matricilor (F') cu (g) respectind conventia c& primul
indice este de linie, iar al doilea de coloana.
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Cu acestea putem adduga ca ecuatiile electrodinamicii (2.10) se pot transcrie in diferite
variante cu indicii in diverse pozitii, de exemplu :

FFEj=ji 3 O"Fr=j"; 0"Fu=—ji etc

unde urcarea sau coborirea indicilor s-a facut cu aceeasi metrica atit in stinga cit si in
dreapta ecuatiilor.

Pentru a completa ecuatiile elctrodinamicii in forma cuadridimensionala vom mai pre-
ciza (si lasam verificarea cititorului) ca ecuatiile de definire a potentialelor A si ¢ din
formulele (2.6) se unifica in formula tensoriala cuadridimensionala :

F9=0/A" — 9 A7 sau Fy; = 0;A; — 0;A; (2.26)

Mai avem de transcris si transformérile gauge din formulele (2.7), care 4-dimensional
au forma evidenta :

A= A" -9 sau A= A; — 0 (2.27)

Ca aceste transformari lasa invariant tensorul cimp electromagnetic se poate verifica
direct :

Fli=gA " —0A T =0A -y —-0A +00y=F7

deoarece 0%1)/0x'0x = 0% /0x7dx'. Verificarea faptului ci transformirile (2.27) sunt
aceleasi cu cele din (2.7), se poate face direct inlocuind in (2.27) pe rind indicele i cu
valoarea 0 sau cu o =1, 2, 3.

Nu vom incheia acest lung paragraf fara a arata ca exista o relatie intre cei doi tensori
Fii gi FP % mai sus definiti, relatie care este evident ci trebuie si existe, cele dou
matrici avind aceleagi componente, componentele vectorilor E si E, dar altfel aranjate.
Din calculul tensorial se gtie ca intre un tensor si dualul sau exista relatia

FP i = %eijkkam (2.28)
unde €¢7*™ este tensorul total antisimetric de ordinul patru (care are valoarea 0 dacd doi
indici se repetd, 1 pentru €°?% si 1 sau —1 dupi cum combinatia de indici ijkm se obtine
din 0123 printr-o permutare pard sau impara).

Se poate verifica direct, pe componente, ca relatia (2.28) de mai sus este satisfacuta si
de perechea de tensori ai cimpului electromagnetic mai inainte definitd. Deci F'P ¥ este
un veritabil dual al tensorului F' i astfel se justifici denumirea sa.

Trebuie s§ mai atragem atentia asupra tensorului ¢#*™. In primul rind se va proceda
cu prudenta la coborirea sau urcarea indicilor acestui obiect. Ca exemplu, un calcul foarte
simplu arata ca €y;93 = —1. Pe de alta parte se arata ca este valabila relatia :

€7 epmn = = 2(6,07, — 6,07,)
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cu care se poate verifica efectul dublei ”dualizari” a unui tensor :
FPP i — i (2.29)

Cu aceste pregatiri incheiate puten trece la inlocuirea acelor ecuatii Maxwell ce contin
dualul tensorului cimp electromagnetic - ecuatia (2.10) - 9 F'P * = 0 - scriind-o cu (2.28)
in forma

.. 1 ..
6jFD Y= §€Z]km8ijm
adica ecuatia (2.10) este acum inlocuita cu :
€F0; Fop = 0 (2.30)

care se mai poate scrie :
aiij + akFij + aiji =0 (2.31)

(observati permutdrile circulare de indici !!). Aceasta ecuatie se poate obtine direct din
(2.30) scriind-o ca suma a trei termeni identici si apoi folosind proprietatile de antisimetrie
a tensorului € gi cu o redenumire corespunzatoare a indicilor se obtine (2.31). Ea se mai
poate verifica gi direct, de exemplu dind indicelui liber ¢ din (2.30) consecutiv valorile 0,
1, 2 sau 3.

2.3 Potentiale, antipotentiale, potentiale de curent,
superpotentiale

Constructia electrodinamicii in aceasta forma cuadridimensionala, prezentata in paragra-
ful precedent n-ar fi completa fara demonstrarea reciprocei : pornind de la forma cuadridi-
mensionald a legilor electrodinamicii sa demonstram ecuatiile cimpului electromagnetic.
Totodata vom ilustra modul specific de introducere si utilizare a metodei potentialelor
pentru scrierea legilor electromagnetismului i in aceasta forma tensoriala.

In cele ce urmeazi ne vom baza pe doua propozitii din calculul tensorial. Astfel,
enuntul primei propozitii este :

Propozitie - 9;0;T% = 0 pentru orice tensor antisimetric T .
Demonstratie - tensorul fiind antisimetric, avem 7% = —T7 sau T% + T = 0 de

unde derivind de doud ori avem : 8;,0;F" + 9;0;F7* = 20;0; F"/ = 0 schimbind denumirea
indicilor de sumare in termenul al doilea (adica ¢ cu j §i j cu 7). O
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Propozitie - 9;V? = 0 dacd si numai dacd V* este divergenta unui tensor antisimetric.

Demonstratie - rezulta ca o consecinta a primei propozitii. O

Astfel, observind ca tensorul cimp electromagnetic este antisimetric rezulta ca avem
0;0;F"1 = 0 conform primei propozitii de mai sus. Inlocuind prima ecuatie Maxwell
(0;F" = j*) obtinem ci : 0;5° = 0 adicd este automat satisficutd ecuatia de continuitate.

Potentialele s-au introdus in teorie astfel incit unele din ecuatiile Maxwell sa fie au-
tomat satisfacute. Pentru cazul initial al potentialului scalar ¢ si cel vectorial A aceste
ecuatii erau ecuatiile (M2) si (M3) fara surse. De aceea si pentru cazul cuadridimensional
vom folosi ecuatiile ”fard surse” 9;F'” 7* = 0. Pentru a fi satisficute automat ar trebui s
inlocuim pe F'” ¥ cu un tensor antisimetric si cu divergents nuli. Acest tensor poate fi

eIy Ay

Intr-adevir, el este antisimetric - €7¥™ este antisimetric in indicii ij care sunt liberi in
expresia de mai sus. Pe de alti parte divergenta acestei expresii este : 9;(e9*"9;A,,) =
%eij’“majakAm-l—%eijkmaj(?kAm = %eijkmaj(?kAm-}—%eikjmak(?j/lm = %eij’“m(ﬁj@kAm—akajAm)
= 0 deoarece 0% A,,/0x70x* = 0% A,,/0z*027.

Identificarea o vom face cel mai avantajos astfel incit:

g g 1. 1
FD ij _ —GZ]kmakAm — _ (§eljkmakAm _ §6l]mkamAk> =

1 ..
ie”km(amAk - 8kAm)
de unde folosind relatia (2.28) intre un tensor si dualul sdu putem identifica
Fi=gA — 9 A

adica expresia (2.26) tensorului cimp electromagnetic in functie de cuadrivectorul potential.
Reamintind cd aceastd expresie este invariantd la transformarile gauge (2.27) vom mai
arita cii, inlocuind-o in primele ecuatii Maxwell (9;F7¢ = j7) obtinem ecuatia :

QA — 9,00 AT = ji

care devine ecuatia potentialelor in functie de surse (JA* = j° - relatia 2.17) luind in
considerare etalonarea Lorentz (2.19) (9;A7 = 0).

Procedind in continuare cu metoda potentialelor, vom introduce potentialele de
curent astfel incit sa fie satisfacuta in mod identic ecuatia de continuitate. Astfel, ad-
mitem ci cuadricurentul j° este divergenta unui tensor antisimetric p¥ = —p’*, care
constituie potentialele de curent, si deci:

j' = 9;p” (2.32)
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cu consecinta ci ecuatia de continuitate 0,5 = 0 este automat satisficutd prin a doua
propozitie de la inceputul acestui paragraf. Inlocuind in ecuatia Maxwell 0, FY = j* avem
ca :

0;(F7 —p7) =0

La fel ca la potentiale putem satisface in mod identic ecuatia de mai sus daca identi-
ficam tensorul F* — p¥ cu un tensor antisimetric gi cu divergenta nula, adica :

L . 1 .. ~ ~
Y9 —p =9, A, = 56”’""(8,,114” — OnAp)

gi observind (cu 2.29) c¢d tensorul F¥ — p¥ = pPP i — pPD 4 .

g y 1 i i
(F2% =pP )7 = =™ (OnAn = On )

adica putem identifica : - - o o
FPU _pP i =gl A" — 9 AY (2.33)

In relatiile de mai sus A7 se numesc cuadrivector antipotential. Ecuatia antipotenti-
alelor se poate obtine combinind ecuatia (2.33) cu ecuatia Maxwell 9;FP ¥ =0 :

0;p" V¥ = 0;0' AV — ;0" A’
Daca impunem conditia Lorentz pentru antipotentiale, adica
A =0 (2.34)
cu care relatia de mai sus devine :
OA = —9,pP ¥ (2.35)
Utilizarea potentialelor si a antipotentialelor se poate simplifica prin satisfacerea au-
tomats a conditiilor Lorentz pentru potentiale (9;A° = 0) si antipotentiale (2.34) daci
impunem ca atit A? cit i A® s& provind din divergentele a doi tensori antisimetrici Z% si
7 numiti superpotentiale, adici
Al=09,79 § A'=-0,2" (2.36)
Inlocuind in ecuatiile potentialelor (OA; = j%) si antipotentialelor (2.35) obtinem :

8j|:|Zij = _]Z = (9jpij
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9.074 = §.pP
j = 0;p
Se poate remarca ca ecuatiile de mai sus sunt satisfacute daca identificam :
Sij _ 7D ij
AR A (2.37)
cu care amindoua ecuatiile de mai sus devin :
Oz% = pZJ (2.38)

Pentru a incheia acest paragraf vom arata, pe scurt cum se modifica ecuatiile cuadridi-
mensionale ale electrodinamicii in cazul mediilor materiale. Vom descrie proprietatile
mediului cu un tensor polarizare, antisimetric P¥ care va avea ca reprezentare o ma-
trice 4 x 4 avind elemente componentele vectorilor polarizare electrici P si magnetica M
aranjate la fel ca si componentele vectorilor E si B 1n tensorul F¥. Tensorul polarizare
se adauga in ecuatia Maxwell cu surse (mai exact cu potentialele de surse) la partea cu
surse astfel :

0,F" = 9,(p" + PY) (2.39)
si acordindu-se caracter de cimp tensorului polarizare acesta poate trece in partea dreapta
a ecuatiei de mai sus. Atunci, definind tensorul

G = F"% — pY (2.40)
avem ecuatiile electrodinamicii in forma :
0,GY = j' (2.41)

componentele tensorului G¥ fiind suma, dintre componentele cimpurilor si componentele
polarizarii, adica componentele vectorilor inductie electrica si intensitate a cimpului mag-
netic.

2.4 Tensorul energie-impuls al cimpului electromag-
netic

Inmultind ecuatia Maxwell (2.31) cu F7* gi observind ci ultimii doi termeni sunt identici
(dacd in al treilea schimbam indicele de sumare j cu k si & cu j) obtinem :

F*Q,Fjy, + 2F7* 9, Fy; = 0
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Dar observind cd 9;(F7*F};) = 2F7%9,F;; (dup& o schimbare corespunzitoare a indicilor
de sumare) relatia de mai sus devine :

1 . .
Zai(FJ’“ij) + FIRQFy; =0

Ultimei ecuatii obtinute ii addugim prima ecuatie Maxwell (2.10) 0, F’* = 57 inmultita
cu Fy;. Observind c& Fi*F;, = —F/*F}; vom obtine :

. 1 .
0 (FUFJ’“ - ZéfFJmij) = Fypj™

Inmultind ambii membrii ai ecuatiei de mai sus cu g™ rezulta (atentie la insumarea cu
indicele i care "ridicd” acest indice transformindu-l in n):

0 (F"J-FJ’c - Zg"’ﬂW"FW-) = "%, (2.42)
Daca notdm (redenumind indicele n cu i) :
T* = F';Fi% — Zg’kFJmij (2.43)

i . 3

fr=—F"j; (2.44)
atunci ecuatia (2.42) se scrie : ' .

O T* = —f (2.45)

Tensorul T se numeste tensorul energie-impuls al cimpului electromagnetic. In
coordonate carteziene el are componentele (obtinute inlocuind simplu in formula (2.43) :

y 1(E? + B? Ex B
ng:<2(E F EEE l5) o ) (2.46)
(E'x B)  30apE® — EqEp + 50a3B° — BaBjg

sau, observind ca (vezi paragraful 1.3) :
- T% = w = (E* + B?) - densitatea de energie
- ¢T% = S“ - densitatea de flux de energie - vectorul Poynting
- 170 = g™ - densitatea de impuls
- T* = —Ty op - componentele tensorului Maxwell definit in paragraful 1.3;
Se pot scrie componentele tensorului energie impuls astfel :

y 1d
Tii — ( w oo ) (2.47)

cg _(Te af + Tm a,B)
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In concluzie, acest tensor unific intr-o mirime cuadridimensionald notiunile de energie
si impuls ale cimpului electromagnetic, de unde gi denumirea sa.

Pe de altd parte cuadrivectorul mai sus definit f*, se numeste cuadriforts si are, in
mod evident componentele (obtinute direct din 2.44)

fi= (EEJ', pE + 1]‘ X é) (2.48)
c c

adica este o marime cuadridimensionald care unifica notiunea de forta (partea sa spatiala
este densitatea de fortd Lorentz - vezi formula 1.51) cu notiunea de lucru mecanic (de fapt
putere, partea sa temporala fiind densitatea de putere disipata de fortele electromagnetice
prin efect Joule-Lentz - vezi formula 1.41). In concluzie definitia acestei noi marimi
cuadridimensionale este in acord cu tendinta ”unificatoare” din intreaga constructie a
formalismului cuadridimensional de pina acum.

Daci scriem formula (2.45) pe componente, adicd ddm valori indicelui liber i vom
obtine :

- pentru 7 = 0 dupa desfacerea sumarii dupa indicele k£ si inlocuirea valorilor cores-
punzitoare din formulele (2.47) si (2.48) se obtine legea conservarii energiei cimpului
electromagnetic (formula 1.41 - dupé integrarea pe un volum inchis V);

- pentru ¢ = « se obtine teorema variatiei impulsului cimpului electromagnetic, adica
formula 1.53 din paragraful 1.3.

Din cele prezentate pina acum se desprinde o concluzie importanta : cimpul electro-
magnetic transporta energie aceasta insemnind si transport de masa. Daca observam ca
tensorul T% este simetric, atunci S = c2G si pe de altd parte fluxul de energie dat de
vectorul Poynting este S = wi, iar impulsul § = v, unde @ este viteza de propagare
a cimpului electromagnetic - nu neaparat c, iar 7y este densitatea de masa transportata.
Cu acestea rezultd simplu cd w = vc? sau W = mc?, adicd existd o relatie intre energie
si masa. Concluzia se generalizeaza prin aceea ca orice transport de energie inseamna §i
un transfer de masa. La acesta concluzie se poate ajunge facind un rationament de tipul
”experimentului mintal” al lui Einstein. Fie un tub care are la un capat un emitator de
energie electromagnetica, iar la celalalt capat un receptor de energie electromagnetica.
Presupunem ca energia receptionata de receptor este trimisa inapoi la emitator printr-o
alta forma de transfer de energie. Transportul energiei electromagnetice de la emitator
la receptor se face si cu transport de masa conform celor aratate mai sus. Dar aceasta
inseamna o deplasare a centrului de masa al tubului pentru respectarea legii conservarii
impulsului centrului de masa. Dar cum aceasta deplasare nu are loc inseamna ca si trans-
ferul energiei sub o alta forma de la receptor inapoi la emitator se face cu transfer de
masa. Deci orice forma transfer de energie implica gi transfer de masa.



