CURS DE ELECTRODINAMICA SI
TEORIA RELATIVITATII
Editia a II-a

Dumitru N. Vulcanov



Cuprins

Cuvint inainte 3
1 Electrodinamica fenomenologica 4
1.1 Sistemul ecuatiilor Maxwell. Sisteme de unitati de masura . . . . .. . .. 5
1.2 Potentiale, transformari gauge, etalonari, antipotentiale . . . . . . . . . .. 11

1.3 Teoremele energiei, impulsului §i momentului cinetic pentru cimpul elec-
tromagnetic . . . ... L L oL 16

1.4 Proprietatile ecuatiilor Maxwell. Unicitatea solutiilor. Probleme la interfata
dintre doua medii . . . . . ... ... L. 21
2 Electrodinamica cuadridimensionala 27
2.1 Forma tensorial-tridimensionala a legilor electrodinamicii . . . . . . . . .. 28
2.2 Ecuatiile Maxwell in forma cuadri-dimensionala . . . . . ... .. ... .. 30
2.3 Potentiale, antipotentiale, potentiale de curent, ... . . . . . . ... ... .. 35
2.4 Tensorul energie-impuls al cimpului electromagnetic . . . . . . .. .. ... 38
3 Elemente de teoria relativitatii restrinse 41
3.1 Relativitatea galileeana . . . . . . . . . . ... Lo Lo 42
3.2 Spatiul-timp Minkowski si transformarile Lorentz . . . . . . . . . ... .. 45
3.3 Forma transformarilor Lorentz. Cazuri particulare . . . . . . ... ... .. 48
3.4 Cinematica relativista si cauzalitatea in spatiu-timp . . . . . . . . . . . .. 51
3.5 'Tensorii si calculul tensorial pe spatiul-timp Minkowski . . . . . . . .. .. 58
3.6 Elemente de dinamica relativista . . . . . .. ... ... 61
3.7 Curentigidensitati . . . . . . . ... 67
3.8 Scurta introducere in hidrodinamica relativista . . . . . . .. . ... .. .. 71
3.9 Efectul Doppler relativist . . . . . . . .. ..o 73
3.10 Introducere in teoria undelor electromagnetice . . . . . . . . . .. ... .. 75

3.11 Cimpul electromagnetic al unei sarcini in migcare uniforma. Precesia Thomas 78



CUPRINS 2

4 Teoria lagrangiana a cimpului electromagnetic. Introducere in teoria

clasica a cimpurilor 86
4.1 Dinamica particulelor incarcate aflate in cimp electromagnetic . . . . . . . 87
4.2 Actiunea cimpului electromagnetic . . . . . ... ..o L. 90
4.3 Ecuatiile Euler-Lagrange pentru cimpuri . . . . . .. .. .. .. ... ... 92
4.4 Exemplede cimpuri. . . . . . . .. Lo 94
4.5 Teorema Noether . . . . . . . . . . . .. ... ... ... 98
5 Determinarea cimpului in functie de surse 103
5.1 Potentialul scalar. Ecuatia Poisson gi functiile ei Green. Electrostatica . . 104
5.2 Functia Green a ecuatiei Klein-Gordon . . . . . . ... ... ... ..... 108
5.3 Calculul general al functiei Green . . . . . . . .. .. ... ... .. 109
6 Cimpul electromagnetic al particulelor in migcare 115
6.1 Potentialele Lienard-Wiechert . . . . . . . ... ... ... ... ...... 116
6.2 Calculul cimpului electromagnetic . . . . . . . . ... 0oL 118
6.3 Puterea totala radiata de o sarcina accelerata - Formula Larmor . . . . . . 121
6.4 Distributia unghiulara a radiatiei emise de o sarcina accelerata . . . . . . . 124
6.5 Radiatia emisa de o sarcina aflatd intr-o migcare ultrarelativista . . . . . . 127

6.6 Distributia in frecventa gi unghiuri a energiei radiate de sarcinile accelerate 128
6.7 Spectrul de frecvente al radiatiei emise de o particula relativista incarcata
in migcare circulara . . . . . ... oL oL Lo 133

Bibliografie 140



Cuvint 1nainte

Cartea de fata reprezinta notitele cursului de Electrodinamica gi Teoria Relativitatii pre-
dat de mine mai multi ani studentilor Facultatii de Fizica, anul al IT lea i al ITI-lea (sectiile
de Fizica, Fizica Materialelor, Fizica Mediului si Fizica-Chimie). Acest volum contine e-
lementele teoretice de baza ale teoriei clasice a cimpului electromagnetic si ale teoriei
relativitatii restrinse. Am mai introdus si citeva elemente de teoria clasica a cimpurilor
(cimpul scalar, cimpul Klein-Gordon, etc.).

Fata de editia precendentd a cursului (apdrutd in 1995) volumul actual contine in
plus o serie de capitole de aplicatii considerate necesare pentru aprofundarea notiunilor
teoretice expuse. Nu sint incluse in aceasta carte multimea de probleme care se rezolva
la seminar si fara de care cursul n-ar fi complet. Acestea sint incluse in volumul special
de teste aparut in anul 1998 [13].

In definitivarea acestei versiuni am beneficiat de ajutorul mai multor colegi (fosti sau
actuali studenti - Ion I. Cotdescu Jr., Ghergu Florin, Gemeg Geza, Cristea Artur gi altii).
Lor li se cuvin multumiri pe aceasta cale. O mentiune speciala merita fiica mea, Valentina
pentru efortul depus in gasirea miilor de greseli de tehnoredactare din vechea editie.

D. Vulcanov



Capitolul 1

Electrodinamica fenomenologica

Electrodinamica este teoria cimpului electromagnetic. S-a stabilit, teoretic si expe-
rimental ca exista un cimp, numit cimp electromagnetic care descrie o anumita parte a
realitatii fizice, cu proprietati bine definite, i anume :

- este creat de surse : sarcini, curenti, magneti permanenti;

- produce interactiunea surselor.

Cimpul creat de o anumita sursa se masoara prin efectul asupra altor surse, pe care-1
masuram prin fortele respective. Cantitativ se masoara cimpul produs (prin forta cores-
punzitoare) asupra surselor de proba (surse-test, adicd acele surse suficient de mici
astfel incit cimpul lor propriu sa nu perturbe cimpul masurat). Deci cimpul electromag-
netic se poate descrie printr-o functie F (7,t) definita intr-un punct din spatiu dat de
vectorul de pozitie 7 (intr-un sistem de referinta inertial oarecare) si la un moment dat ¢.

In general, starea cimpului electromagnetic poate fi descrisa in vid (cind nu exista
decit cimpul propriu-zis si sursele sale) sau intr-un mediu material (cind trebuie luata in
considerare contributia mediului prin distributia de surse specifice care-1 caracterizeazi).
Proprietatile electromagnetice ale unui mediu material oarecare se vor descrie cu vectorii
polarizare gi magnetizare corespunzatori.

Constructia formala a electrodinamicii, pe care o vom prezenta in paragrafele urma-
toare, se bazeaza pe un numar restrins de principii. Acestea sunt :

- Postulatul ecuatiilor Maxwell - cimpul electromagnetic gi proprietatile sale sunt
descrise de un sistem de ecuatii diferentiale, ecuatiile lui Maxwell;

- Principiul relativitatii - legile elctromagnetismului trebuie sa fie invariante la
schimbarea sistemului de referinta inertial (SRI);

- Principiul superpozitiei - ecuatiile cimpului electromagnetic sunt liniare, deci daca
intr-un punct din spatiu si la un moment dat, ecuatiile lui Maxwell au doua solutii, atunci
este solutie orice combinatie liniard a lor (de exemplu suma lor - de unde superpozitia);

- Principiul conservarii sarcinii - sarcina totala, dintr-o anumita regiune a spatiului,
se conserva.

Folosind aceste principii, vom construi, in cele ce urmeaza electrodinamica.
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1.1 Sistemul ecuatiilor Maxwell. Sisteme de unitati
de masura

Vom incepe constructia noastra de la cazul static. In acestd situatie, cimpul electro-
static va fi masurat de forta F (7) care va fi direct proportionala cu marimea ¢ a sarcinii
de proba, adica : . .

F(r) = qE(7) (1.1)
adica, pentru caracterizarea cimpului electro-static am introdus o marime specifica data
de vectorul E(F), intensitatea cimpului electric. Acest vector are proprietatea, verificata
experimental ca circulatia sa pe un contur inchis se anuleaza, cu alte cuvinte lucrul mecanic
al cimpului electrostatic pe un drum inchis se anuleaza :

7! Bdi=0 (1.2)
C

Transformind integrala de mai sus intr-o integrala de suprafatd (pe o suprafatd X care se
”sprijind” pe conturul inchis C') cu teorema Stokes, adica ¢, Fdl = [;, rotEdS = 0. Deci :

rotE =0 (1.3)

adica forma diferentiald locald a ecuatiei (1.2).

Pe de alta parte, cimpul electrostatic E produs de o sarcina ¢ in vid are proprietatea
ca fluxul sau printr-o suprafata inchisa X care include si sarcina ¢ este proportional cu
marimea sarcinii ¢ din interiorul suprafetei. Acest enunt poarta numele de legea fluxului
sau legea lui Gauss si are exprimarea matematica integrala :

eoéﬁdgz q (1.4)

unde ¢ este permitivitatea dielectrica a vidului. Daca integrala din ecuatia de mai sus o
transformam intr-o integrala de volum, cu teorema Gauss, pe volumul V' care este marginit
de suprafata ¥, iar sarcina ¢ o scriem ¢ = [, pdV, unde p(7) este densitatea de sarcina,
obtinem forma diferentiala locala a legii fluxului, adica :

¢ divE = p(7) (1.5)

- Observatii : i) in legea fluxului mai sus prezentati se giseste si binecunoscuta
lege a lui Coulomb pentru forta de interactiune a doud sarcini punctiforme; ii) din (1.1)
avem pentru unitdtile de masurd : [F]| = [¢][E], iar din (1.4), [¢]*> = [eo][F][L]?, adica
una din marimile nou introduse are nevoie de o definire separata. In consecinta este
necesara introducerea unei noi unitati fundamentale; de obicei aceasta este cea pentru

sarcina electrica, definita folosind legile electrolizei sau a fortei electromagnetice.
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Daca acum consideram cimpul electrostatic intr-un mediu oarecare, nu in vid, se con-
stata ca legea fluxului nu mai este satisfacuta de catre vectorul E, adica € s, EdS # q.
Pentru a rezolva aceasta vom introduce, pentru caracterizarea cimpului electric un nou
vector, inductia electrica, 5(7”) care satisface legea fluxului, adica :

7{ DdS = ¢ cu formalocald divD = p (1.6)
b))

unde intre cei doi vectori, intensitatea si inductia cimpului electric exista relatia:
D=e¢ E+P (1.7)

in care vectorul polarizare P caracterizeazi proprietatile dielectrice ale mediului respec-
tiv. In vid, P = 0 si deci relatiile (1.6) devin vechile (1.4) si (1.5).

Pentru a trece mai departe la magnetostatica, trebuie sa reamintim ca experimental
s-a constatat ca cimpurile magnetice se pot produce de curenti electrici. Curent elec-
tric inseamna o migcare dirijata de sarcini electrice. Pentru descrierea unui curent se
folosesc notiunile de intensitate a curentului / (uneori vom spune simplu ”curent”) i de
densitate de curent ] (intre care existd relatia binecunoscutd I = [x j_"dg, adica curentul
printr-o suprafata oarecare este fluxul prin suprafata respectiva al densitatii de curent
corespunzatoare). Daca consideram o suprafatd inchisa 3, care marginegte un volum V|
atunci viteza de variatie in timp a sarcinii ¢ din volumul V" este egala si de semn contrar cu
curentul total care strabate suprafata ¥ urmare a principiului conservarii sarcinii totale,

deci
8,0 - .= .2
/ 9Pay = — ]fjdsz—/ divjdV
b)) 1%

si deci obtinem ecuat;ia de continuitate pentru sarcini gi curenti, adica :

% +divy =0 (1.8)

Interactiunea magnetica se manifesta prin momentul mecanic M al fortei care ac-
tioneaza asupra unui magnet permanent din partea cimpului electro-magnetic. Astfel
M = 1 x é, unde m este momentul magnetic al magnetului de proba, iar vectorul
E(f’) este inductia magnetica care descrie cimpul magnetic (atentie, sintem inca in
cazul static). Proprietatile acestui vector, in vid, determinate pe cale experimentald sunt
sitetizate in doua enunturi :

- legea Biot-Savart, care spune ca circulatia vectorului B pe un contur inchis este
proportionala cu curentul total care strabate acel contur, adica :

= § Bar- / jdS (1.9)



CAP. 1. ELECTRODINAMICA FENOMENOLOGICA 7

unde suprafata X se ”sprijina” pe conturul inchis C', i, este permeabilitatea magnetica
a vidului, iar constanta « s-a introdus din considerente de unitati de masura. Evident ca
ecuatia de mai sus are gi o forma locala :

rotB = @f (1.10)
o

- legea fluxului magnetic, care afirma ca fluxul magnetic printr-o suprafata inchisa este
nul, deci cimpul magnetic n-are surse punctiforme monopolare, adica

?{ BdS =0 i forma localy divB =0 (1.11)
b3

Evident ca intr-un mediu material magnetic oarecare, legea Biot-Savart nu mai este
satisficuta de vectorul B si deci trebuie introdus un nou vector care sa caracterizeze
cimpul magnetostatic, intensitatea magnetica, H si pentru care sia avem :

7{ Hdl = /]dS cu forma localy a rotH = j (1.12)

si care este legata de inductia magnetica prin relatia :

]_ — —
—B-M (1.13)
Ho

H=

Trecind acum la cazul nestatic si remarcam ca atit legea (1.6) cit si cea din (1.11)
sunt valabile la orice moment ¢. Atunci derivind (1.6) in raport cu timpul ¢ si folosind
ecuatia de continuitate (1.8) obtinem c4 :

oD
dw(at ) =0

Pentru a fi automat satisfacuta ecuatia de mai sus trebuie ca termenul din paranteza sa
fie rotorul unui vector - in cazul static acesta era o rotH. Generalizind, avem deci ca :

oD
ot

unde ultimul termen reprezinta vestitul curent de deplasare introdus de Maxwell.
Aceastd lege aratd cum produc curentii electrici (inclusiv curentul de deplasare) cimpuri
magnetice. Re(nproc pornind de la relatia de mai sus, cu folosirea ecuatiei de continuitate
se arata ca at(dWD p) = 0, adica relatia (1.6) este valabild la orice t.

arotH =7+ — (1.14)
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Ultima lege a electromagnetismului pe care o vom introduce tot pe cale fenomenologica
este legea inductiei : tensiunea electromotoare indusa intr-un circuit este egala gi de
sens contrar (Lenz) cu viteza de variatie a fluxului magnetic prin acel circuit, adica

R B AU s . . 0B
B ]{ Edl = ——/ BdS sau in forma locald : 8 rotE = ——— (1.15)
c ot Js ot
unde parametrul 8 este introdus din considerente dimensionale.

De fapt, in acest moment suntem capabili sa aflam o relatie intre cele doua constante

dimensionale mai sus introduse, folosind relatiile intre marimile electrodinamice, adica :

adica inversul patratului unei viteze. Putem, dealtfel si determina aceasta viteza. Daca
relatiei (1.14) ii aplicadm operatorul "rot”, folosind c& ”rot rot = grad div — div grad”’ in

coordonate carteziene gi folosind ecuatiile (1.6) si (1.15) pentru cazul ”fara surse” (adica
J =p=0)giin vid, obtinem :

7 €oto a2ﬁ
AH- -
aff ot?

care este ecuatia undelor plane pentru vectorul H. Similar se obtine (pornind de la ecuatia
(1.15) aceeasi ecuatie pentru vectorul E.

Dar electrodinamica experimentala arata ca undele electromagnetice se propaga in vid
cu viteza luminii in vid, ¢ = 300.000km/s, deci termenul de lings derivata temporala de
ordinul doi din ecuatia de mai sus este inversul patratului vitezei luminii in vid. De obicei,
cele doua constante se aleg egale, a = [, conventie pe care o vom adopta si noi, in cele
ce urmeaza. Deci :

«

v/ €o o

In contiunare avem mai multe posibilitati, determinind sistemul de unitati de masura
adoptat. Astfel, daca se alege o = ¢ si /€gpp = 1 sistemul se numegte gaussian si daca

cC=

se alege g = €y = 1 toate cele patru marimi E, l_j, H si B vor avea aceeasi unitate de
masurd. Noi insd vom adopta Sistemul International de unititi de masura (SI), in
care constanta o = 1 si este adimensionala, iar unitatile de masura pentru permitivitatea
electrica a vidului € §i permeabilitatea magnetica a vidului g se determina, ca unitati
derivate (V/m, respectiv H/m), unitatea electrici fundamentald fiind cea pentru sarcina
electrica, coulombul. In cadrul acestei variante, mai exista posibilitatea de a lua ¢g = 1,
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cind py = 1/¢? si sistemul se numeste electrostatic sau cind ludm po = 1 gi deci ¢g = 1/c2,
cind sistemul se zice electromagnetic.

In concluzie, din considerente fenomenologice, am obtinut un set de ecuatii diferentiale
(in forma locald sau integrald) care descrie complet proprietatile cimpului electromagnetic,
continind toate legile cunoscute ale electromagnetismului gi determinind in mod necon-

tradictoriu unitatile de masura electromagnetice.
Aceste ecuatii diferentiale, numite ECUATIILE MAXWELL, avind forma locala :

div D = p (M1)
div B=0 (M2)
-~ 10B
E=_-2 M
rot " (M3)
-~ 1(- oD
H=—|j+— M4
rot o (] + at) (M4)

se completeaza cu relatiile dintre cele doua perechi de vectori E-D si B-H :
— — — — 1 — —_
D=¢E+P §i H=—B-M (ML)
Ho
In mod evident c3 ecuatia de continuitate este continuta in sistemul ecuatiilor lui
Maxwell, ea obtinindu-se prin derivarea temporald a ecuatiei (M1) si folosind (M4). U-
neori, insa, este mai convenabil a considera si ecuatia de continuitate ca facind parte din
sistemul ecuatiilor Maxwell, ca o lege separata folosita pentru demonstrarea faptului ca
(M1) este valabila la orice timp ¢.
Folosind relatiile (ML) in ecuatiile (M1) si (M4) obtinem :

1 .,
(p — div P)

div E = —
€o
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Aceste ecuatii, pentru o serie de surse deﬁnlte js _p; pot determina functiile necunos-
cute E(7) si B(7) doar daci se cunosc vectorii M si P care caracterizeazd mediul in care
evolueaza cimpul electromagnetic, dar depmd si de sistemul de surse. In principiu deci
trebuie s& cunoagtem functiile P(E) si M (B). Acestea se determini de la caz la caz din
studiul proprietatilor electromagnetice ale mediului respectiv.

Exista doua tipuri de medii : mediile izotrope si cele anizotrope. In cazul mediilor
izotrope, avem de obicei :

P= eoer M = Xmﬁ (1.16)

unde X, §1 Xm Se numesc ”susceptibilitatea” electrica si, respectiv magnetica a mediului
respectiv. In aceasta situatie vom obtine :

D=¢E unde e=¢e(l+ xe) (1.17)

B=pH unde p=po(l+ xm) (1.18)

Daci nu avem surse (p = j = 0), procedind la fel ca mai inainte, ecuatia undelor
pentru intensitatea magnetica devine :

0\ 5
(A MmJH_O

adica acum viteza undelor electromagnetice in mediul respectiv este v = f’ deci indicele
de refractie al mediului devine :

v €ollo

1/2
c €
n:—=<——) o

in functie de permitivitatea relativa ¢, si permeabilitatea relativa u, a mediului respectiv.
La mediile anizotrope avem, notind cu indici grecesti o, (3, 7y, etc. componentele
vectorilor :

DazﬁaﬂEﬂ §1 BQZMQgHﬂ a,ﬁ:1,2,3

unde permitivitatea electrica gi permeabilitatea magnetica sunt tensori simetrici de ordinul
doi, ca gi susceptibilitatile :

€ap = €0(0ap T X(e)as) 81 Hap = Ho(Oap + X(m)ap)

(04 fiind tensorul Kronecker de ordinul doi).
Observatii - Relatiile de material de mai sus sunt liniare gi sunt valabile numai
pentru valori relativ mici ale cimpurilor. Pentru valori intense ale cimpurilor, relatiile nu
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mai sunt liniare; in general toate mediile dielectrice au x. > 0, pe cind x,, poate fi pozitiv
(paramagnetici) sau negativ (diamagnetici); de reguld daci E = H = 0 se anuleaz} si
P si M cu exceptia feromagneticilor, care prezinta remanenta magnetica, relatiile fiind
neliniare, apare histereza, punctul Curie, etc.

O alta clasificare a mediilor este in functie de comportarea lor la curenti : conductoare
si izolatoare. Pentru aceasta avem legea lui Ohm, scrisa in forma :

jo = Oap By + jS /=123 (1.19)

unde o este tensorul conductivitate, iar ;! este partea de curent independentd de
cimpul E. Acest curent se datoreaza unor surse de natura neelectrica, care transforma
alte forme de energie (chimicd, mecanica) in energie electricd. S presupunem ca acest

curent este nul (j°** = 0) si c mediul este omogen si izotrop, adica 0,5 = 00,5 de unde

deducem ca j = oF, o fiind conductivitatea constanta a mediului. Folosind ca D = eF,
in ecuatia de continuitate avem, in final ca

E B
div (eaa—t + aE) =0

< R 1y . o o 2 = t—tg
Pentru ca aceasta ecuatie sa fie valabila este suficient sa presupunem ca E = Eye 7=
t—t
g

de unde rezulta ca si densitatea de sarcina are o variatie de acelasi tip p = poe~ =,
Factorul 7' = £ joaca rol de timp de relaxare pentru mediul respectiv, fiind timpul in care
E sau p scade de e ori.

Fie Ty timpul de desfagurare tipic al proceselor dinamice (de exemplu perioada os-
cilatiilor cimpului electromagnetic). Daca Ty << T avem un mediu dielectric iar daca
Ty >> T avem un mediu conductor. In primul caz mediul pastreaza sarcinile electrice
un timp indelungat, acumulindu-se pe suprafata producind sarcina superficiala, iar in al
doilea caz sarcinile se deplaseaza liber in mediu.

1.2 Potentiale, transformari gauge, etalonari, anti-
potentiale

Un rol important in studiul cimpului electromagnetic cu ecuatiile Maxwell, 1l joaca posi-
bilitatea obtinerii unor noi ecuatii (de gradul doi) in functie de noi méarimi, potentialele
electromagnetice, diferite de perechile E , 13, H si B. Si vedem intii cum se pot introduce
aceste potentiale.

Stiind ca div rot @ = 0 oricare ar fi vectorul @, sa observam ci ecuatia (M2) este
automat satisficuti dacit introducem potentialul vector A(7,t) astfel incit:

B=rot A (1.20)



CAP. 1. ELECTRODINAMICA FENOMENOLOGICA 12

Introducind acum (1.20) in ecuatia (M3) obtinem ca:

care este automat satisfacuta daca vom scrie cantitatea din paranteze ca un gradient al
unei functii scalare (rot grad ¢ =0, V¢), astfel incit sd avem :

E = —grad ¢ — - (1.21)

In relatia de mai sus ¢(7,t) se numeste potential scalar.

Ecuatiile (1.20) si (1.21) prin care mérimile E si B sunt exprimate in functie de
potentialele A si ¢ sunt independente de proprietatile mediului in care cimpul electromag-
netic evolueaza. In plus, aceste ecuatii arata ca existd un numar infinit de potentiale
A si ¢, care produc aceleasi c1mpur1 E si B. Intr-adevir, dacd vectorul A indeplineste
ecuatia (1.20) atunci si potentialul Al produce acelagi vector B daci :

A'= A+ grad O (1.22)

unde ¥ este o functie scalard oarecare. Afirmatia de mai sus se verificd deoarece B =
rot A" =rot A+ rot grad ¥ = B, deoarece rot grad ¥ =0, VW. In plus si potentialul
¢' produce acelagi cimp electric F daca introducem :

1 0¥
l=g— - 1.23
i=0- 2 (1.23)
caci avem :
194"
E' = —grad ¢' — — =
grad ¢ 5
10 104 190 -
—grad(ﬁ—i—aagradllf—aa—aagrad\I’—E

Transformarile din relatiile (1.22) gi (1.23) se numesc transformiri gauge iar prin-
cipala lor proprietate este aceea ca vectorii (si deci ecuatiile) cimpului electromagnetic
sunt invarianti la aceste transformari. Aceasta proprietate a cimpului electromagnetic
o vom utiliza pentru simplificarea ecuatiilor de cimp scrise cu potentiale, prin alegerea,
din infinitatea de perechi posibile ¢, A a uneia convenabile, operatie care se numegte
etalonare (in lb. englezi gauge).
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Pentru aceasta, fie un mediu omogen si izotrop, in care deci D = ¢E si B = uﬁ si
vom inlocui relatiile (1.20) si (1.21) de mai sus in ecuatiile (M1) gi (M4) - reamintim ca
ecuatiile (M2) si (M3) sunt automat satisfacute prin definirea potentialelor - dupa care
prin citeva manevre elementare, obtinem (folosind faptul ci, in coordonate carteziene
rot rot A = grad(div A) — (div grad)A )

107\ + p- N O L
(A_ﬁﬁ>’4__&]+gmd (dw A+E§ (1.24)
1 10 7
® P a@tdw (1.25)

unde A = V? este operatorul Laplace, - = ea®.

Se poate observa ca ecuatiile de mai sus se simplifica in mod substantial prin alegerea
unei anumite etalonari, adica o alegere specifica a perechii de potentiale fY, ¢ permisa
de invarianta la transformarile de etalonare mai sus demonstrata. Una dintre etalonarile
cele mai des folosite este conditia de etalonare Lorentz :

0o _

div A =0 1.26
7X) +a8t ( )

cu care ecuatiile (1.24) si (1.25) devin asemanatoare, adic :

1 82 - M=
1 02 1

Se poate arata ca intotdeauna potentialele se pot alege astfel incit sa satisfaca conditia
Lorentz.

Etalonarea Lorentz din (1.26) nu este singura etalonare posibild. Mai este folosita
destul de des etalonarea Coulomb :

div A =0 (1.29)
cu care ecuatiile (1.24) si (1.25) devin :
1 0%\ - W~ €l ¢
A———A=-EF 4+ Fgrea 22 1.30
< v? 8t2> o’ * o I Bt (1.30)
1
Ap=—=p (1.31)
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Daca aflim solutia ecuatiei (1.31) (care este o ecuatie de tip Laplace-Poisson, valabila la
orice timp, deci rezolvarea ei implica metode specifice de electrostatica - de aici denumirea
de ”etalonare Coulomb”) putem calcula vectorul A cu ecuatia (1.30). In plus, se mai poate
remarca ca de fapt etalonarea Coulomb nu este diferita de etalonarea Lorentz, ci doar o
varianta a ei.

Vom aplica aceeasi metoda acum intr-o alta varianta, prin implicarea perechii de
vectori D si H din ecuatiile Maxwell (pind acum am folosit perechea B si E) Pentru
aceasta fie mai intii ecuatiile Maxwell fara surse, jz p =0, adica :

div D =0 div B=0
rotE:—la—B rotﬁzla—D
o Ot o Ot

Din acest set de ecuatii putem automat satisface prima, daca introducem un antipo-
tential A* astfel incit :
D = —rot A* (1.32)

Cu acesta introdus in ecuatia (M4) fara surse obtinem ca :

= 10A*
rot (H—!——a )ZO

o Ot

care va fi automat satisfacuta daca :

- . 1A
H = —grad ¢ ~ 2 o

(1.33)

deoarece rot grad gé =0, V¢. Pseudoscalarul ¢* se numeste antipotential scalar.
Inlocuind acum pe D si H din relatiile (1.32) si (1.33) in ecuatiile (M2) si (M3) fara surse,

obtinem :
1 0%\ - 1 02
N———|A = AN———1¢"=0 1.34
( v? 8t2> < v? 8t2) ¢ (1.34)
care rezultd luind in considerare etalonarea Lorentz pentru antipotentiale in forma :
oo €uOo*
div A* + — =0 1.35
v + o ot ( )

Daca mediul este omogen §i izotrop se poate arata ca solutia generala a ecuatiilor
Maxwell in functie de potentiale si antipotentile este de forma:

B=rot A— poA — pgrad ¢*
a Ot
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1 104
E=- A — 1.
eT ot : grad ¢ (1.36)

O alta metoda utilizabila este cea a potentialelor de curent, care se aplica la
ecuatiile Maxwell cu surse prin introducerea potentialelor de curent m si p' astfel :

j= %ﬁwmnl p=—div (1.37)

cu ajutorul carora ecuatia de continuitate :

dp

61&0

dwy+

este automat satisficutd. In continuare, prin folosirea (1.34) in ecuatiile Maxwell acestea
vor capata forma :

div (D + ) = 0 div B=0

108 S 1.\ 19
rotE——aa— rot (H—am) = 8t(D + p)

Prima din ecuatiile de mai sus poate fi automat satisfacuta daca introducem antipo-
tentialul A* astfel incit :
D=—rot A*—p (1.38)

pe care, inlocuindu-l in a patra ecuatie Maxwell de mai sus avem:

care va fi automat satisfacuta daca introducem antipotentialul scalar ¢* astfel incit :

- 1 1 0A*

H = —grad n— —
gT&gb—!—m o

(1.39)

Inlocuind acum vectorii D si H in celelalte ecuatii Maxwell ramase obtinem ecuatiile cu
0O A* = ... gi O ¢* = ... corespunzatoare folosind etalonarea Lorentz pentru antipotentiale
(1.35) mai sus definitd. Am notat operatorul d-Alembert cu
1

v2 Ot?
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1.3 Teoremele energiei, impulsului si momentului ci-
netic pentru cimpul electromagnetic

Fapte experimentale de mult stabilite au aratat, fara echivoc ca undele electromagnetice
poseda impuls gi transporta energie.

Pentru a vedea cum obtinem relatii energetice din ecuatiile Maxwell vom face intii
citeva estimari dimensionale. Astfel din prima ecuatie Maxwell (M1) avem, pentru uni-
tatea de mésurd a inductiei electrice [D] = [Q][L] 2, iar pentru intensitatea electrici
[E] = [F][Q]™'. Obtinem atunci unitatea de masurd pentru produsul [ED| = [F|[L]™>
adica densitate de energie. Similar, folosind celelalte ecuatii Maxwell (pentru simpli-
tate scrise firs surse) obtinem ci si produsele [HB] = [F][L]~? vor avea dimensiunea de
densitate de energie.

Avind in vedere aceste observatii, vom proceda in continuare la transformarea ecuatiilor
Maxwell, astfel incit sa punem in evidenta produsele respective. Pentru aceasta ecuatia
(M3) se inmulteste scalar cu H iar ecuatia (M4) cu E. Cele doui relatii obtinute astfel
se scad si observind ci div (E x H) = Hrot E — Erot H, avem

o div (ExH)+E%—t+H%—B+jE_O (1.40)
Vom defini, in cele ce urmeaza urmatoarele marimi :
- densitatea energiei electrice : w, = %Eﬁ,
- densitatea energiei magnetice : w,, = %ﬁ B;
- densitatea energiei totale a cimpului electromagnetic : w = we + Wyy,.
S& observdm acum ca termenul al doilea si al treilea din ecuatia (1.40) reprezinta
tocmai variatia temporala a densitatii de energie totala :

0D 0B 10 = ==
Eor+ Hos == (ED+ HB) =

ow
ot

daca avem de-a face cu un mediu omogen i izotrop, in care D =¢E si B= ,uI:_i .

Daca acum vom lua in considerare un volum tridimensional V' marginit de o suprafata
inchisd 3 gi apoi integram ecuatia (1.40) pe acest volum transformind integrala care
contine div (E x H) in integrald de suprafat3, cu teorema lui Gauss :

L o o ow oo
o ]fz(E x H)dS—i—/VEdV—i—/VjEdV —0 (1.41)

Aceasta ecuatie este expresia legii conservarii energiei pentru cimpul electromagnetic.
Vom dovedi aceasta prin interpretarea fizica a diferitilor termeni din aceasta ecuatie. Cel
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mai simplu de vazut este rolul jucat de al doilea termen, care in mod evident, conform
definitiilor de mai sus este derivata temporala a energiei totale a cimpului electromagnetic
din volumul V. Apoi, integrala de suprafata din primul termen exprima fluxul de energie
prin suprafata >, densitatea si directia acestui flux in fiecare punct din suprafata fiind
date de vectorul Poynting definit prin :

S=aFE x H (1.42)

In final, ultimul termen din ecuatia (1.41) reprezinta lucrul mecanic pe unitatea de
timp efectuat de cimpul electromagnetic prin producerea de curenti de conductie in volu-
mul V. De fapt, se poate afirma ca acest termen este responsabil de efectele termice
care apar in mod obignuit in mediul conductor respectiv. Termenul exprima deci energia
pierduta de cimpul electromagnetic prin efect Joule-Lenz.

In concluzie, formula (1.41) exprima faptul ca variatia energiei cimpului electromag-
netic din volumul V se realizeaza doar prin pierderea sau primirea energiei prin suprafata
> sau prin transformarea ei in energie termica prin efect Joule. Mai trebuie adaugat ca
daca in volumul V exista surse care transforma alte forme de energie (mecanica, chimici)
in energie a cimpului electromagnetic, lucrul mecanic (pe unitatea de timp) al acestor
surse trebuie adiugat in ecuatia (1.41). De obicei, aceasta se face adiugind la curentul j
din termenul al treilea al ecuatiei si curentii j¢*¢ (vezi explicatiile de la legea lui Ohm din
paragraful 1 al acestui capitol).

In cele ce urmeazi vom aborda problema impulsului cimpului elgctromagnetic. Pentru
inceput sa ne reamintim ca produsul vectorial a doi vectori @ si b se scrie, tensorial in
forma : .

(6: X b)a = ea37a5b7 (143)
unde am folosit conventia de insumare a indicilor care se repetd, numita si conventia
Einstein, iar tensorul ey, este tensorul total antisimetric de ordinul trei (care este nul
daca cel putin doi indici se repeta si este 1 sau -1 dupa cum indicii a7y se obtin din
123 printr-un numér de permutari pare sau, respectiv impare). Mentionam ca toti indicii
grecesti «, 3,7, 9, p... parcurg valorile 1, 2 gi 3, adica sunt indici tridimensionali. Mai
tebuie sa amintim citeva proprietati importante ale tensorului € :

€afrEaps = 05p0ys — 0p50np

€apy€aBp = 20y €apy€apy = 3!
Cu aceste premize stabilite sa calculam acum :

OF

(rot E) x D la= €qpy(T0t E)5D7 = €a/37€ﬂ(5pa—x§D7 =
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o)) o))
_eﬂaveﬂdpa—fov = —(0as0yp — bapys) o :;)D =
o0E, 0F,
o 0t g
Deoarece in formula obtinuta mai sus primul termen contine produsul scalar ED = E,D,
se sugereaza inlocuirea lui cu ajutorul termenului :

0 = = 0FE, 0D, 0E,
%((LWED) = 56”8 ED, + Goy—2 e E, = 50‘78 D,
presupunind cd mediul este omogen si izotrop (Do = €E,).
In plus vom mai recalcula si termenul al doilea al formulei (1.44) in forma
0 ) oD 0F,
E.D —2D,+ —1E, =
87( y) = 957 27 T G 87D + B, div D
Vom introduce acestea in formula (1.44) (tinind cont si de faptul ¢i div D = p) obtinind
in final :

-5 (1.44)

— — a - —
(ot E) x D o= =~ (E D, %ED) — pE, (1.45)
In mod evident tensorul !
TS, = E.D, — E(smﬁﬁ (1.46)

este de rangul 2 in raport cu rotatiile tridimensionale,dar nu si neaparat simetric.
In mod absolut similar, pentru cazul magnetic, se obtine :

t H) x B |,= =% 1.4
(rot 1) x B la= 52 (1.47
unde am folosit gi faptul ca div B=0.CuT™ ap am notat :

Ty = HoB, — §5Q7HB (1.48)

Acestea fiind obtinute, putem defini tensorul tensiunilor electromagnetice (sau
tensorul Maxwell) astfel
Toy=Ta + Ty (1.49)

unde 7 i T™ sunt partea electrica, respectiv magnetica a tensorului Maxwell.

Pentru a obtine in final teorema impulsului pentru cimpul electromagnetic sa inmultim
acum vectorial ecuatia (M4) cu B si (M3) cu D. Adunind cele dou# ecuatii obtinute si
folosind ecuatiile (1.45) si (1.47) obtinem :

10

(j x B)g + pEs + —a(ﬁ x B)g (1.50)
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Aceasta ecuatie este teorema variatiei impulsului cimpului electromagnetic. Pen-
tru a clarifica semnificatia ei fizicd (si a-i justifica deci denumirea) sa observim ci ter-
menul cu pE este densitatea (volumica) de fortd cu care cimpul electric actioneazd asupra
sarcinilor electrice. Evident ca si primul termen, avind aceeagi dimensiune, este tot o
densitate de forta fiind forta cu care cimpul magnetic actioneaza asupra curentilor. Deci
acesti doi termeni vor constitui densitatea de forta Lorentz :

- Op

(7 x B)+pE = - (1.51)

= ot

RIm

unde am scris forta Lorentz ca provenind din derivata temporala a unui impuls mecanic p.
Aceeagi structura o are si al treilea termen din ecuatia (1.50), care este derivata temporala
a densitatii de impuls a cimpului electromagnetic

Dx B (1.52)

QI+

g=

i intr-un mediu omogen si izotrop este proportional cu vectorul Poynting. Deci ecuatia
(1.50) o putem scrie acum in forma :

0T, 0

5 — 5Pt 9) s (1.53)

Sa analizam acum partea stinga a ecuatiei (1.50) sau a celei de mai sus. Acest termen
este evident o divergentd. Dacd ecuatia (1.53) o integram pe un volum V marginit de
suprafata Y, atunci integrala de volum din partea stinga o putem converti intr-o integrala
de suprafata continind fluxul vectorului ¢g = T,n”, unde n” este vectorul unitate normal
la suprafata ¥. Dar vectorul ¢ are dimensiune de fortd pe unitatea de arie. Acest
fapt clarifica semnificatia fizica a tensorului Maxwell : el stabilegte o relatie liniara intre
vectorul forta intr-un punct de pe suprafata ¥ si vectorul unitate normal pe suprafata in
acelasi punct. Deci, considerind ca suprafata > este independenta de timp avem :

B
écpdS— a/V(p+g)dv (1.54)

Aceasta este forma finala a legii variatiei impulsului cimpului electromagnetic : variatia
temporald a impulsului total (cimp plus sarcini plus curenti) dintr-un anumit volum este
egala cu forta totala actionind pe suprafata ce margineste volumul. Desigur ca daca in
V exista variatii ale altor tipuri de impulsuri, sarcinile si curentii putind fi influentati de
forte de natura neelectromagnetica, atunci se va adauga un termen suplimentar in dreapta
ecuatiei continind variatia impulsului datorat cauzelor exterioare, iar in stinga se adauga
fortele de suprafata exterioare suplimentare.
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In general, forma componentelor tensorului Maxwell 75,5 depinde de alegerea sistemului
de referinta. Exista un anumit sistem de referinta in care acesta devine diagonal, adica
Top = 00T 0o (fird insumare dupa indicele «) si deci forta totald pe elementul de suprafata
va fi dF, = TaaéaganS. Daca T,, > 0 atunci dF, este orientata ca si normala la
suprafatd (prin conventie, spre exteriorul acesteia) - atunci avem tensiune. Daca Ty, < 0
atunci dF, e orientat spre interiorul suprafetei.

Astfel dacd avem doud volume Vy si Vg, In contact (vezi figura alaturatd) atunci in
punctul de contact cele doua forte sunt de sensuri opuse si daca Ty, > 0 cele doua volume
se atrag, iar daca T,, < 0 cele doua volume se resping.

In final, pentru a ilustra forma gi semnificatia fizica a tensorului Maxwell, vom calcula
componentele partii sale electrice Tg4. Folosind formula (1.46) avem :

E?2-1FE* E,E, E,E,
(T%) = | EyE. E:-1E®  E,E,
E,E, E.E, FE!-1F?

unde am presupus ca D = eE. Daca axa Oz este in directia cimpului, adica £, = E, E, =
E, =0 atunci

E? 0 0
(Ts)=| 0 —E2 0
0 0 —FE?

Sa abordam in finalul acestui paragraf si problema momentului cinetic pentru cimpul
electromagnetic. Momentul cinetic total al cimpului electromagnetic (de fapt, densitatea
de moment cinetic) este produsul vectorial al vectorului de pozitie cu impulsul (conform
definitiei sale mecanice) deci ' = 7 x (5+ §) sau pe componente [, = €apyTa (P + §)y-

Astfel, pornind de la ecuatia (1.53) inmultitd vectorial cu 7 si dupa citeva manevre
algebrice elementare (pe care le lasam cititorului - cu observatia principald ca egpoZpe = 0
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din simetria tensorului T,,) se obtine in final :

87rﬂ7 - %
oxrr Ot

(1.55)

unde tensorul 7g, este

Ty = €8paTplay

Interpretarea fizica a ecuatiei (1.55) i a tensorului 7 rezultd simplu daci integram ecuatia
(1.55) pe un volum maérginit de suprafata ¥. Atunci rezulta :

N
é(rxw)d&'-a/vldv (1.56)

adica momentul total al fortelor de pe suprafata inchisa ¥ este egal cu variatia (in timp)
al momentului cinetic al cimpului electromagnetic din interiorul acestei suprafete. Relatia
(1.56) reprezintd tocmai teorema variatiei momentului cinetic pentru cimpul electromag-
netic.

1.4 Proprietatile ecuatiilor Maxwell. Unicitatea so-
lutiilor. Probleme la interfata dintre doua medii

Proprietatile matematice ale ecuatiilor Maxwell depind in mare masura de forma functiilor
P(E) si M(B). In cazul cel mai simplu al unui mediu omogen si izotrop cu surse descrise

de j si p care sunt functii date de pozitie si timp, ecuatiile Maxwell se reduc la ecuatiile
undelor pentru potentiale :

0A=L7 g op="2
o €
daca este respectatd etalonarea Lorentz (formulele (1.27) si (1.28)).
Pe de altd parte daca aplicidm rotorul asupra ecuatiilor (M3) si (M4) si folosim (M1)
si (M2), in coordonate carteziene, dupa citeva calcule elementare obtinem pentru vectorii
E si B ecuatiile :

102\ = poj 1
AN———|EF=L"224 Zograd 1.57
( v2 8752) o? ot + Ggm p ( )
1 0%\ 5 Lo =
AN———|B=-= ) 1.
( V2 8152) amt J (1.58)

Trebuie sa remarcam ca, rezolvind ecuatiile potentialelor inseamna sa rezolvam ecuati-
ile Maxwell, pe cind ecuatiile (1.57) si (1.58) sunt doar un corolar al ecuatiilor Maxwell. De
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altfel, cazurile particulare (fard surse) ale acestor ecuatii le-am mai folosit in paragrafele
anterioare.

Din punct de vedere fizic mult mai mult putem obtine daca studiem mediile liniare
in care By = popHg si Dy = €qpEp, unde €43 §i pag sunt functii de pozitie si timp.
Distingem aici mai multe cazuri. i) In unele situatii se poate presupune simplu ca vectorii
D si B intr-un punct oarecare 7 si t depind de vectorii E si H in acelagi punct si in
acelagi moment; atunci se pot construi, pentru vectorii cimpului ecuatii diferentiale de
ordinul doi cu coeficienti variabili. ii) Cel mai adesea insa trebuie sd ludm in considerare
fenomenele de dispersie, adica acele situatii in care vectorii inductie D si B in (7,t)
depind de intensititile E si H la un moment anterior (dispersie in frecvents) si/sau
din alte puncte (dispersia spatiald). In concluzie, atit permitivitatea electricd €ap, CIt
si permeabilitatea magnetica p,p vor fi operatori. De cele mai multe ori acesti operatori
sunt liniari gi integrali, deci, de exemplu pentru D vom avea :

o
Do(F 1) = / dt’ / A eas(t, 1, 7,7 Es(7, 1)
—0o0
Dar integrala in raport cu timpul, din motive de cauzalitate se efectueaza pentru ¢’ < ¢.
Daca nu existd un punct sau un moment special gi mediul este spatial omogen, atunci
functionala €, depinde doar de t — ¢’ i ¥ — 7. Deci :

Do(7,t) = / dt’ / dFeas(t — ', 7 — #)E5(7, 1) (1.59)

Ecuatiile Maxwell devin astfel un set de ecuatii integro-diferentiale. Atunci pe E (7,1
il putem scrie ca o dezvoltare in serie Fourier de forma :

B, 1) = / dw / ke =) B(E, w) (1.60)

gi 1l inlocuim in ecuatia (1.41). Atunci, presupunind si pentru vectorul D o dezvoltare in
serie Fourier similara avem :

/dw/dEei(EF_“t)ﬁ(E,w) =

/ dw / dk [dt' / difeas(t — 1,

Dar daca definim :

=
|
=L
N
®N
=
'
|
€
&R
s}
—
S
&
N

r=t—t § R=7—F
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atunci , 7 gi ¢ fiind fixati, avem dt' = —dr si di' = —dR, iar daci ¢’ = ¢ atunci 7 = 0 si
dacd t' = —oo atunci 7 = oo deci :

/_toodt’ o /O:(—dr)=/0°°d7

si deci relatia de mai sus devine :
/ dw / dicei® D(k,w) =

/dw/d/; [/Oo dT/dﬁeag(T, I%)e_i(ﬁ_‘”) ei(EF_“t)E(E,w)
0

Daca vom defini transformata Fourier a operatorului permitivitate prin cantitatea care
rezulta din marimea dintre parantezele drepte din relatia de mai sus :

eag(l;,w) :/ dT/dﬁeag(T, R')e_i(’;é_‘”) (1.61)
0
atunci in final vom avea ca :
Dy (k,w) = €qp(k,w)Es(k,w) (1.62)

Vom reveni din nou la aceste relatii la studlul electrodlnamlcu mediilor continue. Sa
mai observam ca daca dependenta intre P si E sau intre M si B este neliniara, atunci
ecuatiile lui Maxwell devin ecuatii diferentiale neliniare (cazul fira dispersie) sau integro-
diferentiale neliniare (cazul cu dispersie).

In concluzie proprietatile matematice ale ecuatiilor Maxwell sau ale solutiilor lor, de-
pind in mod divers de proprietatile electromagnetice ale mediilor in care cimpul electro-
magnetic evolueaza.

Vom studia acum comportarea ecuatiilor Maxwell (si a solutiilor lor) in cazul mediilor
omogene, demonstrind aici o importanta teorema.

Teorema - In mediile omogene solutiile ecuatitlor Mazwell sunt unic determinate prin

stabilirea condititlor inifiale |
st la limata.

Demonstratie - Fie o regiune V marginita din spatiu cu frontiera o suprafata inchisa
Y. Atunci conservarea energiei (din relatia (1.41)) se scrie :

6 - — — — - =

L . . 12 [(ED+BA Bdv = 1.

aj{(ExH)dS—i—Qat/( i )dv+/] v =0 (1.63)
by
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In plus vom mai presupune ci este indeplinitd legea lui Ohm : j = oE. Deoarece
constantele de material o, €43 §i flop Sunt intotdeauna pozitive, in ecuatia (1.63) de mai
sus ;E, ED si HB nu sunt niciodatd mai mici ca zero. Prima integrala si derivata
temporala din al doilea termen pot fi atit pozitive cit si negative. Fie acum doua solutii
ale ecuatiilor Maxwell din volumul V', notate El, H, si 1772, H, care pe suprafata ¥ iau
aceleagi valori, adica :

Ey|s=Ey |z si H|s=H;|s
In plus, ele indeplinesc si aceleasi conditii initiale :
By Ji=to= Ea |i=ty 81 Hi |i=ty= H2 |t=t,

Deoarece este valabil principiul superpozitiei, cimpurile E=E, - E, si H = H, - H,
vor fi gi ele solutii ale ecuatiilor Maxwell. Din relatiile de mai sus, conditiile la limita
domeniului si la momentul initial pentru aceste noi solutii vor fi :

E |2: 0, ﬁ |E: 0, E |t:t0: 0, ﬁ |t:t0: 0

Dar vectorii E si H trebuie si satisfac legea conservirii energiei (1.63). Primul termen
din aceastd relatie se anuleaza datorita conditiilor la limita domeniului (suprafata 3) de
mai sus. Ceilalti doi termeni ramagi se integreaza de la ¢y la ¢, gi avem :

_,

—» —» t — =
2/ED+HBdV\t = 2/ D+ H dV|t__—/ dt’/jEdV
to

Dar termenul 1 J(ED+HB)dV |, de mai sus este intotdeauna mai mare (sau egal) ca zero,
iar ultimul termen este totdeauna negativ (integrala fiind pozitiva). Deci cei doi termeni
din ecuatia de nai sus vor fi egah numai daca sunt amindoi nuli, deci E=H= 0, adica
avem 1n final E1 E2 si H1 HQ, c.c.t.d..

Ce se intimpla acum daca domeniul este ales infinit. Unicitatea solutiilor depinde
atunci de comportarea integralelor din (1.63) la infinit, care insi depinde de comportarea
cimpurilor E si Hla infinit, deci tot de conditiile la limita-infinit.

Sa examinam acum ce se intimpla daca proprietatile electromagnetice ale mediului
nu mai sunt omogene §i exista o suprafatd de separare ¥ ce desparte doua regiuni cu
proprietéti diferite. Cele doua medii despértite de suprafata ¥ le vom nota cu I i IT (vezi
figura alaturata).



CAP. 1. ELECTRODINAMICA FENOMENOLOGICA 25

Este natural a presupune ca vectorii cimpului electromagnetic sunt finiti de ambele
parti ale frontierei X si ca au derivatele continue. Folosind ecuatiile Maxwell in forma
integrala vom cerceta modul de transformare al vectorilor cimpului de-o parte si de alta
a frontierei.

Fie un volum infinitezimal mic AV (vezi figura de mai sus) sub forma unui cilindru
avind capacele paralele cu ¥ si jumatatea de sus in I gi cea de jos in II, de inaltime Ah.
Aplicind ecuatia Maxwell (M1) scrisd in forma integrala :

/ DdS = q
b
pentru situatia din figura de mai sus, avem :
AS(EI -ty + D fis) + integrala pe suprafata laterala = pAhAS

In ecuatia de mai sus ”integrala de pe suprafata laterald” se anuleaza, fiind proportionala
cu latimea Ah iar in termenul din dreapta ecuatiei, de regula p/Ah este finit (desi p — oo,
fiind o sarcina distribuita pe suprafatd). Fie pAh — A. In plus vom observa ci vectorii
unitate normali pe suprafata 3 indeplinesc conditiile 7i; = 7 si 71, = —7i. Cu toate acestea
avem 1n final :

(D' = D") it = A (1.64)

Luam in considerare ecuatia Maxwell (M4) scrisa in forma integrald, adici :

faa-Lf (;-+ %f) i3

si o aplicam pentru conturul infinitezimal mic din figura alaturata, in care
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laturile Al si Ap sunt foarte mici. In plus, fie vectorii unitate §; = §si 5 = 3 tangenti
la suprafata . Daca Al — 0 mai repede decit AS, atunci pentru ecuatia Maxwell
integrala de mai sus avem :

IT _ FI\ 2Am — 1 oD, .
e (H H ) SAp AhlIBO ( 5 + j,,) AlAp

in care ¥ este vectorul unitate perpendicular pe suprafata patrulaterului din figura, iar
D, si j, sunt componentele vectorulor D si 7 in lungul acestui vector.

Dar lim j,Al = 14, este densitatea superficiala de curent si aaDt” — 0 deoarece este
continuu in apropierea suprafetei. Cu acestea obtinem in final :

o(H" - H")5=1, (1.65)
Similar, folosind versiunile integrale ale ecuatiilor Maxwell (M2) si (M3) se obtine :
(E"-E")s=0 s (B"-B")i=0 (1.66)

Ecuatiile (1.64), (1.65) si (1.66) reprezinta conditiile de suprafati sau ecuatiile de
discontinuitate.

In relatiile de mai sus n-am precizat nimic despre comportarea componentelor tangen-
tiale ale vectorilor B sau a componentelor normale ale vectorilor E. Informatii in plus se
obtin prin cunoasterea proprietitilor specifice celor doua medii I si I1. Astfel relatiile de
trecere vor cuprinde gi vectorii polarizare gi magnetizare ai celor doua medii.



