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[.1. Fluidele ca medii continue.
[.1.1. Mediile solide.

» Mediile solide pot fi perfect rigide, perfect elastice sau plastice.

» Solidul rigid are proprietatea ca pozitia relativa a oricdrui element
constitutiv al solidului fata de un alt element constitutiv al solidului
ales arbitrar ramane constanta n timp, indiferent de fortele
exterioare care actioneazd asupra solidului.

» Solidul elastic are proprietatea c3 sub actiunea unei tensiuni, acesta
capata o deformatie, care dispare atunci cand tensiunea dispare,
solidul revenind la forma sa initiala.

> Plasticitatea reprezinta o masura a devierii solidului de la
comportamentul pur elastic fiind caracteristic solidelor ce nu revin la
forma initiald dupa incetarea actiunii tensiunilor.

» Plasticitatea este o proprietate a tuturor solidelor reale,
manifestandu-se cu precadere cand tensiunile depdsesc un anumit
prag.

» Tensiuni suficient de mari aplicate suficient de brusc duc la ruperea
solidelor cu caracter plastic.



[.1.2. Mediile fluide.

» Fluidele sunt corpuri materiale fara forma proprie care, sub influenta
unor forte exterioare relativ mici, pot capata deformatii oricat de
mari.

» Lichidele reprezinta fluide care sunt practic incompresibile si sub
actiunea fortelor gravitationale iau forma vasului in care se gasesc
fara a il umple, fiind separate de mediul gazos prin suprafete libere.

» Gazele sunt fluide pentru care fortele de coeziune sunt mult mai mici
decat n cazul lichidelor si care umplu in totalitate recipientul in care
se gasesc, oricare ar fi forma si dimensiunea lui.

» Spre deosebire de caracterul elastic al solidelor, care tinde s3 readuca
solidul la starea initiala, caracterul vascos al fluidului tinde sa anuleze
complet memoria acestuia referitoare la starile sale anterioare.

» Substantele care sunt si vascoase dar si elastice Tn acelasi timp se
numesc viscoelastice si includ jeleurile, pastele, gumele, albusul de
ou, etc.



[.1.3. Medii discrete.

> Atat solidele, cat si fluidele au la baza constituenti microscopici
(atomi, molecule), drept urmare sunt prin excelentd medii discrete.

» Descrierea microscopica a unui sistem fizic pleaca de la
contabilizarea tuturor gradelor de libertate disponibile
constituentilor. in cazul unui gaz ideal monoatomic format din N
molecule, avem 3N grade de libertate corespunzatoare miscarii de
translatie a constituentilor.

» Avantajul descrierii microscopice este ca permite implementarea
directd a interactiunilor fundamentale dintre constituenti, pentru
care legile sunt cunoscute cu mare precizie.

> Sistemele care se preteaza la descrierea discretd sunt microscopice /
nanoscopice.

> Pentru un sistem macroscopic, numarul lui Avogadro
Na ~ 6,022 x 1023 mol ™! reprezintd num3rul tipic de constituenti.
Calculul exact al interactiunilor dintre acestia necesit N? operatii,
drept urmare aceasta abordare este impractica.

» O abordare care se preteaza studiului sistemelor mezoscopice este
teoria cinetica a gazelor, Tn care proprietatile constituentilor sunt
reprezentate cu ajutorul functiilor de distributie.



[.1.4. Medii continue.

» in limita cand drumul liber mijlociu (A) al constituentilor este
neglijabil fata de dimensiunile caracteristice a domeniului de curgere,
caracterul discret al constituentilor devine neimportant iar mediul
poate fi modelat folosind o colectie de proprietati macroscopice, cele
mai importante fiind:

Densitatea de mass p(t, x) [kg/m>];

Cémpul de vitezd u(t, x) [m/s];

Temperatura locald T(t,x) [K];

Presiunea izotropd P(t, x) [Pa].
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» Principalele ecuatii care guverneaza evolutia temporald a mediului
fluid sunt ecuatiile de conservare a masei, impulsului si energiei.

> Adesea determinarea completa a evolutiei fluidului necesita o serie
de ecuatii suplimentare, cum ar fi ecuatia de stare (gaz ideal, fluid
van der Waals, etc) sau ecuatiile constitutive (fluide Newtoniene,
viscoelastice, etc).

» Ecuatiile de conservare sunt satisfacute riguros atat n limita
mezoscopicd (cand proprietdtile macroscopice se obtin ca momente
ale functiilor de distributie), cét si in limita discreta.
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» Regimul de curgere al unui fluid se poate caracteriza folosind
numarul adimensional al lui Knudsen, Kn = A/L, calculat ca
raportul dintre drumul liber mijlociu A al constituentilor fluidului si
dimensiunea caracteristica L a domeniului de curgere.



|.2. Reperul Eulerian si reperul Lagrangian.
[.2.1. Descrierea Euleriana a mediului fluid.

>

In descrierea Euleriana, mediul fluid este descris cu ajutorul unei serii
de cdmpuri definite Tn fiecare punct al domeniului ocupat de fluid, a
caror evolutie temporala este data de ecuatiile fluidului, dupd cum
urmeaza:

> Densitatea de mas3 p(x, t): ecuatia de continuitate;

> Densitatea de impuls p(x, t)u(x, t): ecuatia Cauchy;

> Energia intern3 e(x, t): ecuatia energiei.
Cu ajutorul cdmpului de vitezd u(x, t), se definesc:

> liniile de curent: ansamblul de curbe avand ca tangentd in punctul x

si la momentul t vectorul u(x, t).

> Vectorul vorticitate (vartej; turbion) w(x, t) = V x u(x, t).

» Tensorul vitezelor de deformare: S = 3(Viu; + V,u;).
Energia intern3 e(x,t) se supune teoremei echipartitiei ludnd in
considerare gradele interne de libertate ale constituentilor mediului
fluid, astfel permitand introducerea conceptului de temperatura,
reprezentatd prin cdmpul omonim T(x,t) (ex. e = %KBT pentru
gazul monoatomic).
Un alt cAmp important este cel de presiune P(x, t), care este unic
determinat de p si T prin intermediul ecuatiei de stare (ex.
P = nKgT pentru gazul ideal).



|.2.2. Descrierea Lagrangiana a mediului fluid.

» In descrierea Lagrangiana, fluidul se consider3 a fi format din
elemente infinitezimale (“particule”) de fluid, care se deplaseaz3 in
timp, producand curgerea fluidului.

» Fie un ansamblu de N elemente adiacente centrate pe coordonatele
x50 (1 <'s < N) care la momentul ty ocupd volumul V.

» La un moment ulterior t > ty, regdsim elementele initiale centrate
pe coordonatele xs(t), ocupand volumul V().

» Volumul V/(t) a c3rui evolutie este datd de curgerea fluidului se
numeste volum material.

» Viteza si acceleratia mediului fluid reprezentat de elementul
infinitezimal s se definesc ca

w() =50 aw="g0 =50 o

» Relatia biunivoca intre descrierile Lagrangiana si Euleriana este
garantatd de axioma indestructibilitatii.



|.2.3. Axioma indestructibilitatii.

» Din punct de vedere matematic, consideram proprietatea extensiva
F(Vo, to; t) definita prin:

F(Vo, to: t) = / Vi f(x, ), 2)
V(1)
astfel incat F[Vo, to; to] = Fo iar V/(t) reprezint3 volumul ocupat la
momentul t de fluidul care la momentul t; se regasea n interiorul
volumului Vp. Integrarea se face dup3 variabila x(xo, t).

> Proprietatea f(x, t) depinde de coordonatele x,(t) ale elementelor
de volum care la t = ty erau centrate pe pozitiile X..

» De asemenea, volumul V/(t) se poate regasi in volumul Vg
considerand o transformare de coordonate x(xo, t) — xg, descris3 de
urmatorul Jacobian:
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» Axioma indestructibilitatii. In urma evolutiei unui element de
fluid, volumul V al acestuia nu-si schimb3 dimensionalitatea.
Matematic, aceasta axioma implicd J # 0.



[.2.4. Teorema Euler.

» La momentul t = ty avem J = 1.

» Deoarece volumul V/(t) suferd deform3ari continue datorate curgerii
fluidului, J devine o functie de timp, avand derivata:

out Oy 9z Ox
o |55 & |G
de | op o oa || B
0z Ozg Dz 0zg
:(VU)J,

unde s-a tinut cont cd dx/dt = u(x, t), in timp ce!

ou”
OX

o
Ozy

9Oz
O
oz
Ay
o7
0zg

u_ 0w’ 0x*
axh  Oxk X’

> Relatia (4) reprezintd expresia matematic a teoremei lui Euler.
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1Pe parcursul acestui curs, vom folosi conventia lui Einstein de sumare dup3 indicii

muti care se repeta.



|.2.5. Teorema transportului a lui Reynolds.

» La momentul ty, fie volumul de fluid V4 si proprietatea fo(xo) cu
ajutorul cdreia se defineste marimea

F() :// d\/o f()[Xo]. (6)

» La momentul t, avem f[x(xo; t), t] iar Vo devine V/(t), astfel incat
Fo = F( Vo, to; to) devine

F[Vo,to;t] = thf: d\/o_/f (7)
V(t) Vo

» Evolutia in timp a m&rimii F[Vp, to; t] poate fi determinatd
considerand raportul dintre §F(t) = F[Vp, to; t + dt] — F[Vo, to; t] si

ot:
oF
S5t dV J[(V - u)f +u -V + 0]+ O(dt). (8)
Vo
» Trecand la limita 6t — 0, rezulta:

(g;_—/vdv[gi—kv-(uf)} (9)

» Relatia de mai sus reprezinta expresia matematic3 a teoremei
transportului a lui Reynolds.



|.3. Ecuatia de continuitate.
|.3.1. Transportul masei.

» S3 consideram aplicarea teoremei transportului pentru cazul
f = p(x,t), cdnd Fy e masa My continutd in volumul Vp:

Mo = | dVp(x, to). (10)
Vo
» Deoarece volumul V/(t) este un volum material, masa totald M(t) la
momentul t este egald cu masa initiald, drept urmare:

dM

dp _
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ot

> Relatia integrald (11) poate fi rescrisd folosind teorema divergentei:

oM(V) = / dv@ =— dX - up, (12)
ot v Ot oV
unde acum volumul V avand frontiera OV cu elementul de suprafat3
dX orientat spre exterior, nu mai este considerat un volum material.
» Ec. (12) aratd c3 variatia masei M continuta intr-un volum V fixat
este egald cu inversul fluxului de mas3 pu care paraseste volumul
prin suprafata sa.




|.3.2. Ecuatia de continuitate.

» Considerand volumul V/(t) arbitrar, rezultd c3 integrandul ec. (11)
trebuie s3 se anuleze Tn orice punct, astfel rezultdnd expresia
diferentiald a ecuatiei de continuitate:

Dp
L1 oV.ou= 1
oy TPV u=0, (13)

unde s-a introdus derivata substantiala (material3):

D 0
E—a“rlhv. (14)

» 1n cazul curgerilor incompresibile (p = const), Dp/Dt = 0 si:
V-u=0. (15)
» 1n cazul curgerilor stationare (9;p = 0), avem

V- (pu) = 0. (16)



1.3.3. Functiile de curent.
» 1n cazul curgerilor incompresibile, ec. (15) admite solutia
u=VxW¥gp, (17)

unde W reprezinta potentialul vector al fluxului volumetric u.
» Pentru curgerile compresibile stationare, ec. (16) admite solutia

pu=V x ¥, (18)

unde ¥, reprezinta potentialul vector al fluxului masic pu.
» Potentialul vector ¥ € {¥ o, ¥,,} poate fi pus cu ajutorul functiilor
de curent x si ¥ sub forma:

T = Vi) = V x ¥ = Vy x Vib. (19)

> Rezultd c3 fluxul (u pentru ¥go; pu pentru ¥,,) este tangent la
curbele pentru care x si ¥ au valori constante, acestea fiind
denumite linii de curent.

» Pentru cazul curgerilor bidimensionale, liniile de curent sunt cuprinse
in planurile cu z = const. Alegdnd x = —z, rezulta Vx = —k si

(UX7 Uy) :(8waa _6XwQ)7 (pUm PUy) :(3y¢m, _8X¢m)' (20)



[.3.4. Tuburile de curent.

» Fie S o suprafat3 oarecare iar C conturul acestei suprafete.

» Liniile de curent care intersecteazd C formeaz3 tubul de curent 7
care se sprijind pe C.

» Fie C; si G, doud contururi care inconjoard 7 fard a se intersecta.

» Fie 51 si S, douad suprafete care se sprijina pe C; si C,. Diferenta
debitului masic prin S, si S; este:

mzm1:[g2d5~(pu)/51d5~(pu):%wcl5~(pu), (21)

unde OV reprezintd suprafata volumului delimitat de tubul de curent
T si de suprafetele S; si S, iar in obtinerea ultimei egalitati s-a tinut
cont de faptul c3 dS pe 7T este ortogonal pe pu.
> Folosind teorema divergentei rezulta:
: . dp OM(V)
my m = /Vd\/ ot = ot 5 (22)
ceea ce arata ca diferenta debitului masic prin doua capace ale unui
tub de curent este egala cu variatia temporald a masei din interiorul
volumului delimitat de tub si de cele doua capace.
» 1n cazul stationar sau pentru fluidul incompresibil, ec. (22) arat3 c3
debitul masic este constant de-a lungul unui tub de-curent.



Probleme

1. Drumul liber mijlociu A al constituentilor unui fluid se poate estima

folosind relatia:
1

A 1 (23)
unde 0 = md? reprezint3 sectiunea total3 eficace de Tmpristiere. S3
se estimeze numarul lui Knudsen Kn = A/L corespunzator aerului la
temperatura camerei (T = 295 K) si presiune atmosferic3, pentru
care n~2,5x10%°/m3 sid ~4 x107%m, cdnd L=5m
(dimensiunea unei incéperi) sau L =1 pm (diametrul unui aerosol).

2. n reperul Lagrangian, un element de fluid are traiectoria
x(t) = [K(t — to) + x3]*/3, unde K > 0 este o constant3. S3 se
determine viteza u(x) si acceleratia a(x) corespunzitoare reperului
Eulerian si s3 se arate cd a = Du/Dt.

3. S3 se determine legea de miscare a unei particule de tip trasor
(Lagrangiand) pe parcursul propagarii unei unde superficiale prin
apa, stiind cad u, = wépcoswt, u, = wépsinwt si u, =0. Sa se
particularizeze solutia pentru cazul x =y =0 cand t = ty.

[R: x = &o[sin(wt) — sin(wty)], ¥y = &o[cos(wiy) — cos(wt)]]



Probleme

4. Intr-o curgere stationara bidimensionald, particulele Lagrangiene au
legile de miscare x(t) = rocos[y(t — to) + o],
y(t) = rosin[y(t — to) + 6o], z(t) = 2.
a) S3 se gdseascd viteza in reperul Lagrangian si in cel Eulerian.
b) S& se gdseascd acceleratia in reperul Lagrangian si s§ se arate c3

a= Du/Dt.

5. Acelasi lucru pentru traiectoriile Lagrangiene r(t) = ry si
o(t) =~(t — to) + po. S& se foloseascd u, = f, u, = ry,
ar=F—r?sia, = rg+2kg.

6. Fie d€ = idx + jdy + kdz elementul de linie al unei linii de curent.
S3 se arate cd dx/ux = dy/u, = dz/uj.

7. S3 se gaseasca vorticitatea, liniile de curent si tensorul vitezelor de
deformare pentru cdmpurile de viteza:
a) ux = qy/x? u, = qy?/x3, u; =0 (g > 0 este o constat).

) ux = Ax, u, = —Ay, u; =0 (A > 0 este o constant3d).

) ux = Sx, u, = Sy (S > 0 este o constantd).

) e = A(y? — x?) /(x> + y?)?, u, = —2Axy /(x> + y*)* (A > 0 este o

constantd).



Probleme

8.

10.

Un con cu inaltimea constantd H are baza ry la momentul tg.

Considerand ca raza conului variaza cu viteza r, sa se utilizeze

teorema transportului (9) pentru determinarea vitezei de variatie a

volumului si s3 se compare cu rezultatul obtinut prin diferentierea

directa a volumului.

S3 se verifice teorema transportului evaludnd separat ambele parti

ale ec. (9) pentru o functie continua si derivabild F in cazurile:

a) V(t) = L(t)L,L, si F = F(x,t)iar L, si L, sunt constante.

b) V(t) = nd?(t)L/4 reprezint3 volumul unui cilindru cu 0 < R < d(t)/2
si 0 <z <L =constiar F=F(R,t).

c) V(t) = nD3(T)/y reprezint3 volumul unei sfere cu 0 < r < D(t)/2
iar F = F(r,t).

S3 se aplice teorema transportului pentru f = p€, unde & este o

functie arbitrara de timp si pozitie, stiind c3a

d
G v ds.@-o (24)
dt Jy (e av(t)

unde Q = —pyV¢. Folosind ecuatia de continuitate, s3 se arate c3

pDE/Dt =V - (pyV§).



Probleme

11.

12.

13.

14.

15.

Fie up = A/r, u, = B/r si u, = 0 componentele vitezei in
coordonate cilindrice (A si B sunt constante). S3 se gdseascd ecuatia
liniei de curent care trece prin punctul de coordonate (rg, ©o, 29).

S3 se determine tensorul vitezelor de deformare si vorticitatea pentru
campul de vitezd u = U + Q x x, unde U si €2 sunt vectori
constanti.

Fie vectorul vitezd u = 2x(y? + z2)i + x?(yj + zk). S3 se calculeze
fluxul lui u printr-o suprafatd sfericd de raz3 a. S3 se obtind acelasi
rezultat folosind teorema divergentei.

Sa se calculeze circulatia vitezei de-a lungul unui cerc de razad r
centrat pe originea sistemului cartezian de coordonate in raport cu
care uy = ay si u, = 0. S3 se repete calculul folosind teorema
Stokes.

S3 se arate c3 circulatia vectorului u = (3x + y)i + (2x — 3y)j pe
cercul dat de ec. (x —1)2 + (y — 6)% = 4 este 47.



Probleme

16. Stiind cd u = A(t)[if (x) +jg(y) + kh(z)], sa se rezolve Du/Dt =0
impunand u = 0 pentru x = 0 pentru cazul cdnd u rdmane finit
pentru t > 0.

17. Pentru p = po(2 — coswt), sd se gaseasca u = u(x, t)i folosind
ecuatia de continuitate (13), stiind c3 u(0,t) = U.
18. Folosind ecuatia de continuitate, s3 se gdseasca densitatea
corespunzatoare urmatoarelor viteze:
a) u= (ax/t)i (a = const), iar p = p(t) cu p(t = to) = po.
b) u= Usm(wt — kx)i (U,w, k sunt constante pozitive).
c) u=Q(—yi+xj) (= const).
d) u= (A/x)l + (B/y)j+ (C/z)k (A, B, C sunt constante pozitive).



Probleme

19.

20.

Fie un tub de curent alcatuitd din patru Z
suprafete corespunzatoare x = x1, X2, 2
respectiv 1 = 11,1,. Fie C un contur care
fnconjoara acest tub si S suprafata care se
sprijind pe conturul C. S3 se arate ca
debitul masic prin S este

m(S) = (x2 — x1)(¥2 — ¥1),

unde sensul de parcurgere e dat de secventa
{(x1,¥1); (X2, ¥1); (x2: ¥2); (x1:702) }-

S3 se determine fluxul de masa prin suprafata totala a cubului
marginit de planurile x =0, x=1,y=0,y=1,2z=0, z=1,
stiind cd pu = 4x%yi + xyzj + yz*k. S3 se calculeze V - (pu) si s3 se
compare integrala acestui termen pe volumul cubului cu fluxul
determinat anterior.

Yy=c



