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Capitolul VII. Fluidele la scala mezoscopica
» VII.1. Ecuatia Boltzmann.
» VII.2. Teorema H si distributia Maxwell-Boltzmann.
»> VIIL.3. Ecuatii de transport.
> VII.4. Coeficienti de transport.



VII.1.3. Ecuatii de transport
VII.3.1. Momentele lui f.

» Definitie. Momentul absolut de ordinul s al lui f este:

M"(lvaw--is = /dp f PiPiy - - - Pis (1)

unde ip (¢ =1,2,...5) reprezintd indici cartezieni (x, y sau z).
» Definitie. Momentul centrat de ordinul s al lui f este:

M'(.ls’)iz“""s = /dp f€i1£i2 e '€is. (2)

» Relatia dintre momentele centrate si cele absolute este:

s s »
W= (O)Em M iy O

£=0

» Observatie: in general, momentele centrate furnizeaza informatii
despre proprietatile intrinseci ale fluidului; momentele absolute
contin si informatii referitoare la starea sa macroscopica de miscare.



VI1.3.2. Semnificatia fizica a momentelor lui f: n, u

» Pentru s = 0, momentul absolut si cel centrat coincid si au
semnificatia fizicd de densitate de particule:

n=MO =0 = /dp f. (4)

» Momentul absolut de ordinul 1 are semnificatia fizica de densitate de
impuls:

pu; = l\/l,.(l) = /dp f pi. (5)

> Se observi ci p{) = MY — muM© =0,



VI1.3.2. Semnificatia fizica a momentelor lui f: T;, T

» Momentul centrat de ordinul 2 are semnificatia fizica de tensor al
tensiunilor: ) £
=, _ SiS)
Ty= o) = [dpr S, (6)
» Componenta Tj; a tensorului tensiunilor descrie transferul
componentei i a impulsului pe directia j.
» De remarcat ca urma acestui tensor defineste presiunea si deci
temperatura mediului fluid:

IS 3 3
=_-Ti==-nKgT = =P.
/dp om 2 7 3"E 2 (7)

» Legdtura cu momentul absolut de ordinul 2 este:

1@ _
~MP =T, s,
m i+ PUiL

unde puju; descrie transferul macroscopic de impuls.



VII.3.2. Semnificatia fizica a momentelor lui f: g;

» Dintre momentele de ordinul 3, distingem fluxul de caldur3 g;:

1 £ ¢
g = juf.jj.) :/dpf——. (8)

2m 2mm

> g; reprezinta transferul de energie internd n directia i.
» Legdtura lui g; cu momentul absolut de ordinul 3 este:

ﬁl\ﬂg) =qi+ <2nKBT + 2pu2> ui + Tyuj,

unde termenii suplimentari reprezinta transferul de energie prin
convectie macroscopica si lucrul mecanic efectuat de fortele de
tensiune n unitatea de timp.



VII.3.3 Teorema transportului (1))
» Fie ¢ = ¢(x,p, t) 0 m3rime microscopicd. M3rimea macroscopica
aferentd lui ¢ este:

V= /d3pf¢.
» S3 analizam transportul lui ¥ pornind de la ecuatia Boltzmann:
O:f + % Vif +F-V,f = J[f].
» Prin inmultirea relatiei de mai sus cu v se obtine:
at(f¢)+v-(f¢%)+v,,-(fw) = J[fu+f (9 + % VY +F V)

» Integrand ecuatia de mai sus pe spatiul impulsurilor se obtine
ecuatia de transport a lui ¥:

oV+V.- VU = J[f,w]+/dpf (8tz/J + % -V +F- pr) , (9a)
unde W reprezintad fluxul lui v:

W:/dpfz/;%. (9b)



VI1.3.3 Teorema transportului

» Definind fluxul propriu al lui %:
v, = [ dpf 3
n p 1/1 Ea (103)

ec. (9a) devine:

Y wvaurvaw, — U, ¢]+/ (zw + % Vi +F- pr) :

Dt
(10b)
unde D; = 0; + u - V e derivata substantiala.

> inlocuind ¢ = p;, p, ... pi, In ec. (9) rezult3 ecuatia de transport
pentru momentul de ordinul s al lui f:

+1
at l1 12 + a’sﬂ ’157’21)’5+1
:J[f,p,-l...p,-51+(F;1M,-i"ti,-?+- +RMETD ) (1)

s termeni



VII.3.4. Ecuatiile de conservare ale mediului fluid. (n)

> intre ecuatiile de transport introduse anterior, un loc privilegiat il au
cele corespunzitoare invariantilor de coliziune (J[f, ] = 0).

» Pentru 1) = 1, obtinem ecuatia de conservare a masei:
Orn+ V- (nu) = 0.

» Rearanjand termenii in ecuatia de mai sus, se obtine ecuatia de

continuitate: D
H:+nV~u:O. (12)

» Forma ecuatiei de continuitate este identicd pentru orice tip de fluid
si e Intotdeauna valabila.



VII.3.4. Ecuatiile de conservare ale mediului fluid. (u)

» Pentru 1) = p; obtinem ecuatia de conservarea a impulsului:
Bt(pu;) + c’)J(T,J + pu,-uj) = nF;.

» Rearanjand si tindnd cont de ecuatia de continuitate, se obtine
ecuatia lui Cauchy:

DU,‘
P Dt

= nF,-—8jT,-j. (13)

» Pentru a putea rezolva ecuatia Cauchy, este necesara o expresie
pentru tensorul tensiunii Tj;.

» T, depinde de tipul de fluid iar Tn general, expresia lui Tj in functie
de n, usi T se numeste ecuatie constitutiva a fluidului.



VII.3.4. Ecuatiile de conservare ale mediului fluid. (T)

» Pentru ¢» = p?/2m, obtinem ecuatia de conservare a energiei:

2

1
O (anBT—F p;) +0; (q; + %nKBTu,- + Tyuj + 2pu2u,-)

= nu;F;. (14)

» Rearanjand si tinand cont de ecuatia de continuitate si de ecuatia lui
Cauchy, rezult3 ecuatia energiei:

D
Dt (3KBT> + 3,-q,- + T,'ja,'llj =0. (15)

» S-au obtinut trei ecuatii care guverneaza transportul masei,
impulsului si al energiei. Se observa Tnsa ca sistemul astfel obtinut
nu este nchis: evolutia lui n depinde de u, a lui u depinde de Tj;, iar
evolutia temperaturii depinde de q.

» Pentru a inchide sistemul de ecuatii, este necesara o ecuatie
constitutivad pentru Tj; si un model pentru q.



VIl.4. Coeficienti de transport.
VI1.4.1. Cazul fluidului perfect.

>

>

Fluidul perfect este caracterizat prin faptul c3 din punct de vedere
mezoscopic, constituentii sdi sunt mereu distribuiti Maxwellian.

f = f(e9) asigurd dH/dt = 0 = curgerea e izentropd.
Substituind f = f(¢9 in ec. (6) obtinem:

T, = /dp f(Oq)% — Ps;, P =nKgT. (16)

Deoarece, in general, T;; = Pd; — 7;; = pentru fluidul perfect,
Tij = 0.

in astfel de fluide, fluxul de c3ldur3 (8) este mereu nul:

q—/dp flea) > 52 =0. (17)

Fluidul perfect se caracterizeaza prin vascozitate si conductivitate
termica nuld. Datorita absentei efectelor disipative, curgerea
fluidelor ideale este izentropica si deci reversibila.



VI1.4.2. Aproximatia timpului de relaxare (modelul BGK).

» in cazul unui fluid foarte aproape de echilibru, putem aproxima pe
fo, ' si f] cu f(ea) corespunzitoare:

* d e e
J[f] ~ /dp*dp'dp*(S 6E|p P | dg(f(eq)/f*( a)/ o f‘f*( Q))
in primul termen din parantez3, flea)r £(ea)r — f(ea) £(ea) (prin
teorema H). Drept urmare:

J[f] = —(f — £t ))/dp*dp'dp*é 5E|'° P-| ggf*eq).

> in J[f] a aparut un termen proportional cu f — £(¢9),

» Integrala din dreapta depinde de proprietatile lui do/d<?, dar in
general poate fi interpretata ca inversul unui timp de relaxare 7.

> Astfel se obtine aproximatia BGK (Bhatnagar-Gross-Krook) - sau
aproximatia timpului de relaxare - a termenului de coliziune:

Jnalf] =~ H(F — 1), (18)



> A priori, Maxwelliana (€% din Jpak|[f] este definita in raport cu
niste parametri Neq, Ueq Si Toq arbitrari:

2
flea) — Neg (P—’"“eq)} (19)

(27TmKBTeq)3/2 exp [ 2mKp Teq

> Acesti parametri se determind impunand ca Jggk[f] s3 pastreze
invariantii de coliziune:

2
Jck|f, 1] =0, Jsck|[f,p] =0, Jpak |:f7 2pm] 0.

> Se poate vedea c3 relatiile de mai sus impun:

neq:n:/dpf7
1
ueq:u:f/dpfp,
p

2 %
Teq =T = dpf .
4 3nKg / P 2m

» Suplimentar, dH/dt < 0 (vezi problema 1 de la tem3).




VI1.4.3. Metoda Chapman-Enskog.

Pentru a putea construi solutii ale ecuatiei Boltzmann, Chapman si
Enskog au facut urmatoarele presupuneri:

1. Cand drumul liber mijlociu A < d (dimensiunea canalului), f se
poate scrie ca o serie in puterile numarului lui Knudsen Kn = \/d:

f=FfO 4 fOKn 4+ F@Kn? +.... (20)

2. in regimul A < d, evolutia lui f este dominata de coliziuni, a.i.
J[f] ~ Kn™! (sau 7 = 7Kn).
3. f depinde de x si de t doar prin intermediul n, usi T.

» Vom folosi o variantad simplificata a metodei C-E, si anume:

1

f=Ff0 4 5f, JIf] ~ Jsak]|f] = —%M. (21)

> Deoarece J[f] ~ Kn™' avem:

FO = flea), (22)



VIl.4.4. Ecuatii de transport.
> Ecuatia Boltzmann in ordinul O(Kn®) devine:

VD L., fled) = —chf

O, F(eD 4 L
m

» S3 aplic3m teorema transportului pentru o functie 1. Se observi c3:!
JIf, ] = /dpJ[f]l/) = —l/dpchw = 776\11
unde ne reamintim ca:
\IJ:/dpfw, W#:/dpfw%.
> Rezulta:

1 DV
— S0V = —+WV~u+V-W#7/ dp (e [atw + 2 vy +F vl
T Dt m

Un cele ce urmeaz3, vom presupune c3 7 nu depinde de p.



VI1.4.5. Invariantii de coliziune.

» Fiindc3 ¢ € {1, p, p?/2m} sunt invarianti de coliziune, rezult¥:

p2
/dpéf{l,p,zm} =0,

= n,u, T care definesc £(¢0 sunt cei obtinuti din f:

P p & }
dpf dp £(e%) , ={nu, T}.
/ P { p'3 KB} { p 3pKs { }

» Din teorema transportului rezultd ca n, u si T satisfac ecuatiile

Euler:2
Dn Du D /3
D—t—l—nV-ufO, pﬁtan—VP, nof <2KBT>+PV~UO.

?Doar in aproximatia de ordinul 0!



VI1.4.6. Teorema transportului pentru 4 Tj;.

» Tinand cont ca

/dp(sf@ :/dpéf@ =0Ty
m m

rezultd ca § T; = —7; poate fi aflat aplicand teorema transportului
pentru v; = pip;/m.
» Marimile Wj; si Wi aferente lui v sunt:

v, = /dp f‘ecﬂ% = 5P + pujuj,

e prk
Wik = /dp f q)#; = P(uidj + u;di),

» Tinand cont ca 0;¢ = %p -V =0, raméne de calculat doar:

0 [ pipj
(eq) ) = == F.
/dp eV Fy " ( ) n(uiFj + ujF;).



VII.4.7. Ecuatiile constitutive (6 Tj).
» Derivata substantiald a lui W se calculeazd tindnd cont c3:
DP Dn DT
Dr KBTD + nKg—— Dt ,,pV u,
D
Et(pu,-uj) n(u;iFj + ujF;) — u;0;P — uj0;P — puju;V - u.
» Tinand cont cd O,V i = 0;(Puj) + 0j(Puj), rezulta:
2
Tij = 5T,J—TnkBT<8u,+8uJ 3 05V - u).
» Pentru fluidul Newtonian, ec. constitutivd pentru 7 este

2
Tij = I <8ju; + 8,-uj — §6UV . U) + ,uv(v . U)(SU (23)

» |In modelul BGK, coeficientul de vascozitate dinamica e
uw=71P =7nKgT, in timp ce coeficientul de vascozitate
volumentrica se anuleaza, p, = 0.



VI1.4.8. Ecuatia de transport pentru dgq;.

2 5.
» Pentru calculul lui dg;, luam ; = i; si rezulta:
\U,-:/dpf(eq & b §P i,
2m m
2
v /d feq)£ P,szi(sn
#il 2mmm  2p 7V

» Pentru termenul din partea dreapta avem:
[ o D0, =~ [ dp 9By — —pou,
eq) Pj
/dp f( q)ajﬁjw; = —P(UiﬁjUj + ujaju,-),

/dp peap 0 P

8pj 2m




VI1.4.9. Legea lui Fourier. Numarul lui Prandtl.
» Inlocuind pDu; /Dt ~ nF; — 0;P, se obtine:

5
8qi = —k0O; T, = —7KgP, 24
q KO K 5 TRAB ( )

unde k este coefficientul de conductivitate termica.
» Expresia (24) poartd numele de Legea lui Fourier, conform careia
caldura curge in sens invers cresterii temperaturii.
> Tmpreuné cu ecuatia constitutiva pentru Tj;, ec. (24) inchide
sistemul de ecuatii pentru n, usi T.
> in modelul BGK, raportul dintre 7 si k e fixat de numarul lui Pr:
i _

K
=1, cp—S—B

Pr = =
: K 2m’

(25)

unde numarul lui Prandtl Pr m3soard importanta disiparii datorita
vascozitatii fata de schimbul de caldura.

» Ecuatia energiei devine:

De_

"br T 3

V- (kVT)— {P + (277 - u’) (V- u)} (V -u) +2nS;S;.




Probleme

1.

2.

S3 se arate c3 dH/dt = [ dxdpJ[f](1 + Inf) < 0 pentru modelul
BGK, cand J[f] = —1(f — f(9) iar 7 e independent de p.
Relaxarea omogena: Un fluid omogen, aflat in repaus, avand
densitatea p = mn si temperatura T, este descris la momentul initial
de functia de distributie fy = f(t = 0). Modeland termenul de
coliziune folosind aproximatia BGK, s3 se rezolve urmatoarele
cerinte:

a) S¥se arate cd 9n = 0: T = B, fed) — 0,

b) S& se gdseascd solutia ec. Boltzmann. R f = £(ea) 4 e=t/7 (5 — ¢lea))]
La momentul initial, un fluid omogen este descris de distributia

2
P },undeNsiT,-

2
. ¥ oo P p
anizotropa fy = Nexp — kT, T 2mk;Ty Ty

sunt constante pozitive.

a) S3 se giseascd nsi T ca functie de N si T;.

b) La un moment ulterior de timp, f(t) = 9 4 e~*/7§f, unde
8f = fy — F°9)_ S¥ se giiseasch evolutia in timp a temperaturii
directionale definite prin %nkBT,- = f dpf %.

c) Sa se calculeze Hy = fdpfo Infy, Heq = f dpfed) |n £ i
Hyx = [ dpfyIn £,

d) Considerand 6f < 9, s3 se arate c3 Ho ~ Hx si
H(t) = [ dpfinf o2 Heq + e /7 (Hx — Heq).



Probleme

4. Modelul Shakhov. Un dezavantaj al modelului BGK este c3
coeficientii 7 si k sunt determinati de acelasi timp de relaxare, 7, iar
Pr=cm/k=1 in gazele ideale reale, Pr # 1 (Pr ~ 2/3 pentru
sfere tari). in anul 1968, Emil Shakhov a propus o extensie a
modelului BGK sub forma3

_ f— fS _ £(eq) - 1—-Pr 52
Js = pt fs = Y1 +8), S= k2T2 SmkaT q-&,
(26)

unde fy — (¢9 cand f — fg, modificand traiectoria pe care sistemul
atinge echilibrul termodinamic.

a) Si se arate ci ¢ € {1,p,p?/2m} sunt invarianti de coliziune.
b) S& se arate c3 T = [ dpfs&igj/m = Pé;.
) S& se arate cd 7 = 7P, ca in modelul BGK.

) S3 se arate c3 qs = (1 — Pr)q.

) S3 se arate c3 ks = 2?77 -keP.

) Sé& se arate c3 cpns/ks = Pr, astfel numarul lui Prandtl reprezentand

un parametru independent al modelului Shakhov.

-~ ® Q0

3E. M. Shakhov, Generalization of the Krook kinetic relaxation equation. Fluid
Dyn. 3 (1968) 95.



