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Capitolul VII. Fluidele la scală mezoscopică
▶ VII.1. Ecuat, ia Boltzmann.
▶ VII.2. Teorema H s, i distribut, ia Maxwell-Boltzmann.
▶ VII.3. Ecuat, ii de transport.
▶ VII.4. Coeficient, i de transport.



VII.1.3. Ecuat, ii de transport
VII.3.1. Momentele lui f .

▶ Definit, ie. Momentul absolut de ordinul s al lui f este:

M(s)
i1,i2,...is =

∫
dp f pi1pi2 . . . pis , (1)

unde iℓ (ℓ = 1, 2, . . . s) reprezintă indici cartezieni (x , y sau z).
▶ Definit, ie. Momentul centrat de ordinul s al lui f este:

µ
(s)
i1,i2,...is =

∫
dp f ξi1ξi2 . . . ξis . (2)

▶ Relat, ia dintre momentele centrate s, i cele absolute este:

µ
(s)
i1,i2,...is =

s∑
ℓ=0

(
s
ℓ

)
(−m)ℓM(s−ℓ)

(i1...is−ℓ
uis−ℓ+1 . . . uis ). (3)

▶ Observat, ie: ı̂n general, momentele centrate furnizează informat, ii
despre proprietăt, ile intrinseci ale fluidului; momentele absolute
cont, in s, i informat, ii referitoare la starea sa macroscopică de mis, care.



VII.3.2. Semnificat, ia fizică a momentelor lui f : n, u

▶ Pentru s = 0, momentul absolut s, i cel centrat coincid s, i au
semnificat, ia fizică de densitate de particule:

n = M(0) = µ(0) =
∫

dp f . (4)

▶ Momentul absolut de ordinul 1 are semnificat, ia fizică de densitate de
impuls:

ρui = M(1)
i =

∫
dp f pi . (5)

▶ Se observă că µ(1)
i = M(1)

i − muiM(0) = 0.



VII.3.2. Semnificat, ia fizică a momentelor lui f : Tij , T

▶ Momentul centrat de ordinul 2 are semnificat, ia fizică de tensor al
tensiunilor:

Tij ≡ 1
mµ

(2)
ij =

∫
dp f ξiξj

m . (6)

▶ Componenta Tij a tensorului tensiunilor descrie transferul
componentei i a impulsului pe direct, ia j .

▶ De remarcat că urma acestui tensor defines, te presiunea s, i deci
temperatura mediului fluid:∫

dp f ξ2

2m = 1
2Tii = 3

2nKBT = 3
2P. (7)

▶ Legătura cu momentul absolut de ordinul 2 este:

1
mM(2)

ij = Tij + ρuiuj ,

unde ρuiuj descrie transferul macroscopic de impuls.



VII.3.2. Semnificat, ia fizică a momentelor lui f : qi

▶ Dintre momentele de ordinul 3, distingem fluxul de căldură qi :

qi = 1
2m2µ

(3)
ijj =

∫
dp f ξ2

2m
ξi
m . (8)

▶ qi reprezintă transferul de energie internă ı̂n direct, ia i .
▶ Legătura lui qi cu momentul absolut de ordinul 3 este:

1
2m2 M(3)

ijj = qi +
(

3
2nKBT + 1

2ρu2
)

ui + Tijuj ,

unde termenii suplimentari reprezintă transferul de energie prin
convect, ie macroscopică s, i lucrul mecanic efectuat de fort, ele de
tensiune ı̂n unitatea de timp.



VII.3.3 Teorema transportului (ψ)
▶ Fie ψ ≡ ψ(x,p, t) o mărime microscopică. Mărimea macroscopică

aferentă lui ψ este:
Ψ =

∫
d3p f ψ.

▶ Să analizăm transportul lui ψ pornind de la ecuat, ia Boltzmann:

∂t f + p
m · ∇xf + F · ∇pf = J [f ].

▶ Prin ı̂nmult, irea relat, iei de mai sus cu ψ se obt, ine:

∂t(f ψ)+∇·
(

f ψ p
m

)
+∇p·(f ψF) = J [f ]ψ+f

(
∂tψ + p

m · ∇ψ + F · ∇pψ
)
.

▶ Integrând ecuat, ia de mai sus pe spat, iul impulsurilor se obt, ine
ecuat, ia de transport a lui ψ:

∂tΨ+∇ ·Ψ = J [f , ψ]+
∫

dp f
(
∂tψ + p

m · ∇ψ + F · ∇pψ
)
, (9a)

unde Ψ reprezintă fluxul lui ψ:

Ψ =
∫

dp f ψ p
m . (9b)



VII.3.3 Teorema transportului
▶ Definind fluxul propriu al lui ψ:

Ψµ =
∫

dp f ψ ξ

m , (10a)

ec. (9a) devine:

DΨ
Dt +Ψ∇·u+∇·Ψµ = J [f , ψ]+

∫
dp f

(
∂tψ + p

m · ∇ψ + F · ∇pψ
)
,

(10b)
unde Dt = ∂t + u · ∇ e derivata substant, ială.

▶ Înlocuind ψ = pi1pi2 . . . pis ı̂n ec. (9) rezultă ecuat, ia de transport
pentru momentul de ordinul s al lui f :

∂tM(s)
i1,i2,...is + 1

m∂is+1M
(s+1)
i1,i2,...is+1

= J [f , pi1 . . . pis ] + (Fi1M
(s−1)
i2...is + · · · + Fis M

(s−1)
i1...is−1

)︸ ︷︷ ︸
s termeni

. (11)



VII.3.4. Ecuat, iile de conservare ale mediului fluid. (n)

▶ Între ecuat, iile de transport introduse anterior, un loc privilegiat ı̂l au
cele corespunzătoare invariant, ilor de coliziune (J [f , ψ] = 0).

▶ Pentru ψ = 1, obt, inem ecuat, ia de conservare a masei:

∂tn + ∇ · (nu) = 0.

▶ Rearanjând termenii ı̂n ecuat, ia de mai sus, se obt, ine ecuat, ia de
continuitate:

Dn
Dt + n∇ · u = 0. (12)

▶ Forma ecuat, iei de continuitate este identică pentru orice tip de fluid
s, i e ı̂ntotdeauna valabilă.



VII.3.4. Ecuat, iile de conservare ale mediului fluid. (u)

▶ Pentru ψ = pi obt, inem ecuat, ia de conservarea a impulsului:

∂t(ρui) + ∂j(Tij + ρuiuj) = nFi .

▶ Rearanjând s, i t, inând cont de ecuat, ia de continuitate, se obt, ine
ecuat, ia lui Cauchy:

ρ
Dui
Dt = nFi − ∂jTij . (13)

▶ Pentru a putea rezolva ecuat, ia Cauchy, este necesară o expresie
pentru tensorul tensiunii Tij .

▶ Tij depinde de tipul de fluid iar ı̂n general, expresia lui Tij ı̂n funct, ie
de n, u s, i T se numes, te ecuat, ie constitutivă a fluidului.



VII.3.4. Ecuat, iile de conservare ale mediului fluid. (T )
▶ Pentru ψ = p2/2m, obt, inem ecuat, ia de conservare a energiei:

∂t

(
3
2nKBT + ρu2

2

)
+ ∂i

(
qi + 3

2nKBTui + Tijuj + 1
2ρu2ui

)
= nuiFi . (14)

▶ Rearanjând s, i t, inând cont de ecuat, ia de continuitate s, i de ecuat, ia lui
Cauchy, rezultă ecuat, ia energiei:

n D
Dt

(
3
2KBT

)
+ ∂iqi + Tij∂iuj = 0. (15)

▶ S-au obt, inut trei ecuat, ii care guvernează transportul masei,
impulsului s, i al energiei. Se observă ı̂nsă că sistemul astfel obt, inut
nu este ı̂nchis: evolut, ia lui n depinde de u, a lui u depinde de Tij , iar
evolut, ia temperaturii depinde de q.

▶ Pentru a ı̂nchide sistemul de ecuat, ii, este necesară o ecuat, ie
constitutivă pentru Tij s, i un model pentru q.



VII.4. Coeficient, i de transport.
VII.4.1. Cazul fluidului perfect.

▶ Fluidul perfect este caracterizat prin faptul că din punct de vedere
mezoscopic, constituent, ii săi sunt mereu distribuit, i Maxwellian.

▶ f = f (eq) asigură dH/dt = 0 ⇒ curgerea e izentropă.
▶ Substituind f = f (eq) ı̂n ec. (6) obt, inem:

Tij =
∫

dp f (eq) ξiξj
m = Pδij , P = nKBT . (16)

▶ Deoarece, ı̂n general, Tij = Pδij − τij ⇒ pentru fluidul perfect,
τij = 0.

▶ În astfel de fluide, fluxul de căldură (8) este mereu nul:

q =
∫

dp f (eq) ξ2

2m
ξ

m = 0. (17)

▶ Fluidul perfect se caracterizează prin vâscozitate s, i conductivitate
termică nulă. Datorită absent, ei efectelor disipative, curgerea
fluidelor ideale este izentropică s, i deci reversibilă.



VII.4.2. Aproximat, ia timpului de relaxare (modelul BGK).
▶ În cazul unui fluid foarte aproape de echilibru, putem aproxima pe

f∗, f ′ s, i f ′
∗ cu f (eq) corespunzătoare:

J [f ] ≃
∫

dp∗dp′dp′
∗δpδE

|p − p∗|
m

dσ
dΩ(f (eq)′f (eq)

∗
′ − f f (eq)

∗ ).

În primul termen din paranteză, f (eq)′f (eq)
∗

′ = f (eq)f (eq)
∗ (prin

teorema H). Drept urmare:

J [f ] ≃ −(f − f (eq))
∫

dp∗dp′dp′
∗δpδE

|p − p∗|
m

dσ
dΩ f (eq)

∗ .

▶ În J [f ] a apărut un termen proport, ional cu f − f (eq).
▶ Integrala din dreapta depinde de proprietăt, ile lui dσ/dΩ, dar ı̂n

general poate fi interpretată ca inversul unui timp de relaxare τ .
▶ Astfel se obt, ine aproximat, ia BGK (Bhatnagar-Gross-Krook) - sau

aproximat, ia timpului de relaxare - a termenului de coliziune:

JBGK[f ] = − 1
τ

(f − f (eq)). (18)



▶ A priori, Maxwelliana f (eq) din JBGK[f ] este definită ı̂n raport cu
nis, te parametri neq, ueq s, i Teq arbitrari:

f (eq) = neq

(2πmKBTeq)3/2 exp
[
− (p − mueq)2

2mKBTeq

]
. (19)

▶ Aces, ti parametri se determină impunând ca JBGK[f ] să păstreze
invariant, ii de coliziune:

JBGK[f , 1] = 0, JBGK[f ,p] = 0, JBGK

[
f , p2

2m

]
= 0.

▶ Se poate vedea că relat, iile de mai sus impun:

neq =n =
∫

dp f ,

ueq =u = 1
ρ

∫
dp f p,

Teq =T = 2
3nKB

∫
dp f ξ2

2m .

▶ Suplimentar, dH/dt ≤ 0 (vezi problema 1 de la temă).



VII.4.3. Metoda Chapman-Enskog.
Pentru a putea construi solut, ii ale ecuat, iei Boltzmann, Chapman s, i
Enskog au făcut următoarele presupuneri:

1. Când drumul liber mijlociu λ ≪ d (dimensiunea canalului), f se
poate scrie ca o serie ı̂n puterile numărului lui Knudsen Kn = λ/d :

f = f (0) + f (1)Kn + f (2)Kn2 + . . . . (20)

2. În regimul λ ≪ d , evolut, ia lui f este dominată de coliziuni, a.̂ı.
J [f ] ∼ Kn−1 (sau τ = τ̃Kn).

3. f depinde de x s, i de t doar prin intermediul n, u s, i T .
▶ Vom folosi o variantă simplificată a metodei C-E, s, i anume:

f = f (0) + δf , J [f ] ≃ JBGK[f ] = − 1
τ̃Knδf . (21)

▶ Deoarece J [f ] ∼ Kn−1 avem:

f (0) = f (eq). (22)



VII.4.4. Ecuat, ii de transport.
▶ Ecuat, ia Boltzmann ı̂n ordinul O(Kn0) devine:

∂t f (eq) + p
m · ∇f (eq) + F · ∇pf (eq) = − 1

τ
δf .

▶ Să aplicăm teorema transportului pentru o funct, ie ψ. Se observă că:1

J [f , ψ] =
∫

dp J [f ]ψ = − 1
τ

∫
dp δf ψ ≡ − 1

τ
δΨ,

unde ne reamintim că:

Ψ =
∫

dp f ψ, Ψµ =
∫

dp f ψ ξ

m .

▶ Rezultă:

− 1
τ
δΨ = DΨ

Dt +Ψ∇·u+∇·Ψµ−
∫

dp f (eq)
[
∂tψ + p

m · ∇ψ + F · ∇pψ
]
.

1 În cele ce urmează, vom presupune că τ nu depinde de p.



VII.4.5. Invariant, ii de coliziune.

▶ Fiindcă ψ ∈ {1,p,p2/2m} sunt invariant, i de coliziune, rezultă:∫
dp δf

{
1,p, p2

2m

}
= 0,

⇒ n,u,T care definesc f (eq) sunt cei obt, inut, i din f :∫
dp f

{
1, p
ρ
,

ξ2

3ρKB

}
=

∫
dp f (eq)

{
1, p
ρ
,

ξ2

3ρKB

}
= {n,u,T}.

▶ Din teorema transportului rezultă ca n, u s, i T satisfac ecuat, iile
Euler:2

Dn
Dt +n∇·u = 0, ρ

Du
Dt = nF−∇P, n D

Dt

(
3
2KBT

)
+P∇·u = 0.

2Doar ı̂n aproximat, ia de ordinul 0!



VII.4.6. Teorema transportului pentru δTij .
▶ T, inând cont că ∫

dp δf pipj
m =

∫
dp δf ξiξj

m = δTij ,

rezultă că δTij = −τij poate fi aflat aplicând teorema transportului
pentru ψij = pipj/m.

▶ Mărimile Ψij s, i Ψµ;ijk aferente lui ψij sunt:

Ψij =
∫

dp f (eq) pipj
m = δijP + ρuiuj ,

Ψµ;ijk =
∫

dp f (eq) pipj
m

ξk
m = P(uiδjk + ujδik),

▶ T, inând cont că ∂tψ = 1
m p · ∇ψ = 0, rămâne de calculat doar:∫

dp f (eq) Fk
∂

∂pk

(pipj
m

)
= n(uiFj + ujFi).



VII.4.7. Ecuat, iile constitutive (δTij).
▶ Derivata substant, ială a lui Ψij se calculează t, inând cont că:

DP
Dt = KBT Dn

Dt + nKB
DT
Dt = −5

3P∇ · u,

D
Dt (ρuiuj) = n(uiFj + ujFi) − ui∂jP − uj∂iP − ρuiuj∇ · u.

▶ T, inând cont că ∂kΨµ;ijk = ∂i(Puj) + ∂j(Pui), rezultă:

τij = −δTij = τnkBT
(
∂jui + ∂iuj − 2

3δij∇ · u
)
.

▶ Pentru fluidul Newtonian, ec. constitutivă pentru τij este

τij = µ

(
∂jui + ∂iuj − 2

3δij∇ · u
)

+ µv (∇ · u)δij . (23)

▶ În modelul BGK, coeficientul de vâscozitate dinamică e
µ = τP = τnKBT , ı̂n timp ce coeficientul de vâscozitate
volumentrică se anulează, µv = 0.



VII.4.8. Ecuat, ia de transport pentru δqi .

▶ Pentru calculul lui δqi , luăm ψi = ξ2

2m
pi
m s, i rezultă:

Ψi =
∫

dp f (eq) ξ2

2m
pi
m = 3

2Pui ,

Ψµ;ij =
∫

dp f (eq) ξ2

2m
pi
m
ξj
m = 5P2

2ρ δij ,

▶ Pentru termenul din partea dreaptă avem:∫
dp f (eq)∂tψi = −

∫
dp f (eq) piξj

m ∂tuj = −P∂tui ,∫
dp f (eq) pj

m∂jψi = −P(ui∂juj + uj∂jui),∫
dp f (eq)Fj

∂ψi
∂pj

= 5P
2mFi .



VII.4.9. Legea lui Fourier. Numărul lui Prandtl.
▶ Înlocuind ρDui/Dt ≃ nFi − ∂iP, se obt, ine:

δqi = −κ∂iT , κ = 5
2m τKBP, (24)

unde κ este coefficientul de conductivitate termică.
▶ Expresia (24) poartă numele de Legea lui Fourier, conform căreia

căldura curge ı̂n sens invers cres, terii temperaturii.
▶ Împreună cu ecuat, ia constitutivă pentru Tij , ec. (24) ı̂nchide

sistemul de ecuat, ii pentru n, u s, i T .
▶ În modelul BGK, raportul dintre η s, i κ e fixat de numărul lui Pr:

Pr = cpη

κ
= 1, cp = 5KB

2m , (25)

unde numărul lui Prandtl Pr măsoară important, a disipării datorită
vâscozităt, ii fat, ă de schimbul de căldură.

▶ Ecuat, ia energiei devine:

nDe
Dt = ∇ · (κ∇T ) −

[
P +

(
2
3η − µ′

)
(∇ · u)

]
(∇ · u) + 2ηSijSij .



Probleme
1. Să se arate că dH/dt =

∫
dxdpJ [f ](1 + ln f ) ≤ 0 pentru modelul

BGK, când J [f ] = − 1
τ (f − f (eq)) iar τ e independent de p.

2. Relaxarea omogenă: Un fluid omogen, aflat ı̂n repaus, având
densitatea ρ = mn s, i temperatura T , este descris la momentul init, ial
de funct, ia de distribut, ie f0 = f (t = 0). Modelând termenul de
coliziune folosind aproximat, ia BGK, să se rezolve următoarele
cerint, e:

a) Să se arate că ∂tn = ∂tT = ∂t f (eq) = 0.
b) Să se găsească solut, ia ec. Boltzmann. [R: f = f (eq) + e−t/τ (f0 − f (eq))]

3. La momentul init, ial, un fluid omogen este descris de distribut, ia
anizotropă f0 = N exp

[
− p2

x
2mkBTx

− p2
y

2mkBTy
− p2

z
2mkBTz

]
, unde N s, i Ti

sunt constante pozitive.
a) Să se găsească n s, i T ca funct, ie de N s, i Ti .
b) La un moment ulterior de timp, f (t) = f (eq) + e−t/τδf , unde

δf = f0 − f (eq). Să se găsească evolut, ia ı̂n timp a temperaturii
direct, ionale definite prin 1

2 nkBTi =
∫

dp f p2
i

2m .
c) Să se calculeze H0 =

∫
dpf0 ln f0, Heq =

∫
dpf (eq) ln f (eq) s, i

H× =
∫

dpf0 ln f (eq).
d) Considerând δf ≪ f (eq), să se arate că H0 ≃ H× s, i

H(t) =
∫

dpf ln f ≃ Heq + e−t/τ (H× − Heq).



Probleme
4. Modelul Shakhov. Un dezavantaj al modelului BGK este că

coeficient, ii η s, i κ sunt determinat, i de acelas, i timp de relaxare, τ , iar
Pr = cpη/κ = 1. În gazele ideale reale, Pr ̸= 1 (Pr ≃ 2/3 pentru
sfere tari). În anul 1968, Emil Shakhov a propus o extensie a
modelului BGK sub forma3

JS = − f − fS
τ

, fS = f (eq)(1 + S), S = 1 − Pr
nk2

BT 2

(
ξ2

5mkBT − 1
)

q · ξ,

(26)
unde fS → f (eq) când f → fS, modificând traiectoria pe care sistemul
atinge echilibrul termodinamic.

a) Să se arate că ψ ∈ {1, p, p2/2m} sunt invariant, i de coliziune.
b) Să se arate că T S

ij =
∫

dpfSξiξj/m = Pδij .
c) Să se arate că η = τP, ca ı̂n modelul BGK.
d) Să se arate că qS = (1 − Pr)q.
e) Să se arate că κS = 5

2m
τ

Pr kBP.
f) Să se arate că cpηS/κS = Pr, astfel numărul lui Prandtl reprezentând

un parametru independent al modelului Shakhov.

3E. M. Shakhov, Generalization of the Krook kinetic relaxation equation. Fluid
Dyn. 3 (1968) 95.


