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Capitolul VII. Fluidele la scala mezoscopica
» VII.1. Ecuatia Boltzmann.
» VIIL.2. Teorema H si distributia Maxwell-Boltzmann.
» VII.3. Ecuatii de transport.
> VII.4. Coeficienti de transport.



VII.1. Ecuatia Boltzmann.
VII.1.1. Limitele de aplicabilitate ale ec. Navier-Stokes.

» Ecuatiile Navier-Stokes se aplicd unei game variate de probleme
uzuale, de la curgeri laminare la curgeri turbulente.

» in cazul fluidelor nenewtoniene (creme, geluri), ec. Navier-Stokes se
pot extinde permitand coeficientilor de transport (u, w1y, A) sa
depind3 de starea cinematicd a fluidului (de exemplu, de rata de
forfecare).

» Ec. Navier-Stokes fsi pierd aplicabilitatea atunci cand presupunerile
din spatele acestora nu mai sunt rezonabile:

» Natura corpusculara a constituentilor fluidului devine importants,
invalidand presupunerea continuumului. Formal, drumul liber
mijlociu Amgp devine comparabil cu scala L pe care variaza
proprietatile fluidului, Kn = Amg, /L 2 1.

» Campurile disipative 7, gi devin comparabile cu cele nedisipative:
I73l/P 21, ai/E 2 1.



VII.1.2. Ecuatia Boltzmann

> in general, sistemele mezoscopice contin un num3r foarte mare de
particule (Na ~ 6,02 x 102 mol ™ ?).
» Pentru a gestiona aceste grade de libertate, se poate defini functia

de distributie uniparticuld f(x, p, t), a cirei evolutie este guvernat3
de ec. Boltzmann:

Oef + %.foJrF-fo: J[f],

unde termenul de coliziune J[f] = It — '~ reprezintd diferenta

dintre particulele care, in urma coliziunilor, intrd (I'") sau ies (')
de pe linia de curent.



VII1.1.3. Coliziuni

» In formularea ecuatiei care-i poarta numele, Boltzmann a facut
urmatoarele presupuneri:

Doar coliziunile binare sunt luate in considerare;

Coliziunile au loc punctual;

Coliziunile sunt instantanee;

L

Particulele care se ciocnesc sunt complet necorelate
(Stosszahlansatz): fa(x1, X2, P1, P2, t) = f(X1, p1, t)f (X2, P2, t).

» In cele ce urmeaza, vom considera doar coliziuni perfect elastice.



VII1.1.3. Coliziuni

» Particulele care ies de pe linia de curent reprezinta particule care au
initial impulsul p si care se ciocnesc cu o particuld de impuls p,:

- _ 1t |P P«| do
r 7/dp*dp dp.Spde - def*, (1)

unde p’ si p’, reprezintd impulsurile particulelor dup3 ciocnire,

f f.|p — p«|/m reprezintd fluxul de particule care interactioneazs,
do/dQQ reprezintd sectiunea diferentiald eficace a procesului, iar dp si
0 asigura conservarea impulsului si energiei totale, dupa cum
urmeaza:

p=0oPp+tp.—pP —p.), de=0E+E-E—-E) (2

> Particulele care intr3 pe linia de curent sunt particulele cu impuls p’
oarecare, care in urma unei coliziuni cu o particuld de impuls p’, vor
avea impulsul p:

d
r— / dp..dp’dp..0,0c LA dgf’f’ (3)



VII.2. Teorema H a lui Boltzmann
VII.2.1. Functia H

» Fie functia H definitd dupa cum urmeaza:

H:/dxdpf Inf. (4)

» Folosind ec. (4) se poate calcula derivata temporal3 a lui H:

daH :/dxdpJ[f](1+In )
dt
1 do |p" —p|
/dxdpdp* dp’ dp*d OF EJq
X (F'fl —ff)(In f+1Infi—Inf —In f]). (5)

» Termenul de pe ultima linie poate fi pus sub forma:

Fr\  fF.
(Ff = FE)In f+Info—In £ —In £) = ! (1 - f,f,) In 2

> Avind in vedere cd (1 — x)Inx <0 si cd do/dQ > 0, rezults:

dH
dt — <0 (6)



VI1.2.2. Relatia cu legea a doua a termodinamicii

» Teorema H a lui Boltzmann: intr-un sistem izolat, functia H nu
poate sa creasca.

» Caracterul monoton descrescator al functiei H reflectd caracterul
ireversibil al ecuatiei Boltzmann.

» Cu ajutorul teoremei H, se poate defini entropia specifica n = —RH.

» Legatura dintre H si n reprezinta o dovada a principiului al doilea al
termodinamicii.



VI1.2.3. Invarianti de coliziune

>

>

Entropia isi inceteaz3 cresterea cind dH/dt = 0 si sistemul se
gaseste Tn echilibru termodinamic.

Pentru a studia proprietatile fluidului in echilibru termodinamic, e
util ca dH/dt s3 fie exprimat dup3 cum urmeaza:

dH
&= /de[f, Linfl,  JJf,] = /dp Jfl. (1)
Mérimile ¢ pentru care J[f, ] = 0 se numesc invarianti de coliziune.

Datorita legilor de conservare a impulsului si a energiei, avem:
Jif,11=0,  J[f,p]=0,  J[f,p?*/2m] =0. (8)

Conditia ca dH/dt = 0 implic J[f(*D 1 + In f(*D] =0, de unde
rezulty c3 1+ In (9 e o combinatie liniar3 a invariantilor de
coliziune (8):

Fe) = Nexp [—a(p — po)’] - (9)



» Semnificatia fizicd a parametrilor N, « si pg poate fi elucidatd stiind
c3 f(ea)(x,p, t) reprezint3 o densitate de particule.

> Densitatea totala de particule n(x, t) in punctul x, la momentul
t, se poate afla integrand (¢ in raport cu p:!

3/2
n(x) = /dp flea) = (ﬁ) . (10)
@
> Viteza macroscopica u(x, t) se poate calcula mediind impulsul p in
raport cu f:

plu(x) = [ dp e p = npe, (11)

de unde rezultd cd po = mu.

» Temperatura T(x,t) este legatd de miscarea particulelor in raport
cu mediul fluid (in sistemul de referintd in care acesta este in
repaus). Drept urmare, T este corelatd cu media cantit&tii
(p — mu)?/2m, dup3 cum urmeazi:

3 € 3N /m\3/2
> - (eq) 5 _ 277 (T
2nKBT /dp f 2m  4ma (a) ’ (12)

unde & = p — mu este impulsul propriu.

L Astfel de integrale sunt numite integrale Gauss.



VII1.2.4. Distributia Maxwell-Boltzmann

» Din ecuatiile anterioare rezulta ca:

1
S mKaT’ (13a)
n
Y i Ty ab)
po =mu. (13¢)

» Tnlocuind ec. (13) in ec. (9) obtinem forma final3 a distributiei
Maxwell-Boltzmann:

f'(e(ll)(x7 P, t) — (p — mu)2:| . (14)

n
ex —
@rmKsT)E " [ 2mKs T



Probleme

1. Ar3tati ca
(I1-x)Inx<0.

2. Arstati cd 1 € {1,p,p?/2m} sunt invarianti de coliziune, in sensul
cd J[f,¢] = [dp J[f] =0, tinand cont de definitia lui J:

= ! ! Mﬂ el
J[f] —/dp*dp dpl.dp0g = 2 (F1F] — fF).

3. S3 considerdm o stare stationar3 descris3 de f = (¢4, Ar3tati c3 in
acest caz,

u=uy+w XX, T =T, n = ngexp [w’x'? — (w - x')?],

unde ng, Ty, Ug si w sunt marimi constante iar
X = x+ (ug X w)/w?.



Probleme
4. Momentele absolute si centrate ale functiei de distributie la echilibru
f(9) se definesc dup3 cum urmeazs:

ML, / dpfpipy - Py Wi, / dpf &g, &
Aratati ca:

(a) pe(© = /dp fFlea) = p,

(b) M?q’(l) = /dp fleag; =0,

(€)™ = / dp fV¢; = pKe Ty,

(d) M+ @ = / dp FDpip; = pKg T6;; + mpuiuj,

2
3
e)/dp et = 2T,

3 1
(cq)iii -2
(e)/dpf > —2nK37—|—2pu.

5. Ardtati 3 T4 = [ dp fle9¢g€/m = P§j;.



Probleme
6. Aratati ca:

(a) i ® =0,

(b) M:Je/? ) = mpKB T(ui(sjk + Uj(Sik + uk(S,j) + mzpuiuju,ﬁ

(eq) P p B 2 1
(C)/dpf omm HKBTU+ 2pu u,

(d) Mfﬁ)[(“) — mp(KB T) (6,’1'(5;(@ + 6,-,((5]-@ + 5i€5jk),
(e) M;EéM) = mp(KB T)2(<5,-J-5kg + .. )
3 }
termeni
+ m?pKg T (ujujdke + - . .) + m>pujujugup.
—_——

6 termeni

eq)p pIPJ:i 25
(f)/d f oo = (K T)%y

1 1
+ 5 nKe T (Tuu; + 05u°) + 2 pu* ;.

7. Ardtati c& q7% = [ dp FDE2¢ /2m? = 0.



