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Capitolul VI. Turbulent, ă.

▶ VI.1. Generalităt, i.

▶ VI.2. Formularea stocastică.

▶ VI.3. Medierea ecuat, iilor Navier-Stokes.

▶ VI.4. Cascada energiei.



VI.1. Generalităt, i.
▶ Curgerile turbulente sunt curgeri disipative caracterizate prin

fluctuat, ii trei-dimensionale neliniare ale vorticităt, ii.

▶ Caracteristicile curgerilor turbulente sunt:

1. Fluctuat, iile: apar chiar s, i când condit, iile pe frontieră sunt
independente de timp, având caracter neregulat, haotic s, i
imprevizibil.

2. Neliniaritate: invalidează principiului superpozit, iei, facilitând
transferul de energie prin fluctuat, ii având un spectru continuu care
implică o gamă largă de frecvent,e s, i lungimi de undă.

3. Vorticitate: curgerea turbulentă implică ı̂ntotdeauna vârtejuri,
dimensiunea celui mai mare fiind dată de dimensiunea regiunii
turbulente, ı̂n timp ce microvârtejurile pot fi cu câteva ordine de
mărime mai mici.

4. Disipare: turbulent,a transferă energie dinspre mis,carea la scală
macroscopică către microvârtejuri prin intermediul interact, iunilor
neliniare, dând nas, tere unor gradient, i de viteză suficiet de mari ca
fluctuat, iile de energie să fie disipate sub formă de căldură.

5. Difusivitate: ı̂nvolburarea produsă de turbulent, ă amestecă straturile
de fluid, precum s, i speciile chimice diferite, cu câteva ordine de
mărime mai repede decât difuzia moleculară caracteristică curgerilor
laminare.



▶ Premergătoare turbulent,ei sunt aparit, ia s, i amplificarea
instabilităt, ilor, atunci când valoarea unui parametru de neliniaritate
specific curgerii depăs,es, te un anumit prag (Ra > Racr pentru
curgerea Rayleigh-Bénard, Ta > Tacr pentru curgerea
Taylor-Couette, etc).

▶ Instabilităt, ile pot duce la o nouă stare (cvasi-)stat, ionară
neturbulentă, ı̂nsă dacă parametrul de neliniaritate cres, te suficient
de mult, starea devine turbulentă.

▶ Turbulent,a totdeauna presupune transferul energiei cinetice a
curgerii macroscopice la scări tot mai mici prin intermediul
vârtejurilor (cascada energiei), ı̂n cele din urmă aceasta fiind disipată
sub formă de căldură.

▶ Caracteristica generală a turbulent,ei este că vârtejurile care apar au
un caracter haotic, acestea manifestându-se sub forma unor oscilat, ii
ale câmpurilor macroscopice (densitate, viteză, temperatură, etc) ı̂n
jurul unor valori de echilibru.

▶ Tranzit, ia spre starea turbulentă, precum s, i evolut, ia acesteia,
reprezintă probleme nerezolvate de interes general ı̂n dinamica
fluidelor.



VI.2. Formularea stocastică.
VI.2.1. Descompunerea Reynolds.

▶ Variabilele care descriu starea sistemului (ã) pot fi scrise ca o sumă
dintre o valoare de bază (A) s, i o fluctuat, ie (a):

ã(x, t) = A(x, t) + a(x, t). (1)

▶ a reprezintă media lui ã, definită ı̂n unul din următoarele trei moduri:

1. Utilizând un ansamblu de N → ∞ experimente identice ı̂n care se măsoară ã(x, t; n)

(n = 1, 2, . . .N):1

⟨ã(x, t)⟩ = lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

ã(x, t; n). (2)

2. Efectuând o mediere temporală:

ã(x, t) =
1

∆t

∫ t+∆t/2

t−∆t/2

dt′ ã(x, t′), (3)

unde scala fluctuat, iilor ≪ ∆t ≪ scala la care a variază semnificativ.
3. Efectuând o mediere spat, ială la t fixat:

ã(x, t) =
1

V

∫
V

ã(x′, t)d3x′
, (4)

unde V e centrat pe x, având laturile mai mari decât scala fluctuat, iilor haotice s, i mai

mici decât dimensiunile pe care a(x, t) variază semnificativ.
1 În acest caz, notat, ia ã(x, t) este ı̂nlocuită de ⟨ã(x, t)⟩.



VI.2.2. Corelat, ii.
▶ Descrierea cantitativă a turbulent,ei se face prin utilizarea funct, iei de

corelat, ie:
Rij(x1, t1; x2, t2) = ⟨ui (x1, t1)uj(x2, t2)⟩ , (5)

unde ui (x1, t1) reprezintă componenta i a fluctuat, iei vitezei,
măsurată ı̂n punctul x1 la momentul t1.

▶ Rij(x1, t1; x2, t2) ≃ 0 ⇒ ui (x1, t1) s, i uj(x2, t2) sunt slab corelate.

▶ Rij(x1, t1; x2, t2) ≫ 0 ⇒ ui (x1, t1) s, i uj(x2, t2) sunt corelate.

▶ Rij(x1, t1; x2, t2) ≪ 0 ⇒ ui (x1, t1) s, i uj(x2, t2) sunt anticorelate.

▶ i ̸= j ⇒ intercorelat, ie.

▶ i = j ⇒ autocorelat, ie.

▶ Pentru x1 = x2 = x s, i procese stat, ionare, se ia

Rij(x1, t1; x2, t2) → Rij(τ) = ui (t)uj(t + τ) = Rji (−τ), (6)

unde t poate fi ales arbitrar fără a afecta corelat, ia.

▶ Corelat, ia uiuj corespunde cazului când τ = 0:

Rij(τ = 0) ≡ uiuj . (7)



VI.2.3. Scale temporale.
▶ Cu ajutorul lui Rij se pot defini coeficient, ii de corelat, ie:

rij(x1, t1; x2, t2) =
Rij(x1, t1; x2, t2)√

Rii (x1, t1; x1, t1)
√
Rjj(x2, t2; x2, t2)

=
⟨ui (x1, t1)uj(x2, t2)⟩√
⟨u2i (x1, t1)⟩ ⟨u2j (x2, t2)⟩

. (8)

▶ În virtutea inegalităt, ii Schwartz, −1 ≤ rij ≤ 1:

|⟨ui (x1, t1)uj(x2, t2)⟩| ≤
√
⟨u2i (x1, t1)⟩

√
⟨u2j (x2, t2)⟩.

▶ În cazul stat, ionar, r11(τ) = R11(τ)/R11(0) se poate folosi pentru
introducerea a trei scale de timp:

1. Scala temporală de integrare:

Λt =

∫ ∞

0

r11(τ)dτ =
1

R11(0)

∫ ∞

0

R11(τ)dτ. (9)

2. Timpul de corelat, ie tc e cea mai mică valoare la care r11(tc) = 0.
3. Microscala Taylor λt =

√
−2/[d2r11/dτ 2]τ=0.



VI.2.4. Spectrul energetic.
▶ Spectrul energetic Se(ω) se obt, ine cu ajutorul transformatei Fourier:

Se(ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dτ e−iωτR11(τ). (10)

▶ Deoarece R11(−τ) = R11(τ), rezultă că Se(−ω) = Se(ω) s, i
Se(ω) ∈ R.

▶ Pentru ω = 0, Se(ω) se reduce la:

Se(0) =
1

π
u21Λt . (11)

▶ Inversând ec. (10) se obt, ine:

R11(τ) =

∫ ∞

−∞
dω e iωτSe(ω). (12)

▶ La τ = 0 se obt, ine:

u21 = 2

∫ ∞

0

dω Se(ω). (13)



VI.2.5. Turbulent,a omogenă s, i izotropă.
▶ Izotropia impune ca uiuj = 0 când i ̸= j , iar u21 = u22 = u23 .
▶ Omogeneitatea impune ca ∂iunj = 0.
▶ Pentru a stabili corelat, iile din câmpul de viteze, e mai convenabilă

utilizarea medierii spat, iale:

Rij(r, t) = ui (x, t)uj(x+ r, t). (14)

▶ Singurele corelat, ii nenule sunt (dependent,a de t se sub̂ınt,elege):

u||(x+ r)u||(x) = u2||f (r),

u⊥;i (x+ r)u⊥;j(x) = u2⊥g(r)
(
δij −

ri rj
r2

)
, (15)

unde u|| = r · u/r s, i u⊥;i = (δij − ri rj
r2 )uj reprezintă componentele

vitezei paralelă, respectiv perpendiculară pe r, iar u2|| = u2⊥ = u2.

▶ Rezultă microscalele:

Λf =

∫ ∞

0

f (r)dr , λ2
f =− 2/[d2f /dr2]r=0,

Λg =

∫ ∞

0

g(r)dr , λ2
g =− 2/[d2g/dr2]r=0. (16)



▶ Singura expresie acceptabilă pentru Rij care să satisfacă simetriile
cazului omogen s, i izotrop este:

Rij = F (r)ri rj + G (r)δij . (17)

▶ Folosind definit, iile (15), rezultă ı̂n cazul incompresibil:

Rij = u2
[
f (r)δij +

r

2

df

dr

(
δij −

ri rj
r2

)]
, (18)

ı̂n timp ce Λg = Λf /2 s, i λg = λf /
√
2.

▶ Evaluând urma lui Rij ı̂n r = 0 se obt, ine:∑
i

Rii (0) = u2 = 2e, e =
1

2
u2. (19)

▶ Media ratei de disipare a energiei pe unitate de masă ε pentru o
curgere turbulentă compusă numai din fluctuat, ii se poate calcula
folosind relat, ia:

ε = 2νSijSij =
ν

2
(∂iuj + ∂jui )2 → 30ν

u2

λ2
f

. (20)

▶ Spectrul energetic se defines, te acum ı̂n funct, ie de numărul de unde
k1 de-a lungul liniilor de curent:

S11(k1) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dr1 e

−ik1r1R11(r1). (21)



VI.3. Medierea ecuat, iilor Navier-Stokes.

▶ În aproximat, ia Boussinesq, ν s, i κ sunt constante, iar ρ = ρ0 = const
mai put, in ı̂n termenul de fort, ă, unde ρg → ρ0g [1− α(T̃ − T0)]:

∇ · ũ = 0, ρ0cpD̃tT̃ = κ∆T̃ .

D̃t ũ = −ρ−1
0 ∇p̃ − g [1− α(T̃ − T0)]k+ ν∆ũ. (22)

▶ Folosim descompunerea Reynolds: [Obs: ⟨u⟩ = ⟨p⟩ = ⟨T ⟩ = 0]

ũ = U+ u, p̃ = P + p, T̃ = T + T ′. (23)

▶ Mediind ec. (22) rezultă: [Obs: ⟨D̃t ã⟩ = DtA+∇ · ua]

∇ ·U = 0, DtT = c−1
p ρ−1

0 (κ∆T −∇ · qt), (24)

DtUi = −ρ−1
0 ∂iP − g [1− α(T − T0)]δi3 + ν∆Ui − ∂jRij ,

unde DtA ≡ ∂tA+U ·∇A, qt = ρ0cpuT ≡ fl. de căld. turbulent s, i
Rij = uiuj ≫ 2νSij e tensorul lui Reynolds.

▶ uiuj s, i uiT rămân nedeterminate ⇒ sistemul nu e ı̂nchis.



VI.4. Cascada energiei.
VI.4.1. Transportului energiei cinetice medii.

▶ Înmult, ind ec. Cauchy mediată (24) cu Ui se obt, ine ec:

∂tE + Uj∂jE = ∂j(−ρ−1
0 UjP + 2νUiS ij − UiRij)

− 2νS ijS ij + RijS ij − gUz [1− α(T − T0)]. (25)

unde E = 1
2U

2 s, i am folosit U ·∆U = 2∂j(UiS ij)− 2S ijS ij , unde

S ij =
1
2 (∂iUj + ∂jUi ).

▶ 2νS ij S ij reprezintă disiparea vâscoasă a energiei cinetice medii prin
conversie ı̂n căldură.

▶ RijS ij (de regulă negativ) reprezintă pierderea energiei cinetice medii
către componenta turbulentă, fiind dominant ı̂n curgeri turbulente:

RijS ij

2νS ijS ij

∼ uiuj
ν(U/L)

∼ UL

ν
≡ Re ≫ 1, (26)

unde Re reprezintă numărul lui Reynolds (tranzit, ia către turbulent, ă
are loc când Re ≳ 3500).

▶ Ultimul termen al ec. (25) reprezintă conversia dintre energia
cinetică s, i cea potent, ială ı̂n urma deplasărilor verticale.



VI.4.2. Transportului energiei cinetice turbulente.

▶ Înmult, ind ec. Cauchy (22) cu ũ rezultă:

1

2
D̃t ũ

2 = − 1

ρ0
∇ · (ũp̃) + νũ ·∆ũ− gũz [1− α(T̃ − T0)]. (27)

▶ Făcând media ec. de mai sus s, i scăzând ec. (25) se obt, ine o ecuat, ie
pentru e = 1

2u
2:

Dte = ∂j

(
−ρ−1

0 puj + 2νuiSij −
1

2
u2uj

)
− 2νSijSij − RijS ij + gαuzT ′. (28)

▶ Termenul ε = 2νSijSij reprezintă disiparea vâscoasă a energiei
cinetice a turbulent,ei.

▶ Termenul RijS ij (de regulă negativ) reprezintă transferul de energie
dinspre curgerea de bază către curgerea turbulentă.

▶ Corelat, ia de ordinul 3, u2uj , este necunoscută s, i trebuie modelată.



VI.4.3. Scala Kolmogorov.
▶ În limita turbulent,ei izotrope stat, ionare, ε+ RijS ij = 0.
▶ Kolmogorov a presupus că ε nu depinde de vâscozitatea cinematică

a fluidului ν, ci de proprietăt, ile inviscide ale celor mai mari vârtejuri,
care se formează la scala L (dimensiunea turbulent,ei).

▶ Din considerente dimensionale, ε ∼ (∆U)3/L, ceea ce rezultă s, i din
Rij ∼ (∆U)2, respectiv S ij ∼ ∆U/L.

▶ Kolmogorov a mai presupus ı̂n 1941 că la scală foarte mică,
vârtejurile sunt omogene s, i izotrope, dimensiunile lor depinzând doar
de ν s, i ε, cu ajutorul cărora se pot defini microscala lui Kolmogorov
ηK s, i scala vitezelor uK :

ηK =

(
ν3

ε

)1/4

∼ LRe
−3/4
L , uK = (νε)1/4 ∼ ∆U Re−1/4. (29)

▶ Numărul lui Reynolds la această scală este:

ReK =
ηKuK
ν

= 1, (30)

ceea ce indică un echilibru ı̂ntre efectele inert, iale s, i vâscoase la scala
lui Kolmogorov.

▶ Scala ηK reprezintă limita microscopică a vârtejurilor turbulente.



VI.4.4. Legea lui Kolmogorov.
▶ Asociind dimensiunii l a unui vârtej un număr de unde k1 ∼ 2π/l ,

spectrul energetic (21) se referă la energia disipată pe această scala.

▶ Presupunând că la l suficient de mici, S11(k1) devine o mărime
universală care caracterizează disiparea ı̂n curgeri turbulente, aceasta
poate depinde doar de ε, ν s, i k1.

▶ Cunoscând că unitatea de măsură a lui S11(k1) este m3/s2, rezultă
pentru k1 ≫ 2π/L:

S11(k1)

ν5/4ε1/4
= Φ

(
k1ν

3/4

ε1/4

)
⇒ S11(k1)

u2KηK
= Φ(k1ηK ). (31)

▶ Analiza dimensională nu poate determina funct, ia Φ(k1ηK ).

▶ În regiunea 2π/L ≪ k1 ≪ 2π/ηK (subdomeniul inert, ial), spectrul nu
poate depinde de ν, astfel că ı̂n acest regim avem:

S11(k1) = const× ε2/3k
−5/3
1 . (32)

▶ Relat, ia de mai sus reprezintă Legea lui Kolmogorov, constanta
având valoarea aparent universală de 0, 25, verificată pentru o gamă
largă de curgeri turbulente.





Probleme
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1. Vârtejurile Taylor Green. Fie câmpul de viteze u = ui+ v j, unde:

u = A(t) sin kx cos ky , v = −A(t) cos kx sin ky . (33)

Să se calculeze componentele tensorului lui Reynolds Rij = uiuj prin
medierea spat, ială pe un domeniu de dimensiune ℓ× ℓ, definită prin:

uiuj =
1

ℓ2

∫ x′+ℓ/2

x′−ℓ/2

dx

∫ y ′+ℓ/2

y ′−ℓ/2

dy uiuj . (34)

Să se arate că Rij devine omogen pentru kℓ = mπ (datorită
periodicităt, ii curgerii) s, i ı̂n limita kℓ → ∞.



Probleme

2. Pornind de la câmpul de viteze (33) al vârtejurilor Taylor-Green, să
se rezolve următoarele cerint,e:

a) Să se arate că, ı̂n limita când componentele tensorului Reynolds sunt
omogene (kℓ = mπ), densitatea de energie cinetică turbulentă este
e = 1

4
A2(t).

b) Să se arate că S ij = 0.
c) În aceeas, i limită, presupunând că toate derivatele spat, iale se

anulează, să se arate că ec. (28) se reduce la (se poate lua g = 0):

de

dt
= −ε. (35)

d) Să se arate că

SijSij = (∂xu)2 + (∂yv)2 + (∂xv)(∂yu) +
1

2
(∂xv)2 +

1

2
(∂yu)2

e) Să se arate că ε = νk2A2(t).
f) Să se găsească A(t) rezolvând ec. (35). [R: A(t) = A0 exp(−2νk2t)]



Probleme
3. Fie u(t) = U cos(ωt), unde U s, i ω sunt constante. Să se arate că

funct, ia de autocorelat, ie u(t)u(t + τ) e periodică ı̂n raport cu τ .

4. Fie functia de autocorelat, ie R11(τ) = u21e
−ατ 2

cos(ω0τ). Să se
calculeze spectrul energetic Se(ω), scala temporală de integrare Λt s, i
microscala taylor λt .

5. Să se găsească relat, ia dintre g(r) s, i f (r) caracterizând funct, ia de
corelat, ie Rij(r, t) definită ı̂n ec. (14), urmând următorii pas, i:
a) Să se estimeze ∂Rij/∂rj pentru cazul curgerii incompresibile.
b) În cazul turbulent,ei izotrope s, i omogene, să se folosească rezultatul

de la a) ı̂mpreună cu forma din ec. (17) pentru a exprima pe g(r) ı̂n
raport cu f (r) s, i f

′(r).
c) Să se arate că 2Λg = Λf s, i λg

√
2 = λf .

6. În cazul turbulent,ei omogene s, i izotrope, discutată pe
slide-urile 9–10, să se demonstreze relat, ia (20) urmând următorii
pas, i:
a) Să se arate că SijSij =

1
4
∆u2 + 1

2
∂i∂j(uiuj)− 1

2
u ·∆u, atunci când

curgerea este incompresibilă (∇ · u = 0).
b) Să se arate că SijSij = − 1

2
u ·∆u = − 1

2
limr→0 ∆rRij(r).

c) Pornind de la ec. (15), să se arate că f ′(0) = 0 s, i deci
limr→0 r

−1f ′(r) = f ′′(0).
d) Utilizând expresia (18), să se arate că SijSij = − 15

2
u2f ′′(0).


