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VI.1. Generalitati.

» Curgerile turbulente sunt curgeri disipative caracterizate prin
fluctuatii trei-dimensionale neliniare ale vorticitatii.

» Caracteristicile curgerilor turbulente sunt:

1. Fluctuatiile: apar chiar si cand conditiile pe frontiera sunt
independente de timp, avand caracter neregulat, haotic si
imprevizibil.

2. Neliniaritate: invalideaza principiului superpozitiei, facilitdnd
transferul de energie prin fluctuatii avand un spectru continuu care
implicd o gam3 larg3d de frecvente si lungimi de unda.

3. Vorticitate: curgerea turbulentd implicd intotdeauna vartejuri,
dimensiunea celui mai mare fiind data de dimensiunea regiunii
turbulente, Tn timp ce microvartejurile pot fi cu cateva ordine de
marime mai mici.

4. Disipare: turbulenta transferd energie dinspre miscarea la scald
macroscopica catre microvartejuri prin intermediul interactiunilor
neliniare, dand nastere unor gradienti de viteza suficiet de mari ca
fluctuatiile de energie s3 fie disipate sub forma de caldura.

5. Difusivitate: Tnvolburarea produs3 de turbulentd amesteca straturile
de fluid, precum si speciile chimice diferite, cu cateva ordine de
marime mai repede decat difuzia moleculara caracteristica curgerilor
laminare.



Premergdtoare turbulentei sunt aparitia si amplificarea
instabilitatilor, atunci cand valoarea unui parametru de neliniaritate
specific curgerii dep3seste un anumit prag (Ra > Ra., pentru
curgerea Rayleigh-Bénard, Ta > Ta., pentru curgerea
Taylor-Couette, etc).

Instabilitstile pot duce la o noud stare (cvasi-)stationard
neturbulentd, Tnsa daca parametrul de neliniaritate creste suficient
de mult, starea devine turbulent3.

Turbulenta totdeauna presupune transferul energiei cinetice a
curgerii macroscopice la scari tot mai mici prin intermediul
vartejurilor (cascada energiei), in cele din urma aceasta fiind disipat3
sub form3 de c3ldura.

Caracteristica generald a turbulentei este c3 vartejurile care apar au
un caracter haotic, acestea manifestdndu-se sub forma unor oscilatii
ale campurilor macroscopice (densitate, vitez3, temperaturd, etc) in
jurul unor valori de echilibru.

Tranzitia spre starea turbulentd, precum si evolutia acesteia,
reprezintd probleme nerezolvate de interes general Tn dinamica
fluidelor.



VI.2. Formularea stocastica.
VI.2.1. Descompunerea Reynolds.

» Variabilele care descriu starea sistemului (3) pot fi scrise ca o sum3
dintre o valoare de baz3 (A) si o fluctuatie (a):

a(x, t) = A(x, t) + a(x, t). (1)
» 3 reprezintd media lui a, definitd Tn unul din urm3toarele trei moduri:

1. Utilizand un ansamblu de N — oo experimente identice in care se m3soard a(x, t; n)
(n=1,2,...N):!

N
- ol
(&(x, 1)) = lim_ 3 Z} 3(x, t; n). ()
2. Efectudnd o mediere temporala:
_ 1 t+At/2 , ,
Bx =5 [ dlExe), 3)
At t—At/2

unde scala fluctuatiilor < At < scala la care a3 variaza semnificativ.
3. Efectudnd o mediere spatiald la t fixat:

3(x, t) = % /v 3, t)d*x’, (4)

unde V e centrat pe x, avand laturile mai mari decat scala fluctuatiilor haotice si mai

mici decit dimensiunile pe care a(x, t) variaz§ semnificativ.
YIn acest caz, notatia 4(x, t) este inlocuitd de (3(x, t)).
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Corelatii.

Descrierea cantitativa a turbulentei se face prin utilizarea functiei de
corelatie:

R,j(xl, t1; X2, t2) = <U,’(X1, tl)Uj(Xz, f2)> s (5)
unde u;(x1, t1) reprezintd componenta /i a fluctuatiei vitezei,
masuratad Tn punctul x; la momentul t;.

Rij(x1, t1; X2, t2) >~ 0 = wj(x1, t1) si uj(x2, t2) sunt slab corelate.
Rij(x1, t1; X2, t2) > 0 = wuj(xq, t1) si uj(x2, t2) sunt corelate.
Rij(x1, t1; X2, t2) < 0 = wuj(x1, t1) si uj(x2, t2) sunt anticorelate.
i # j = intercorelatie.

i = j = autocorelatie.

Pentru x; = X, = X si procese stationare, se ia
Rij(x1, t1; %2, t2) = Rij(7) = ui(t)uj(t + 7) = R;i(—7),  (6)

unde t poate fi ales arbitrar far3 a afecta corelatia.

Corelatia uju; corespunde cazului cand 7 = 0:

R,'j(’T = 0) = ujuj. (7)



VI.2.3. Scale temporale.

» Cu ajutorul lui Rjj se pot defini coeficientii de corelatie:

Rij(x1, t1; %2, t2)
rij(X1, t1; X2, o) =
i, %o, ) VRii(x1, t1; x1, t1)\/Rji(x2, t2; X2, 1)
_ (ui(x1, t1)uj(x2, t2)) 8)
V(2 xa, 1)) (6 (2, 22))

> in virtutea inegalitdtii Schwartz, —1 < ry < 1:

[{wi(x1, t1)uj(x2, 12))] < \/(U,-Z(Xh t1)>\/<uf(xz, t2)).

> in cazul stationar, ri1(7) = Ry1(7)/Ri1(0) se poate folosi pentru
introducerea a trei scale de timp:

1. Scala temporal3 de integrare:

Ae = /Ooo ra(r)dr = %(0) /Ooo Ru(7)dr. 9)

2. Timpul de corelatie t. e cea mai micd valoare la care ni(t.) = 0.
3. Microscala Taylor \e = \/—2/[d?r1/dT?]o.




VI.2.4. Spectrul energetic.

» Spectrul energetic S.(w) se obtine cu ajutorul transformatei Fourier:

S.(w) = % /_ T dr e Ry (7). (10)

» Deoarece Ry1(—7) = Ri1(7), rezultd cd Se(—w) = Se(w) si
Se(w) € R.

» Pentru w =0, Sc(w) se reduce la:

5.(0) = %u?/\t. (11)

» Inversand ec. (10) se obtine:

Rii(7) = / h dw e“T Sy (w). (12)

— 00

» La 7 =0 se obtine:
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Turbulenta omogena si izotropa.

. . _ A . P 2 2
Izotropia impune ca wju; = 0 cand i # j, iar uf = u5 = u3.

Omogeneitatea impune ca J;uf’ = 0.
Pentru a stabili corelatiile din cdmpul de viteze, e mai convenabild
utilizarea medierii spatiale:

RU(r7 t) = u,-(x, t)uj(x +, t)' (14)

N

Singurele corelatii nenule sunt (dependenta de t se subintelege):

) (x + )y (x) = 7 (r),

_ nr;
G L) = () (55 - 7). (15)

unde uyy =r-u/rsi uy,; = (0 — 4 )u;j reprezintd componentele

vitezei paraleld, respectiv perpendiculard pe r, iar uf = v} = u?.

Rezultd microscalele:

Af :/ f(r)dr, A2 = — 2/[d*f/dr?],-o,
0

Ng :/OOO g(f)df, )\2 - _ 2/[d2g/df2],:0. (16)



>

Singura expresie acceptabild pentru Rj; care sa satisfaca simetriile
cazului omogen si izotrop este:
Rij = F(r)rir; + G(r)dj. (17)
Folosind definitiile (15), rezultd Tn cazul incompresibil:
— rdf rif;
Ry = 2 [f(r)(s,-j +s (5, - r;)} : (18)

in timp ce Ag = Ar/2 si A\g = Ar/V/2.
Evaluand urma lui Rj; in r = 0 se obtine:

_ 1—
Y Ri(0)=uw’=28, &= i (19)

Media ratei de disipare a energiei pe unitate de masa € pentru o
curgere turbulenta compusa numai din fluctuatii se poate calcula
folosind relatia: —

' v u?

g = 2Z/S,J5,J = 5(6‘,-uj + 8ju,-)2 — 301/)7% (20)

Spectrul energetic se defineste acum Tn functie de numarul de unde
ki de-a lungul liniilor de curent:
1 [ ;
511(k1) = —/ dn e flan Rll(rl). (21)
2 J_ o



VI.3. Medierea ecuatiilor Navier-Stokes.

> in aproximatia Boussinesq, v si x sunt constante, iar p = pg = const
mai putin in termenul de fort, unde pg — pog[l — (T — To)]:

V- -u=0, pocpﬁﬁ::ﬁAf
Diti = —py 'Vp — g[1 — a(T — To)lk + vA. (22)

> Folosim descompunerea Reynolds: [Obs: (u) = (p) =(T) =0]
u=U+u, p=P+p, T=T+T. (23)
> Mediind ec. (22) rezults: [Obs: (D,3) = D;,A+ V -ual

V-U=0, D:T=c,"py (kAT =V - qy), (24)
D.U; = —pyt0iP — g[1 — o(T — To)ldis + vAU; — 9;Ry;,

unde D:A=9;A+U- VA, q; = poc,uT = fl. de cdld. turbulent si
Rij = wju; > 2vSj; e tensorul lui Reynolds.

» uiuj si u; T rdman nedeterminate = sistemul nu e inchis.



VI.4. Cascada energiei.

VI.4.1. Transportului energiei cinetice medii.
» Inmultind ec. Cauchy mediat3 (24) cu U; se obtine ec:

OE + U;0jE = 0j(—py ' U;P +2vU;Sj — U;Ry)
— 2V§,’j§,‘j + R,Jgu —gU,[1 - Oé(T —To)]. (25)

unde E = $U? si am folosit U - AU = 29;(U;Sj) — 25;5;, unde
Si= ((9 U + 0;U;).

> 21/5,J Su reprezinta disiparea viscoasa a energiei cinetice medii prin
conversie in caldura.

> R;S; (de regul3 negativ) reprezint pierderea energiei cinetice medii
catre componenta turbulentd, fiind dominant Tn curgeri turbulente:

R;Si o UL

2V§U§U Z/(U/L) 14

unde Re reprezintd num3rul lui Reynolds (tranzitia citre turbulent3
are loc cand Re 2 3500).

» Ultimul termen al ec. (25) reprezintd conversia dintre energia
cinetica si cea potentiald Tn urma deplasarilor verticale.

=Re>1, (26)




VI.4.2. Transportului energiei cinetice turbulente.
» inmultind ec. Cauchy (22) cu U rezult3:
1~ , 1 o ~
§Dtu = —p—V -(up) +vu-Au—gi,[l—ao(T - To)]. (27)
0

» Ficand media ec. de mai sus si scdzand ec. (25) se obtine o ecuatie

pentru € = %uzz

— N (R
D.e = 9, (—po_lpuj +2vu;S; — 2u2uj)
— 21/5,_,5,1 - R,Jgu +gau,T'. (28)

» Termenul € = 2vS5;;S;; reprezintd disiparea vascoasa a energiei
cinetice a turbulentei.

» Termenul R;S;; (de reguld negativ) reprezint3 transferul de energie
dinspre curgerea de baza cdtre curgerea turbulenta.

> Corelatia de ordinul 3, u?u;, este necunoscuta si trebuie modelats.
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Scala Kolmogorov.

in limita turbulentei izotrope stationare, & + R;S; = 0.

Kolmogorov a presupus cd € nu depinde de vascozitatea cinematicad
a fluidului v, ci de proprietatile inviscide ale celor mai mari vartejuri,
care se formeaz3 la scala L (dimensiunea turbulentei).

Din considerente dimensionale, Z ~ (AU)3/L, ceea ce rezult§ si din
Rj ~ (AU)?, respectiv S; ~ AU/L.

Kolmogorov a mai presupus n 1941 c3 la scal3 foarte mic3,
vartejurile sunt omogene si izotrope, dimensiunile lor depinzand doar
de v si g, cu ajutorul carora se pot defini microscala lui Kolmogorov
Nk Si scala vitezelor uk:

)

3 1/4
Nk = (Z) ~ LReZ3/4 uk = (VE)/* ~ AURe™ V4. (29)

Numarul lui Reynolds la aceasta scal3 este:

_ Nkuk

Rex =1, (30)

ceea ce indicd un echilibru Tntre efectele inertiale si vascoase la scala
lui Kolmogorov.
Scala nk reprezinta limita microscopicd a vartejurilor turbulente.



VI.4.4. Legea lui Kolmogorov.

>

>

>

Asociind dimensiunii / a unui vartej un numar de unde k; ~ 27//,
spectrul energetic (21) se referd la energia disipatd pe aceastd scala.

Presupunand c3 la / suficient de mici, S11(k1) devine o marime
universala care caracterizeaza disiparea Tn curgeri turbulente, aceasta
poate depinde doar de Z, v si k.

2

Cunoscand c¥ unitatea de m3surd a lui Sy1(k1) este m3/s?, rezult3

pentru k; > 27 /L:

511(k1) — <k1V3/4) N 511(k1)

— 2
z1/4 U2k

V5/4z1/4 = &®(kink).  (31)

Analiza dimensionald nu poate determina functia ®(kynk).

> in regiunea 21/L < ky < 27 /nk (subdomeniul inertial), spectrul nu

poate depinde de v, astfel ca in acest regim avem:
S11(k1) = const x ?2/3k1_5/3. (32)

Relatia de mai sus reprezinta Legea lui Kolmogorov, constanta
avand valoarea aparent universald de 0,25, verificatd pentru o gam3
larga de curgeri turbulente.
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Probleme

S

W=
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1. Vartejurile Taylor Green. Fie cdmpul de viteze u = ui + vj, unde:
u = A(t)sin kx cos ky,

v = —A(t) cos kx sin ky.
Sa se calculeze componentele tensorului lui Reynolds Rj; = u;u; prin

(33)
medierea spatiald pe un domeniu de dimensiune £ x ¢, definitd prin:

1 x'+£/2 y'+l/2
ujuj = 5_2/
X

dx/
'—£/2 y

dy uju;.
1—0/2

S3 se arate c3 R;; devine omogen pentru k¢ = mm (datorita
ij gen p

periodicit3tii curgerii) si Tn limita k¢ — co.

(34)

m]

=




Probleme

2. Pornind de la cAmpul de viteze (33) al vartejurilor Taylor-Green, s3
se rezolve urmatoarele cerinte:
a) S3 se arate c§, n limita cAnd componentele tensorului Reynolds sunt
omogene (k¢ = mm), densitatea de energie cinetic3 turbulents este
e = 1 A%(t).
b) S% se arate c3 S; = 0.
c) n aceeasi limita, presupundnd ca toate derivatele spatiale se
anuleaz3, s3 se arate c3 ec. (28) se reduce la (se poate lua g = 0):
de
P (35)

d) S3 se arate c3

1 1
SiSi = (0 + (O V) + (0nv)(0y) + 5 (O] + 5 (B0

e) S3 se arate ci & = vk®A(t).
f) S& se giseascd A(t) rezolvand ec. (35). [R: A(t) = Ao exp(—2vk*t)]



Probleme

3.

4.

6.

Fie u(t) = U cos(wt), unde U si w sunt constante. S3 se arate c3
functia de autocorelatie u(t)u(t + 7) e periodicd in raport cu 7.

Fie functia de autocorelatie Ry1(7) = ufe’mz cos(woT). S se
calculeze spectrul energetic Se(w), scala temporal3 de integrare A; si
microscala taylor ;.

S3 se gaseascs relatia dintre g(r) si f(r) caracterizdnd functia de
corelatie Rjj(r, t) definitd in ec. (14), urméand urm3torii pasi:

a) S3 se estimeze OR;j/Or; pentru cazul curgerii incompresibile.

b) n cazul turbulentei izotrope si omogene, s3 se foloseasca rezultatul
de la a) Tmpreund cu forma din ec. (17) pentru a exprima pe g(r) in
raport cu f(r) si f'(r).

c) S3 se arate c¥ 2A; = Ar si \gv/2 = Ay

in cazul turbulentei omogene si izotrope, discutata pe
slide-urile 9-10, s3 se demonstreze relatia (20) urmand urm3torii
pasi:

a) Si se arate ci S;S; = 1 Au® + 19,0;(uiu;) — 2u - Au, atunci cand
curgerea este incompresibild (V - u = 0).

b) S3 se arate cd 5;Sj = —Su- Au = —1 lim,—0 ArRj(r).

c) Pornind de la ec. (15), s3 se arate c§ f'(0) = O si deci
lim, o r~tf'(r) = £7(0).

d) Utilizand expresia (18), s3 se arate c& 5;5; = — 212" (0).




