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Capitolul IV. Propagarea undelor ı̂n mediul fluid.
▶ IV.1. Unde superficiale.
▶ IV.2. Unde sonore.
▶ IV.3. Unde de s, oc.



IV.2. Unde sonore.
IV.2.1. Preliminarii.

▶ Ramura fizicii fluidelor care se ocupă cu studiul propagării undelor
sonore se numes, te acustică.

▶ Acustica studiază propagarea perturbat, iilor de mică amplitudine prin
mediul fluid.

▶ Sunetul se propagă sub formă de undă longitudinală, prin compresia
respectiv destinderea elementelor de fluid ı̂nvecinate.

▶ Studiul propagării undelor sonore trebuie făcut t, inând cont de
compresibilitatea mediului.

▶ Pentru simplitate, vom considera mici perturbat, ii ale densităt, ii s, i
presiunii ı̂n jurul unor valori constante ρ0 s, i P0, ı̂ntr-un fluid complet
omogen de-a lungul axelor y s, i z , care se propagă pe direct, ia x cu o
viteză mică u = iδu(x , t):

ρ(x , t) = ρ0[1 + δρ(x , t)], P(x , t) = P0[1 + δP(x , t)], (1)

unde perturbat, iile δρ s, i δP au acelas, i ordin de mărime ca s, i δu.



IV.2.2. Regimul liniar.
▶ Vom ret, ine doar termenii de ordinul 1 ı̂n amplitudinea perturbat, iei.
▶ Derivata materială a unei mărimi f = f0(1 + δf ) devine

Df
Dt = f0

(
∂

∂t + δu · ∇
)

(1 + δf ) ≃ f0∂tδf . (2)

▶ Ecuat, ia de continuitate se reduce la:

∂δρ

∂t + ∂δu
∂x = 0. (3)

▶ T, inând cont că Tij = Pδij − τij iar τxx ≡ δτ = O(δ), ecuat, ia lui Cauchy se
reduce la:

∂δu
∂t = −P0

ρ0

∂δP
∂x + 1

ρ0

∂δτ

∂x . (4)

▶ În fine, considerând e = e0(1 + δe) s, i t, inând cont că qx ≡ δq = O(δ),
ecuat, ia energiei se reduce la:

∂δe
∂t + P0

ρ0e0

∂δu
∂x + ∂x δq

ρ0e0
= 0. (5)

▶ Pentru a ı̂nchide sistemul de ecuat, ii, avem nevoie de 3 relat, ii: ecuat, iile
constitutive pentru δτ (e.g., fluid Newtonian) s, i δq (e.g., legea lui
Fourier) s, i ecuat, ia de stare P ≡ P(ρ, e) (e.g., gaz ideal).



IV.2.3. Fluidul perfect. Viteza sunetului.
▶ Presupunând că P depinde de x s, i t doar prin intermediul

variabilelor ρ s, i T , derivata sa poate fi scrisă:

P0
∂δP
∂x = ρ0

∂P
∂ρ

∂δρ

∂x + e0
∂P
∂e

∂δe
∂x . (6)

▶ Înlocuind relat, ia de mai sus ı̂n ec. (4) s, i derivând după timp rezultă:
∂2δu
∂t2 −

(
∂P
∂ρ

+ P0

ρ2
0

∂P
∂e

)
∂2δu
∂x2 = 1

ρ2
0

∂P
∂e

∂2δq
∂x2 + 1

ρ0

∂2δτ

∂t∂x . (7)

▶ În cazul când fenomenele disipative se pot neglija, ecuat, ia devine:
∂2δu
∂t2 − c2

s
∂2δu
∂x2 = 0, (8)

unde pătratul vitezei sunetului este:

c2
s = ∂P

∂ρ
+ P0

ρ2
0

∂P
∂e . (9)

▶ Pentru gazul ideal, P = ρKBT/m s, i e = cV T , a.̂ı.:

c2
s;ideal = γP

ρ
, γ = cP

cV
, cP = cV + KB

m . (10)



IV.2.4. Fluidul Newtonian. Solut, ii armonice.
▶ Căutăm solut, ii armonice:

(
δu
δq

)
=
(

δ̃u
δ̃q

)
sin(kx),

δn
δP
δτ

 =

 δ̃n
δ̃P
δ̃τ

 cos(kx), (11)

unde k = 2π/λ iar amplitudinile M̃ ≡ M̃(t) (M̃ ∈ {ũ, δ̃n, δ̃P, q̃, τ̃})
au forma:

M̃(t) =
∑

α

e−αtMα. (12)

▶ Derivatele temporale se ı̂nlocuiesc cu −α:

∂tδA = ∂t
∑

α

e−αtδAα

(
sin kx
cos kx

)
→ −αδAα. (13)

▶ Derivatele după x se ı̂nlocuiesc cu +k (−k) pentru mărimile
proport, ionale cu sin kx (cos kx):

∂x

(
δu
δq

)
→ k

(
δu
δq

)
, ∂x

δn
δP
δτ

 → −k

δn
δP
δτ

 . (14)



▶ Dacă fluidul este Newtonian, atunci
τij = µ(∂iuj + ∂jui − 2

3 ∇ · u) + µv δij(∇ · u), astfel ı̂ncât:

δτ =
(

4µ

3 + µv

)
∂δu
∂x → δτα =

(
4µ

3 + µv

)
kδuα. (15)

▶ Din ec. (5) rezultă:
αδeα = k

ρ0e0
(δqα + P0δuα). (16)

▶ T, inând cont de legea lui Fourier, q = −κ∇T , rezultă:

δqα = kκT0δTα. (17)
▶ Variat, ia energiei poate fi scrisă ı̂n raport cu variat, iile de temperatură

ı̂n forma

e0δe = T0cv δT + ρ0χδρ, cv =
(

∂e
∂T

)
ρ

, χ =
(

∂e
∂ρ

)
T

, (18)

unde cv e căldura specifică la volum constant.
▶ Neglijând, pentru simplitate, susceptibilitatea χ, rezultă

δqα = k
cv

κe0δeα s, i

δeα = kP0
αρ0e0 − κ

cv
k2e0

δuα. (19)



IV.2.5. Modurile normale. Coeficient, ii de atenuare.
▶ Înlocuind totul ı̂n ec. (7) rezultă:

α3 − νk2α2
(

4
3 + µv

µ
+ γ

Pr

)
+ k2c2

s α

[
1 + γk2ν2

c2
s Pr

(
4
3 + µv

µ

)]
− γνk4

Pr
∂P
∂ρ

= 0, (20)

unde Pr = cPµ/κ este numărul lui Prandtl iar γ = cP/cV .
▶ Considerând că µ = O(ε) s, i κ = O(ε), unde 0 < ε ≪ 1, rezultă:

αt = γνk2

Pr c2
s

∂P
∂ρ

, α± = αa ± iαs , (21)

unde αt corespunde modului termic, ı̂n timp ce α± corespund
modurilor acustice, iar

αa = k2ν

2

[
4
3 + µv

µ
+ γ

Pr

(
1 − 1

c2
s

∂P
∂ρ

)]
, αs = kcs . (22)



Probleme
1. Să se studieze atenuarea undelor longitudinale pentru gazul ideal monoatomic

P = ρKBT/m, γ = cP /cV = 5/3, Pr = 2/3, µv = 0.[
R : c2

s =
γKBT

m
=

5KBT
3m

, αt =
νk2

Pr
=

3νk2

2
, αa =

νk2

2

(
4
3

+
µv

µ
+

γ − 1
Pr

)
=

7νk2

6
.

]
2. În cazul fluidelor reale, ecuat, ia de stare trebuie corectată pentru a t, ine cont de două efecte:

2.1 Particulele ocupă un volum finit b (covolum), care trebuie scăzut din volumul
disponibil: 1

n → V − b.
2.2 Fort,ele atractive dintre particule sporesc compresibilitatea fluidului s, i deci ı̂i măresc

presiunea izotropă: P → P + a/V 2.
Rezultă ecuat, ia de stare a fluidului van der Waals:(

P +
a

V 2

)
(V − b) = KBT . (23)

a) Să se arate că ec. (23) se poate scrie:

V 3 −
(

KBT
P

+ b
)

V 2 +
aV
P

−
ab
P

= 0. (24)

b) Să se arate că ec. (24) admite un punct critic (nc , Tc ) pentru care cele trei solut, ii
coincid. [R: nc = 1

3b , KBTc = 8a
27b ]

c) Să se arate că presiunea ı̂n punctul critic este Pc = 3
8 nc KBTc .

d) Să se arate că presunea van der Waals se poate scrie:

P
nc KBTc

=
3nVc

3 − nVc

T
Tc

−
9
8

(nVc )2
. (25)

e) Să se identifice ecuat, ia regiunii spinodale, unde αt < 0.
[R: (nVc )3 − 6(nVc )2 + 9(nVc ) − 4(T/Tc ) > 0]



Probleme
3. Pornind de la forma generală a solut, iei (12), să se rezolve

următoarele cerint, e:
a) Pentru α ∈ {αt , α±}, să se arate că:

δρα = kuα

α
, δPα =

[ k
P0

(4µ

3 + µv

)
− αρ0

kP0

]
uα. (26)

b) Scriind M+e−α+t + M−e−α−t = e−αat [Mc cos(αst) + Ms sin(αst)],
să se găsească δρc , δρs , δPc s, i δPs ı̂n funct, ie de δuc s, i δus .[

R :
(

δρc
δρs

)
=

k
α2

a + α2
s

(
αauc + αs us
αs us − αs uc

)
,(

δPc
δPs

)
=

k
P0

(
4µ

3
+ µv

)(
uc
us

)
−

ρ0

kP0

(
αauc − αs us
αaus + αs uc

)
.

]
(27)

c) S, tiind că la momentul t = 0, ũ(0) = u0, δ̃ρ(0) = δρ0 s, i δ̃P(0) = δP0,
să se găsească ut , uc s, i us .

ut =
αt kP0

ρ0[α2
s + (αa − αt )2]

[
ρ0(α2

a + α2
s )

k2P0
δρ0 − δP0 +

k
P0

(
4
3

µ + µv −
2ρ0αa

k2

)
u0

]
,

uc = u0 − ut , us =
α2

a + α2
s

kαs

(
δρ0 −

kut

αt

)
−

αa

αs
uc . (28)



Probleme
4. Să se rescrie ecuat, ia energiei ı̂n raport cu entropia specifică s s, i să se

arate că ı̂n limita liniarizată, ρ0T0s0∂tδs + ∂x q = 0. Considerând
presiunea ca funct, ie de ρ s, i s, P ≡ P(ρ, s), să se arate din ec.
Cauchy că viteza sunetului e dată de c2

s = (∂P/∂ρ)s .
5. Considerăm ı̂n loc de descompunerea Fourier din ec. (11) s, i (12)

descompunerea:

A =
∑

ω

∫ ∞

−∞
dk e−iωt+ikx Aω. (29)

Să se arate că relat, iile ı̂ntre amplitudinile U = (δρω, uω, δeω)T pot fi
puse sub formă matricială, AU = 0, unde

A =

 ω −k 0
−k∂ρP ω + ik2

ρ0
( 4

3 µ + µv ) − ke0
ρ0

∂eP
0 − P0k

ρ0e0
ω + ik2κ

ρ0cV

 . (30)

Să se arate că detA = 0 se reduce la ec. (20) pentru ω = −iα.


