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» IV.1. Unde superficiale.
» [V.2. Unde sonore.
» [V.3. Unde de soc.



IV.1. Unde superficiale.
IV.1.1. Campul de viteze.

» Undele superficiale apar la interfata dintre doud fluide imiscibile, de
exemplu, la suprafata dintre un lichid si un gaz.

» S3 consideram o und3 care se propaga pe suprafata unui lichid de-a
lungul axei x, cu axa z verticald (z = —H este fundul vasului si
z = 0 reprezint3 nivelul lichidului neperturbat).

» Presupunem cazul unui sistem complet omogen dupa axa y.

> Notdm cu 7(x, t) indltimea coloanei de lichid in punctul x la
momentul t.

> S3 presupunem c3 curgerea este irotational3, astfel cd u = V.

» Lichidele fiind fluide practic incompresibile, se poate presupune c3
V -u =0, adica: , ,
0 0
o F9 —0. (1)
Ox2  9z?



V.1.2.

>

Conditii pe frontiera.

Impunénd u,(z = —H) = 0 la capatul inferior (pe fundul vasului),
rezulta: 96
— =0. 2
aszH ( )

La suprafata liberd se impune ca viteza fluidului pe directia normala
la interfatd s3 se anuleze:

u-n=u;-n, (3)

unde n este normala la suprafata libera, care se presupune ca
efectueaz3 oscilatii verticale cu viteza

us; = e, 0. (4)
Suprafata lichidului este datd implicit de f(x,z,t) = z—n(x,t) = 0.

Normala n la aceasta suprafata este:

n= va Vf= e, — exﬁxn. (5)

Rezultd c3 ec. (3) devine:

(—0x¢ 0xn + 0;9)|,_, = 0. (6)



IV.1.3.

>

Evolutia lui ¢.

Ecuatia lui Bernoulli pentru curgerea irotationala a fluidului perfect
este:

4—+f /ﬂ—+n_ ), (7)

unde C(t) este o constant3 care nu depinde de coordonatele spatiale.

In cazul unui fluid incompresibil, p = const iar ec. (7) devine:

5(,25 2 P*Patm _
4§+7 = (), (8)

unde N = gz (g = const).
Neglijand efectele tensiunii superficiale, P(1) = Patm = const.
Presupunénd ca C(t) = 9;C, functia C(t) poate fi absorbita in ¢:

8¢ P_Patm _
a“r* +?+gz—0. (9)

Pentru z = 7, ec. (9) devine:

oo u? B
&JZ_W—F 2J 7n+g77—0. (].0)



IV.1.4. Fluctuatii infinitezimale.

>

>

S3 presupunem c3 n(x, t) oscileazd in jurul valorii 0 cu o amplitudine
a foarte mica.

Ec. (6) aratd c3 si ¢ = O(a), astfel incat:
(=0x Ox)],—,, = O(a). (11)

Termenul (8ch>)]2=77 poate fi dezvoltat in serie Taylor in jurul lui
z=0:

(0:0)] ;- = (020)] o + O(a%), (12)
Neglijand termenii de ordin O(a?), ec. (6) se reduce la:
(0:0)] .= == Oen. (13)

Deoarece u = V¢ = O(a), termenul u? se poate neglija in ec. (9),
care se reduce la:
o¢

&J L +gn=0. (14)



IV.1.5.

>

Solutii armonice.

S3 presupunem
n = acos(kx — wt), ¢ = f(z)sin(kx — wt). (15)

unde numarul de unde k = 27/ defineste lungimea de und3 X iar
pulsatia w = 27/ T defineste perioada T.

Viteza de faza si viteza de grup sunt:

w Ow
C:Z:)\V7 Cg:a. (16)
Din ecuatia Laplace A¢ = 0, rezulta:
d’f
— —k*f=0. 17
dzz ( )

Solutia se poate scrie:

f(z) = Ae** + Be "= (18)



IV.1.6.

>

Relatia de dispersie.
Conditia 9,¢(z = —H) = 0 implic:
Ae M _ BekH — 0 = B = Ae™2kH. (19)
Din conditia 0,¢(z = 0) = 07 rezulta:

wa waekH wae kH

A-B= = A=SGmka BT 2ksmnkH’

(20)
Ec. (14) stabileste relatia:

w(A+B) = ag = w = \/ kg tanh kH. (21)

Vitezele de faz3 si de grup se pot obtine folosind ¢ = w/k si
cg = Ow/0k:

g c 2kH
= /& tanh kH =120 22
CT\EEMA 2( +sinh2kH> (22)

Relatia dintre ¢ si k se numeste relatia de dispersie si indica faptul
ca undele cu lungimi de unda mai mari se disperseaza mai repede.



IV.1.7. Campul de viteza.

> Solutia care satisface conditiile la limita este:

_ aw cosh[k(z + H)]

= & sinh(kH) sin(kx — wt). (23)

» Folosind 0x¢ = 3,1 si 9,¢ = —0,1), se obtine functia de curent :

_awsinh[k(z + H)]

» Viteza mediului fluid este:

cosh[k(z + H)]
sinh kH
sinh[k(z + H)]
sinh kH

Uy =0x¢ = aw cos(kx — wt),

u, =0,¢ = aw sin(kx — wt). (25)



IV.1.8.

>

>

Orbitele particulelor de fluid.

Trecerea unei unde superficiale liniare antreneaza particulele de fluid
intr-o miscare oscilatorie in jurul pozitiei lor de echilibru.

Notand x = xp + &x si z = 29 + &,, avem:

déx cosh[k(zo + H)]
dt 7 sinhkH
d¢, sinh[k(zo + H)]
dt Y7 sinhkH
unde Tn partea dreapta am aproximat x ~ xy Si z >~ z.
Ecuatiile se pot integra imediat si rezulta traiectoria eliptica:
g.8_,

2 2 )
aX aZ

cos(kxp — wt),

sin(kxg — wt), (26)

& = —aysin(kxg —wt), &, = a, cos(kxg — wt),

unde semiaxa mare a, Si cea mica a, sunt:
cosh[k(zo + H)] sinh[k(zo + H)]
aX - a.—7 az =a— N
sinh(kH) sinh(kH)
Semiaxele elipsei scad cu Tnaltimea iar a, = 0 cand zp = —H.

Toate particulele situate pe aceeasi coloana vertical3d oscileaza n
fazs.



IV.1.9. Transportul energetic. Energia cinetica.

> Fie volumul material V(t) marginit de fundul vasului (z = —H),
suprafata liberd (z = n) si doud suprafete verticale, avind x = 0 si
X = A\

> Energia totald continut3d Tn acest volum este

& A K 2(u2 + u?)
E=E.+E&,, °—/d/d/d<2x z/) . (29
o (g)= o[ e (F07) @

» Energia cinetica medie E. = £./\Ay se poate calcula neglijand
termenii de ordinul a3 nlocuind 1 — 0 n integrala dup3 z:

_ patw?sin(2kH)

8sinh?(kH) 20801 )
(30)

E 0 p
E.= —— ~ dz = (u? + u?),
= [H 2242+ 2)

unde (f)y = %IOA dx f, w? = kgtanh(kH) si (7%), = a?/2.



Energia potentiala. Energia mecanica.

» Energia potentiald £, = £,,0 + A&, are o contributie statica,

A 0 H?2
Epo :/ dX/dy/ pgz = —pgAiy—, (31)
0 _H

care este independentd de prezenta undei.

» Vom considera doar variatia E, = AE,/AAy datoratd prezentei
undei:

1 " 1
E, = X/ dx/ dz pgz = 5 pg(i1°)x- (32)
0 0

» Densitatea superficiald medie de energia mecanica este
E.=E. + Ep = Pg<772>x, (33)

astfel incat E. = E, = E;/2.



Fluxul
| g

energetic.

Variatia Tn timp a energiei in volumul de control V; este
dé
_— = thpf U — dZ;(T,-juj + q,~). (34)
dt V(t) av(t)

in fluidul perfect, g; = 0 si T;; = Pdj.

in fluidul incompresibil asupra caruia actioneaza forte potentiale,
f=—VIlsi

dE d& | dEa | dAS,
dt——fgv(t)dZM(P—i-pgz)—dt—i— prai (35)

Pe fundul vasului, dX -u= —u, |,y =0= d&/dt = 0.
Pe suprafata liberd, P = Py si dX - u = dxdyd;n si

d&
L= / dX/c/y8 (atmn+ pgn) 0, (36)

unde am tinut cont cd 9n/0; = —(w/k)On/0x si
fo)\ dx (--+)/0x = 0 pentru functii periodice.




Drept urmare, variatia energiei in volumul material V/(t) este datd
de diferenta fluxurilor energetice pe suprafata x = A si x = 0.
Notdnd cu Fg media temporald a acestui flux pe unitatea de
lungime Ay, avem

1 T n
Fe = 7/ dt/ dz (P + pgz)usx. (37)
T 0 —H

Din t. lui Bernoulli, P = Py — pgz — %pu2 — pOt¢, unde primul
termen da contributia atmosferica:

P T a’wP,

atm atm atm

= — dt d Ix — <~ V-

TE T /0 /,H 2= D tanh kH (38)

Termenul AFg = Fg — FE™ se poate aproxima la ordinul 2 in a2

T 0 0
A.FE ~ —E/ dt/ dz Uxat¢ = pﬂ/ dz <U)2<>T, (39)
T Jo “H k Jon

unde (-)7 = T1 fOT dt(-) si 0rp = —wuy/k.
Deoarece u, = wncosh[k(z + H)]/sinh(kH) si (n?) = a®/2, rezult3

AFe = Eicg, (40)

unde ¢; = Ow/0k reprezintd viteza de grup de propagare a undei.



IV.1.10. Cazuri limita: apa adanca si apa mica.

> Cand A < H (ap& adancd) si tanh(kH) — 1, avem ¢ ~ \/g/k si

Uy ~ awe® cos(kx — wt), u, ~ awe'sin(kx — wt).  (41)
» Traiectoriile particulelor de fluid devin circulare:

& = —ae’® sin(kxy — wt), &, = ae® cos(kxo —wt).  (42)

» Pentru apa mic3, A > H si tanh(kH) — kH iar ¢ = \/gH, astfel c3
propagarea undelor devine nedispersiva.

» Traiectoriile particulelor de fluid devin:

b= _m sin(kxg — wt), & =a (1 + %) cos(kxg — wt). (43)

» Particulele urmeaza traiectorii eliptice avand semiaxa mare
independenta de z.



IV.1.11. Influenta tensiunii superficiale

» Diferenta de presiune intre interiorul si exteriorul lichidului este dat
de legea lui Laplace:
o ad?n
Pz=1n)—Pam == =——4—_ ~g— 9 44
( 77) atm R [1 i (8x77)2]3/2 x5 ( )
unde s-a considerat cazul cand panta 0yn ~ 0 e mica.
» Efectuand aceleasi operatii de liniarizare, ecuatia lui Bernoulli devine:

o
(0e4)2=0 = —gn + *ain (45)
» Pentru 7 armonic in x, 921 k®n iar relatia de dispersie devine:
ok g ok
w= 4|k g—i—)tanth c= (+>tanth.
V (i 72 ) (k) \/ £+ 7 tanh (k)
(46)

» Tensiunea superficiald creste viteza de faza a undelor pentru toate
lungimile de unda astfel ca valoarea minima a lui ¢ corespunde lui:

4o 1/4
koin = 1/ 28, i = (g> tanh(kmnH).  (47)
o p



IV.1.12. Unde stationare.

» Undele stationare se obtin compunand doud unde calatoare
N4+ = acos(kx — wt) si n— = acos(kx + wt):

n =n4+ + n- = 2acos(kx) cos(wt). (48)

» Nodurile corespunzatoare unei astfel de unde se gasesc in

kx = £33 etc.

» Functia de curent si viteza devin:

:zﬂw sin(kx) sin(wt),

k sinh(kH)
7 ., coshlk(z+ H)] . .
Uy = 0,9 —23wW sin(kx) sin(wt). (49)

» Daca lichidul se afl3 intr-un rezervor de dimensiune orizontala L,
conditia uy(x = 0) = uyx(x = L) = 0 pe pereti implicd kL = nr
(n=1,2,3,...).

» Frecventele naturale ale rezervorului sunt

_ |nmg nmH B 27L
Wp = n tanh< T ), An = — (50)




Probleme

1. S3 se gdseasca viteza fluidului pe suprafata liberd a unei unde
superficiale cu n = acos(k - x — wt).

[u=aw {tankh/ﬁcos(k -x —wt)+e,sin(k-x — wt)}]

2. S3a se rezolve ecuatia A¢ = 0, Tmpreuna cu conditiile pe frontiera:
(0:0) =0 = 01, (0r@)z=0 + gn = 0si (0:0),——0o =0, urménd
pasii de mai jos:

a) Presupunand ¢ = A(x, t)Z(z), ardtati c3 ¢ = A(x, t)e**, unde k > 0.

b) S3 se arate c§ A satisface 92A + gkA = 0 si 92A + kA = 0.

c) Pentru k fixat, s3 se gdseascd A in functie de patru amplitudini
necunoscute A, B, Csi D.

d) Pornind cu conditiile initiale 7 = h(x), i = h(x) la t =0, s3 se
gaseasca forma generald a lui ¢.

3. Tsunami. Un cutremur starneste n largul oceanului, unde Hy = 4
km, o unda avand A\g = 100 km si amplitudinea ag = 1 m. Unda se
propaga spre coastd, mentinandu-si perioada T si fluxul energetic
AFEg constante. S3 se estimeze lungimea de und3 si amplitudinea
valului cand H = 10 m.



Probleme

4. Pentru cazul ka < 1, s se foloseascd ¢(z, x, t) = (aw/k)e**sin ¢ si
n(x, t) = acos ¢ + aka® cos 2¢ + fk*a® cos 3,

unde ¢ = kx — wt, pentru a ardta ca:

a) Cu o alegere convenabild a constantei «, conditia

(020)z=n = O + [(9x1)(0x9)]z=n

poate fi satisficutd pentru termenii proportionali cu (ka)° si (ka),
dup3 eliminarea factorului comun wa. [R:a=1/2]
b) Pentru w? = gk(1 + vk?a®) si o alegere convenabil3 a parametrilor /3
si v, ec. P(z = 1) = Patm poate fi satisficutd pan3 la O[(ka)?’] dup3
eliminarea factorului comun ag. [R: B=~=13/8]
c) S3 se reprezinte grafic forma lui ) pentru a = 0.07\ si s3 se compare
cu forma liniard n = acos .



Probleme
5. Driftul Stokes. in limita H — oo, considersm in ecuatia de miscare
a particulelor de tip trasor termenul de ordinul 2:
d
d—f:u(xo+£):u(xo)+(£-V)u+.... (51)
Considerand c3 (u) 7 = 0 pentru orice ordin in a, s3 se calculeze
pand n ordinul O(a?) viteza de drift vp, definit3 prin

unde ()7 = T~1 [ dt ().

6. O incint3d rectangulard de dimensiuni orizontale L si b contine un
lichid pe suprafata cdruia se formeaza unde stationare. S3 se arate
cd ¢ = Acos(mmx/L) cos(nty/b) cosh[k(z + H)]e~ ™! satisface
ec. Laplace Tmpreund cu conditiile pe frontiera la pereti cand
(mm/L)? + (nm/b)? = k?, cu m si n numere intregi. S3 se arate c3
conditia de suprafata liberd este satisfacuta doar cand
w? = gk tanh(kH).

7. Unlacare L =30km, b =2km si H = 100 m. Dac3 vantul
starneste modul m =1 si n = 0, sa se arate c3 perioada oscilatiilor
este de 32 min.



Probleme

8. Ecuatia Korteweg-de Vries. in anul 1895, Korteweg si de Vries au
aratat cd undele superficiale cu 10 < A/H < 20 satisfac ecuatia
o on Senin o'
ot Ox  8H 0Ox 6 Ox3
unde ¢o = v/gH (aproximatia apei mici). C3utdm solutii de tip und3
c3l3toare, n(t,x) = n(p), cu ¢ = kx — wt.
a) Ar3tati c3 neglijind ultimii doi termeni, n(p) satisface ec. (53)
pentru w = kcy, oricare ar fi forma functionald a lui 7.
b) Aratati c3 neglijaind doar termenul al treilea (cel neliniar),
n() = acos ¢ satisface ec. (53) pentru w = key(1 — tk*H?).
c) Considerdm acuma ecuatia cu toti cei patru termeni. Dup3 dou3
integrari succesive, sa se arate ca
2,72
(o= + gy’ + C°k6H
unde ¢ = w/k, iar A si B sunt constante.
d) S3 se determine B impunind 1 — 0 pentru ¢ — +o0.

e) Sa se arate c3 functia n = Wa(aw) satisface ec. de la punctul

=0, (53)

(n')* = An+ B, (54)

anterior cand

/| 3a a



