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I11.7. Principiul superpozitiei.

11.7.1.

>

v

Ecuatiile surselor si vartejurilor.

Pentru curgerile potentiale (incompresibile, irotationale), potentialul
vitezelor ¢ si functia de curent 1 satisfac ecuatia Laplace:

Ap=0, Ayp=0. (1)
Sursele (k) si Vartejurile (I') sunt descrise prin:
k ko
Pk *Em R, (o “on
Mo r
or=5_ Yr=-5-InR. (2)

Toate functiile de mai sus satisfac ec. (1) doar cdnd R # 0.
Datorita singularitdtii din R = 0, ¢ si ¥r nu mai satisfac ec. (1).
Acest lucru se poate demonstra considerand urmatoarele integrale
pe un volum V care contine punctul R = 0:

/VAqsk =k, /\/Awk =T. (3)

Drept urmare, ec. (1) trebuie modificatd dup3 cum urmeaza:
Agi = ké(x)o(y),  Avpr=—-T5(x)é(y). (4)



[11.7.2. Solutiile ecuatiei curgerii potentiale.

» Cand domeniul de curgere contine Nr vartejuri de intensitate I},
localizate in (x| ,y ) respectiv Nj surse de intensitate k;, avand

coordonatele ( Vi k), ¢ si 9 satisfac ec. Poisson:

Zr(sX*X y .yl)7

Ap = Zké iy — yj)

» Solutiile generale a ec. (5) se pot scrie dupd cum urmeaza:

kA(pj

P(x) =1ho(x) Z—In|x—xr|+z )

i=1
N

B(x) =o(x +ZFA@’+Z In]x—x

(6)

unde Ag; = arctan £= i’ e unghiul ¢ sub care se vede punctul (x,y)

fatd de (x;, y;), iar wo( ) si ¢o(x) satisfac ecuatia Laplace (1).



111.7.3. Conditii pe frontiera.

» Functiile ¢ si ¥ sunt definite unic de distributia de surse si de
conditiile pe frontiera.
» De regula, pe frontiera se impun valorile cdmpului de viteza, ceea ce
Tnseamna conditii de tip Neumann pentru ¢ si 1.
» Cele mai des intalnite conditii pe frontiera sunt:
1. Perete impenetrabil: Componenta perpendiculard a vitezei la
suprafata solid3 trebuie s3 se anuleze:

o
n-Vop=_—-—-=0 ds-Vy=—=0
¢=5,=0 v=35,=0
unde n este normala la suprafata frontierei solide iar s
parametrizeaza conturul acesteia;
2. Conditii la infinit: In unele probleme se cere ca viteza s3 aib3 o

anumit3 valoare la intrarea Tn domeniul de curgere:
8)((;5 = ayw =U, a,v(b = -0k =0, (7)

unde s-a presupus c3 fluidul intra in domeniu pe directia x.

» Deoarece ecuatia Poisson e liniara, miscarea datoratd mai multor
cauze se face ca si cum fiecare cauzd ar exista independent.

» Solutia generald e o superpozitie a unor solutii particulare.



I11.7.4. Metoda imaginilor.

» O aplicatie a principiului superpozitiei este ca se pot introduce linii
de curent eligibile pentru solidificare prin oglindirea functiei de
curent:

w(X»}/) — wl(va) = w(va) - ?/J(X» _y)
» Transformarea de mai sus oferd o linie de curent la y = 0, care
poate fi solidificata.

» Oglindirea lui ¢ este echivalenta cu oglindirea sursei w:
A = 2w = Ay =20, (8)

unde w/(Xay) = UJ(X,_)/) - LU(X, _y)

> in cazul potentialului vitezelor generat de o sursi g(x,y), putem
introduce un perete plan prin transformarea
q(x,y) = q'(x,y) = q(x, y) + q(x —Y), astfel cd
¢'(x,y) = d(x,y) + d(x, —y) si u, = 0,¢'(x,y) se anuleazd cand
y=0.



[11.7.5. Sursa in prezenta unui perete vertical.

» S3 consideram curgerea corespunzatoare
unei surse de intensitate k localizata in
X = Xp Tn prezenta unui perete la x = 0.

03]

» Potentialul complex este:

f(z) = %[In(z—xo)—i—ln(z—i—xo)]. o

» Rezultd pentru v si ¢:

ET) 05

k
¢ =3 In{l(x - x0)2 + y2[(x +x0)* + 7} -
» Rezultd cAmpul de viteze:
kx(x% + y? — x@)
7[(x = x0)* + ¥2][(x + x0)* + y?]’
ky(x* + ¥ + x3)
ml(x = x0)? + y2[(x + x0)* + y?|

=] F

Uy =

Uy:



111.7.6.

2

Potentialul dubletului.
S3 consideram f(z) = f(z) 4+ f—(z) suma dintre o surs3
fi(z) = = In(z — z4) si un put f_(z) = — 5 In(z — z_), localizate
™ zy = +ee'®, avand intensitatile £k.

Limita cand € — 0, dar 2ek — m duce la:
meia

f(z) = — . 9

(2) = -2 (9)

Functia de mai sus defineste dubletul Tn origine avind momentul m
si orientarea datd de unghiul « fatd de orizontala.

f(z) este olomorfd peste tot, mai putin in z = 0, unde are o
singularitate polard (viteza nu este definitad Tn acest punct).

Potentialul vitezelor si functia de curent sunt:
o= —siscos(p—a), =5 zsin(p—a).  (10)
Liniile de curent se obtin ca solutii ale ecuatiei cercului:
(x + Asina)? + (y — Acosa)® = N2, (11)

n timp ce cAmpul de viteze este definit de (z = Re'*):

cos(2¢ — ), u, = %% sin(2p — ). (12)

Uy =

m
21 R?



Potentialul dubletului.

DA



[11.7.7. Miscarea cu circulatie in prezenta obstacolului
circular.

2 r
» S3 considerdam f(z) = U (z—i— a) +—In (E>
z 27i a
» Rezultd urm3toarele potentiale:
a° (% a° I ¢
—xU[1+ = =yU|ll——=]—=—In—.
¢ X<+R2>+27r’ v y< R2> 2 a

» Campul de viteze este dat de:

Usin 1+ il + r U cos 1 il
= — | —_— _— = . .
e ¥ R2) " oxr R 14 R?

» Pe suprafata cilindrului, ug = 0 si u, se anuleazd cand:

r
Aral’
» Tn cazul T < 47al avem dou3 puncte de stagnare (unul in caz de

egalitate) pe suprafata cilindrului.
» Cand I' > 4mal, punctul de stagnare se deplaseaza pe dreapta

47raU>2

sinp =

r
cosp = 0 in punctul unde R = — [1+ 1< r

47U



Miscarea cu circulatie Tn prezenta obstacolului circular.




[11.8. Actiunea hidrodinamica asupra obstacolului.

I11.8.1. Forta asupra obstacolului.

» Densitatea liniard (in raport cu axa z) a fortei pe elementul de
suprafata al obstacolului este

dR = —Pnds, (13)

unde n este normala exterioara la suprafata corpului iar ds este
elementul de linie pe conturul C al acesteia in planul xy.
» Elementul de linie are forma:

ds = dxi+ dyj. (14)

» Deoarece conturul este parcurs in sens trigonometric, normala n va fi
orientatd Tnspre dreapta lui ds:

nds = ds x k = dyi — dxj, (15)

unde ds = /dx2 + dy?2.

> Rezultd c3 forta pe C poate fi calculats folosind (Z = x — iy):

R, — iR, = —i}{ P dz, (16)
C



111.8.2. Momentul fortei asupra obstacolului.

» Densitatea liniara a momentului fortei este dM = x x dR.
» Din moment ce x si n se afl3 in planul xOy, dM = (0,0, dM) iar

dM = —P(xn, — yn,)ds.
» Folosind n = idy — jdx rezulta:
dM = P(xdx + ydy).

» Integrand pe conturul C al obstacolului rezulta:

M = Re { fc Pzdz} , (17)

Re(zdz) = Re(xdx + ydy + iydx — ixdy) = xdx + ydy.

unde s-a folosit



111.8.3.

>

Formulele lui Blasius si Ciaplaghin.

Pentru curgerile irotationale stationare se aplica teorema lui

Bernoulli:
1, dP
—u+ [ — + 1 = const.
2 p

Pentru curgerea incompresibild in care fortele masice sunt neglijabile:
L o
P= —5pu + const. (18)

Integrala pe contur inchis a lui const e nuld, astfel ca:
i
R, — iR, = i’}{ wdz, (19)
2 Jc

unde w = df /dz, tinind cont c& df = df = d¢ pe linia de curent.
Pentru momentul fortei rezulta:

M= —gRe {7{ w2z dz} . (20)

Ecuatiile (19) si (20) poartd numele de formulele lui Blasius si
Ciaplaghin.

Teorema lui Cauchy permite evaluarea integralelor pe orice contur
C’ atata timp cat w? si w2z nu au singularitdtj intre C si C’.



111.8.4.

>

Paradoxul lui d’Alembert.

Sa consideram obstacolul circular Tn miscare cu circulatie:

f(z)—U(z+azz)+27r“,In(z).

Pe contur avem z = Re'? si dz = izdyp, astfel incat:

n+1

2m R 27i(n+1
%Z"dz = iRn+1/ dy Mty — { (et — 1) n# -1,
0

27i, n=—1.

Pentru cazul n € 7Z dar n # —1, integrala de contur se anuleaza.
Cu aceste considerente, rezults:

R,=0, R, =—pUr. (21)

Forta pe directia x reprezint3 forta de rezistenta la inaintare (in
englez3, drag) si se noteaz3d cu D.

Forta pe directia y reprezintd portanta (/ift) si se noteazi cu L.
Faptul ca D = 0 pentru un cilindru care se deplaseaza intr-un mediu
fluid poarta numele de paradoxul lui d’Alembert.

Fortele de rezistentd pentru astfel de curgeri sunt induse de
caracterul real (disipativ) al fluidului. La viteze mari, in aval apar
vartejuri care sporesc disiparea energiei cinetice a obstacolului.



111.8.5.

>

>

Forta Kutta-Jukovski.

[ curgerile reale se impune ca viteza de alunecare intre fluid si
suprafetele solide s3 fie nula.

Tn cazul cilindrului Tn miscarea cu circulatie ' > 4maU, viteza la
suprafata cilindrului este:

r
ug =0, Up = 5. (22)

Aceasta curgere corespunde unui cilindru in rotatie cu viteza

unghiulary Q = I'/27a°.

Portanta asupra unui astfel de cilindru este:

L= —pUr = —27a°pQU. (23)

Expresia (23) poartd numele de forta Kutta-Jukovski
Semnul portantei se poate determina exprimand ec. (23) ca un
produs vectorial intre 2 = (0,0, ) si viteza relativa

Ur = (—U,0,0) a obiectului fatad de fluidul in repaus:

L = 27a’pQ x Ug,

Astfel de forte apar intotdeauna cand un corp in rotatie strabate un
mediu fluid, deviatia traiectoriei indusa de acest tip de fortda purtand
numele de efect Magnus.



111.8.6.

>

>

Efectul Magnus.

Efectul Magnus se manifestd atunci cand un corp n rotatie strabate un
mediu fluid, traiectoria acestuia fiind deviata atunci cand axa de rotatie
nu coincide cu directia de Tnaintare.

Originea portantei L ~ Q x Ug poate fi inteleas3 prin prisma teoremei lui
Bernoulli pentru curgeri stationare irotationale:

1u2+/£ + M = const.
2 P

n figurile de mai sus,  scade viteza fluidului deasupra corpului si o
augmenteaza Tn partea de jos, crednd astfel o diferentd de presiune.

L actioneaza de sus n jos, dinspre regiunea cu P mai mare Tnspre regiunea
cu P mai mic.



Probleme

1. Teorema lui Bernoulli pentru curgeri stationare, incompresibile
si irotationale. S3 se arate c3 pentru un fluid stationar,
incompersibil si irotational, ecuatia Cauchy pD;u = —V P se reduce
la P+ %pu2 = const. (se neglijeaza fortele masice).

2. Folosind teorema lui Cauchy, sa se studieze forta Kutta-Jukovski
asupra unui corp cilindric Tn curgere cu circulatie in prezenta unei
surse negative de intensitate —k < 0, localizata n centrul cilindrului:

2 .
a k+il, z
f(z):U(er) I

V4

n—.
27 a
[Raspuns: D = pUk, L= —pUT]
3. Curgerea Tn prezenta unui obstacol cilindric e perturbat3 prin
ad3ugarea unei viteze verticale mici:

22
w—Uy<1—R2> — Uryx.

a) S3 se arate ci punctele de stagnare se gisesc la R = a/(1+ +?)/* si
¢ = tarctany + %, unde n =0, 1,2,3 (4 puncte).
b) Permite aceastd curgere existenta unui obstacol inchis?



Probleme

4. Considerand b, U, Q si I constante reale pozitive, s3 se gaseasca
liniile de curent si sa se calculeze presiunea pe axa x n raport cu o
presiune de referinta pentru urmatoarele curgeri:

a) ¥ = bv/Rcos(¢/2) cu || < 180°;
b) & = Uy + (/2m) {In[y/x® + (y = b)) = [/ + (v + b1 };
c) p=>2 _ (k/2m)In[/x> + (y — 2na)?], cu |y| < a.

5. S3 se studieze curgerea potentiald stationarad obtinutd prin
combinarea unei curgeri uniforme cu viteza U de-a lungul axei x, a
unei surse de intensitate k > 0 localizatd in (—a,0) si a unui put de
intensitate —k la (a,0) (cu a > 0). Presiunea pentru x — oo e
constantd, P — P.,. S3 se determine:

a) Potentialul vitezelor si functia de curent;

b) Coordonatele punctelor de stagnare;

c) Presiunea de-a lungul axei y;

) S3 se g3seasci ecuatia transcendentd care descrie linia de curent
Tnchisa.



