Fizica fluidelor
Cursul 6

Victor E. Ambrus

Universitatea de Vest din Timisoara



Capitolul I1l. Curgeri potentiale.
» [Il.1. Fluidul perfect.
I11.2. Teorema lui Bernoulli.
[11.3. Echilibrul hidrostatic.
I11.4. Efectul Coanda.
111.6. Miscarea potentiala plana.
111.6. Exemple de curgeri potentiale plane.

I11.7. Principiul superpozitiei.

vVvyVvyvVvyyvyyvyy

I11.8. Actiunea hidrodinamica asupra obstacolului.



I11.5. Miscarea potentiala plana.

[11.5.1. Potentialul vitezelor si functia de curent.

» Miscarea plana se referd la curgerile Tn care viteza fluidului este
pretutindeni paraleld cu un plan fix (planul xOy) si nu depinde de
distanta (z) la acest plan.

» Pentru ca o curgere sa fie plana, este necesar si suficient ca factorii
care o determind s3a nu depind3 de z.

> S3 considerdm o curgere irotationald a unui fluid incompresibil:

w=1Vxu=0, V- -u=0.

» Conditia w = 0 permite scrierea lui u in functie de potentialul
vitezelor ¢:
u=Vo. (1)
» Conditia V - u = 0 permite scrierea lui u folosind potentialul
vector al fluxului volumetric W:
u=V x W, (2)
» Tn cazul curgerilor plane, se ia W, =(0,0,%), unde functia de
curent 1) satisface

Uy = Ox¢ = 3y¢7 uy, = y¢ = —0. (3)



[11.5.2. Linia de curent. Linia echipotentiala.

» Pentru o curgere plana, ecuatia u x dx = 0 pentru linia de curent se
reduce la:
uxdy — u,dx = 0.

» Folosind definitia lui 1, ecuatia de mai sus devine
diy = 0. (4)

» Rezultd ca functia ¥ este constanta pe liniile de curent ale curgerilor
potentiale plane.

» Din moment ce V¢ = u este paralel cu u si deci tangent la linia de
curent, rezulta ca

(Vy)-(V¢) =0. (3)

» in orice punct in care viteza e nenul3, linia de curent (3 = const.)
este perpendiculard pe linia echipotentiald (¢ = const.).



111.5.3.

>

Potentialul complex. Viteza complexa.
Functiile ¢ si 9 satisfac ecuatiile Cauchy-Riemann:

ax¢ = 5y¢7 ay¢ = —5x¢,

care permit definirea potentialului complex f = f(z) ca functie
doar de coordonata complexa z = x + iy:

f(t,z) = ¢(t,x,y) + itb(t, x, y). (6)
Derivand pe f in raport cu x si y obtinem viteza complexa w:
w = 0,f = 0k + i0x) = —i0yd + 00 = ux — iuy. (M)

Relatiile Cauchy-Riemann garanteaz3 c3 f(t, z) este o functie
olomorfa Tn spatiul complex, cu exceptia punctelor de stagnare,
unde 9,f = w = 0.

Se vede din expresia lui w c&, Tn punctele de stagnare, viteza se
anuleazs. In aceste puncte liniile de curent nu sunt neap3rat
perpendiculare pe cele echipotentiale.

Teorema de unicitate. Unei curgeri 7i corespunde un potential
complex unic.

Principiul solidificarii. Tn cazul miscarilor stationare, liniile de
curent se pot identifica cu linii rigide, permitand studiul curgerii in
prezenta unor corpuri.



111.6. Exemple de curgeri potentiale plane.
[11.6.1. Miscarea de translatie.

> S3 consideram urmatorul potential complex:

f(z) = Upe "z,

unde Up si « sunt constante reale.

> Viteza complexa este:

v

uy = Uy cos o, u, = Ugsina.

w = Uy cosa — ilysin a,

de unde rezulta:

» Liniile de curent corespunzatoare acestei miscari sunt drepte de
panta m = tana.

» Potentialul f(z) = Upe™"®z descrie miscarea de translatie a unui
fluid cu viteza Up orientatd sub unghiul « fatd de axa Ox. Pentru
cazul cand Uy si « depind de t, miscarea este nestationara.



111.6.2.

»

v

Potentialul sursei.
Fie potentialul complex: -
k )
f(z) = Zln(z—zo), (:\ -

cu Zg = xo + ¥ (k, xo Si yo sunt constante reale). £ _
Alegem z — zy = Re'? cu ¢ € [0,27) (determinatia
principald), astfel incat f(z) sd nu fie multiforma.
Potentialul vitezei si functia de curent sunt date de:
k ko
=—InR ==
¢=o_InR, Y=o,

n timp ce viteza este datd de ug = k/27R si u, = 0.
Curbele echipotentiale sunt cercuri centrate pe (xg, yo)-

Liniile de curent sunt radiale dinspre (k > 0) sau nspre (k < 0) z.

Fluxul vitezei printr-o curba echipotentiald R = R este:

2w
fu-nds:R/ dpur = k.
0

Potentialul f(z) = £ In(z — z) descrise o sursa (pozitivi pentru

k > 0 si negativd pentru k < 0) avind intensitatea k.



Potentialul sursei.
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111.6.3.

>

Potentialul vartejului.

Sa considerdam potentialul sursei in cazul k = —iTl:

f(z) = 2L In(z — zg).

T

in acest caz, avem
%) r
= — =——1InR.
¢ o’ ¥ 27 n
Viteza devine: r
urp = 07 U<p = ﬁ

Liniile de curent sunt cercuri centrate pe (xg, ¥o).
Curbele echipotentiale sunt radiale.
Circulatia vitezei printr-o linie de curent R = Ry este:

27
%u-ds:R dou, =T.
0

f(z) = 5= In(z — z0) se numeste potentialul complex al unui

vartej avand intensitatea I si sens trigonometric (I > 0) sau
antitrigonometric (I < 0).



Potentialul vartejului.




111.6.4.

>

Miscarea intr-un unghi diedru.

Sa consideram urmatorul potential complex: p=m/n
f(z) = a(z — 2)",

unde a € R.

Potentialul vitezelor si functia de
curent corespunzatoare sunt:

¢ = aR" cos nyp, 1 = aR" sin nep.

Razele corespunzitoare ¢ = 0 si ¢ = 7/n sunt linii de curent si pot
fi solidificate, astfel obtindndu-se miscarea in unghi diedru.

Viteza devine:
Uy = naR"* cos(n — 1), u, = —naR" sin(n — 1)p.

Pentru n > 1, deschiderea unghiului este < 7, iar u — 0 cand
R — 0.

in vecinitatea varfurilor solide ascutite (n < 1), viteza devine
infinita.



Miscarea intr-un

Unghi diedru.
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111.6.5.

>

>

Curgerea n prezenta unei placi semiinfinite.

Il = _= A/ J— —_—
In cazul n = 1/2,¢av.em f= : wZo C
cu ¢ = avRcos ¥ si ) = avVRsin 5. )

Liniile de curent corespunzatoare ¢ = 0 si ¢ = 27 pot fi solidificate.

Pentru a gdsi ecuatia liniilor de curent, rezolvdm ¢ = aC = const.
Rezulta:
R(1 — cos p) = 2C?

Trecand la coordonate carteziene, obtinem ecuatia unei parabole Tn
jurul axei y = yp, avem:

(y — %0)* =4C%(x — xo + C?),

V| Z a =4 e :i“’j£
teza este datd de uy 3vR C0S 50 Uy = 3R SiN5

» In cazul in care a > 0, u, si u, sunt pozitive deasupra pldcii.

Dedesubtul placii, u, rdmane pozitiv, in timp ce u, Tsi schimba
semnul.

Viteza Tn zy este infinita.



Curgerea in prezenta unei placi semiinfinite.




111.6.6. Curgerea in jurul unui obstacol circular.

> Fie potentialul complex: A
) A F
a
flz)=U (z + Z) v

unde a € R e constant.
» Rezultd potentialul vitezelor si functia de curent:
2

a . a®
qS:URcosgo(l—i-Rz), ¢=URS|n<p<1—R2>.

» Solidificim solutia R? = x2 4 y? = a2 a ecuatiei 1) = 0 si rezult3
curgerea in prezenta unui obstacol circular.
> Viteza este:

2 2
UR:aRQS:UCOSQD(].;;), u@:%zb:us'nw(l+;>

Pentru R = a, ug =0, In timp ce u, =0 cand ¢ = 0 sau p = 7.
A(a, ) (in fata cilindrului) se numeste punct de stagnare.
F(a,0) (in spatele cilindrului) se numeste bord de fugs.

Cand R — o0, u = ai.
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Curgerea n jurul unui obstacol circular.




Probleme

1. Rotatia de corp rigid. Fie un cAmp de viteze u = Q(—yi + xj).
a) S3 se investigheze existenta functiei de curent .
b) S& se investigheze existenta potentialului vitezelor ¢.
2. Expansiunea uniforma. Fie un cAmp de viteze u = O(xi + yj).
a) S3 se investigheze existenta functiei de curent .
b) S3 se investigheze existenta potentialului vitezelor ¢.
3. Demonstrati proprietatile:
a) V- V¢ =0;
b) —Vi x V¢ = u’e,;
o) [Vy]* = Vel
d) V¢ =—e, x V.
4. Miscarea fluidului in interiorul unui unghi drept. S3 se studieze
curgerea corespunzitoare potentialului complex f(z) = az?.
5. S3 se gaseasca campul de viteze pentru:
a) ¥ =A( —y?);
b) &= A( —y2).



Probleme

6. Sa se studieze daca curgerile aferente urmatoarelor potentiale sunt
incompresibile si/sau irotationale:
a) ¥ = A(C +y%);
b) ¢ = A(x* + y?).
7. Potentialul vitezelor pentru o curgere cu doud surse si un put este:

o 2
X*i +y°
b
cu b > a. 53 se afle:

a) Expresia functiei de curent 1), fir§ a calcula pe u.
b) Locatia celor doud puncte de stagnare. [(x,y) = (£a,0)]
c) Ecuatia liniilor de curent.
d) S3 se arate ci x* + y? = a* este linie de curent.[Dacs utilizati ¢ = const,
aritati in prealabil c3 arctan[y/(x — b)] + arctan[y/(x — a?/b)] = arctan(y/x) = ¢]

—In(x +y2)},

o(x,y) = % {In [(X — b)? erz} +1In



