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I11.1. Fluidul perfect.

11.1.1.

>

>
4

Ecuatii constitutive.

Fluidul perfect este caracterizat prin absenta totald a fenomenelor
disipative.

in limbaj matematic, 7; = 0si q =0, al. T; = PJj.

Rata de disipare a energiei cinetice pe unitate de masa se anuleaza:
-1
E=p TUSUiO (1)

Deoarece entropia ramane constanta:

Ds q qQ-VT 1., <
Por = v (T) 2 JrTT.S—O. (2)

curgerea fluidului perfect se desfasoara in conditii izentropice, fiind
deci reversibila.



[11.1.2. Ecuatia Euler. Forma Lamb-Gromeko (Helmholtz).
» Ecuatia Cauchy pentru fluidele perfecte se reduce la ecuatia Euler:
Du
"Dt
» Presupunind c3 fluidul este barotrop [p = p(P)],
functia de presiune:

ap =9 P:/ﬁ.
P P

» Aplicand operatorul V formei integrale, rezultd VP = %VP.

= pf — VP. (3)

! se introduce

» in cazul in care fortele care actioneaza sunt potentiale, f = — V1.
» Tindnd seama de definitia derivatei substantiale, rezulta:

D 1
?;I :8tu+(u~V)u:8tu+§Vu2—2u X w,
unde w = %V X u este vectorul de vorticitate.

» Rezulti forma Lamb-Gromeko (sau Helmholtz) a ecuatiei Euler:

2
atu+V<u2+|'|+73>+2w><u_O. (4)

LExtensia la fluide nebarotrope reprezint3 Ecuatia lui Crocco si-Vazsonyi.



[11.1.3. Aplicatie: Vasul n rotatie uniforma.

» S3 considerdm un lichid barotrop [p = p(p)]
ntr-un vas care se nvarte cu 2 = (0,0, Q).
» Rotatia fiind rigida, avem:

u=Q xx=Q(-y,x,0).

» \Vorticitatea este:

1
w= 3V xu=(0,00)

» in cazul stationar, d;u = 0 iar ec. Euler in forma Lamb-Gromeko
(Helmholtz) devine:

1
v (2R292 +gz+ P) = 2R0%eg,

unde R = xi + yj = Reg.
> inmultind scalar cu k si cu eg, rezulta:

9] _ oP L2
E(gz—i—?)—o, a—R—RQ.
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Solutia ecuatiei cu 0, este:
P(R,z) = Pr(R) — gz.

Din ecuatia cu Jg rezulta:

1

Pr =P+ §R292.

Py se fixeazd definind pe P(R, z) in functie de (R, z) = (0, h):
P(R2) gp 1

P(R,z):/ — = P(R,z) = g(h— z) + ~R?Q°.
P(0,n) P 2

Suprafetele cu z = zg + R?Q?/2g reprezint3 suprafete izobare.
Suprafata lichidului se gaseste acolo unde P(R,z) = 0:
R2Q)?

(R)=z—h= 25




I11.2. Teorema lui Bernoulli.
[11.2.1. Teorema lui Lagrange si Cauchy.

> S3 aplicam rot = Vx formei Lamb-Gromeko a ec. Euler (4):
Oiw + V X (wxu)=0.
» Folosind identitatea:
Vx(wxu)=u-Vw—(w-Vu+w(V-u)—uV- w),
impreun3 cu relatia V- w = V - 2(V x u) = 0, rezult:
%f(w~V)u+w(V~u):0.

» Folosind ec. de continuitate Dp/Dt = —pV - u, si impartind ec. de
mai sus cu p se obtine ecuatia lui Beltrami:

2E)-o o

» Teorema lui Lagrange-Cauchy: Daca curgerea unui fluid perfect,
barotrop, in prezenta unui cdmp conservativ de forte, este
irotationala intr-o configuratie, aceasta va ramaéne irotational3 in
orice configuratie ulterioara.



[11.2.2. Teorema lui Bernoulli pentru curgeri stationare.

» In cazul unei curgeri stationare J;u = 0, forma Lamb-Gromeko a ec.
Euler (4) se reduce la:

2
V<112+|'I+73)+2w><u_0.

» inmultind scalar cu udt = dx [unde x(t) reprezint3 linia de curent
corespunzatoare vitezei u(t)], obtinem:

u2
d<2+|_|+77):0

» Rezultd urmatoarea integrald primad a miscarii:
f-l-/——&-I'I—C[I_] (6)

unde C|[I'] este o constanta care in general depinde de linia de curent
I" pe care se face integrarea.



11.2.3.

>

Teorema lui Bernoulli pentru curgeri irotationale.

In cazul unei curgeri irotationale (w = %V x u = 0), viteza se poate
scrie in functie de potentialul vitezei:

u=Vo.

In acest caz, forma Lamb-Gromeko a ec. Euler (4) se reduce la:

2
v(at¢+"2+n+73>_o

Expresia din interiorul parantezei este deci constanta in intreg
domeniul: 06 1 P
2
— 4+ = — 4+ M= C(t 7
Gt [ San=co. 7

unde C(t) depinde doar de timp.
in cazul curgerilor irotationale stationare, ec. (7) devine:

/7+n_ (8)

unde de data aceasta C nu depinde nici de timp, nici de spatiu
[integrarea nu este restrictionata la linia de curent, ca in ec. (6)].



111.2.4.

>
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Aplicatie: Debimetrul Venturi (Venturimetrul).
Considerdm curgerea orizontald a unui ™ .

lichid, de la stdnga la dreapta, aria !
sectiunii canalului variind de la !
S; (stanga) la S, < Sp (dreapta). 51
intre cele dou3 portiuni ale tubului se
leaga un manometru care inregistreaza
AP indus3 de varierea lui S.

uy !
— S
|

Lichidul este incompresibil (V - u = 0).

Alegem suprafetele S; si S, in zonele unde curgerea este laminar3.
Prin suprafata S, viteza fluidului este u; = wyi.

Prin suprafata S,, viteza fluidului este u; = wsi.

Consideram tubul de curent delimitat de S;, S; si de liniile de curent
din vecindtatea peretilor.

Curgerea fiind stationard, debitul prin S; si S, este acelasi:

/(VU)dX: Q—-—Q1=0=> w5 =vS.
v



» In regiunile de curgere laminara, u = vi iar ec. Euler pentru
componenta verticala arata ca:

Du, _8(P+p|_l) B

"Dt 0z
unde T = gz pentru forta gravitationala.
» Solutia este P(x, z) = P(x,0) — pgz, unde z = 0 corespunde liniei
centrale a canalului.
» Ec. (6) pentru fi aplicatd liniei de curent corespunzatoare lui z = 0:
1 P(x1,0 1 P(x2,0
§V§+M_§V§+M,
» Diferenta de presiune hidrostatica induce in bratele manometrului o
diferenta de nivel (:

0,

P(x1,0) — pgzo + pg¢ = P(x2,0) — pgzo + pL&C,

unde p; este densitatea lichidului din manometru iar z este
coordonata suprafetei coloanei de lichid din bratul drept.
» Cunoscand 51, S, si raportul p;/p, rezulta:

— 2[P(x1,0) — P(x2, 0)] _ 2g¢ pPL
Q_\/ p(85%—57) _\/522—511 (,, 1)' ©)




111.3.1.

>
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Echilibrul hidrostatic.

Pentru cazul cind fluidul este in repaus (u = 0), ec. Euler (3) se
reduce la:

VP = pf. (10)
Cand f = — VT, se poate aplica teorema lui Bernoulli (8) pentru
curgeri stationare si irotationale:
dP
/ — +M=0. (11)
p

in cazul fluidului incompresibil (lichide) sub actiunea greutitii
N = gz, rezultd ecuatia hidrostatica:

P(C) = Patm + ng7 (12)
unde Py, este presiunea atmosferica la suprafata liberd (z = 0) iar
( = —z este Tnaltimea coloanei de lichid.

Pentru gazul ideal (P = pKgT/m) aflat in conditii izoterme in cdmp
gravitational constant I = gz, se obtine profilul barometric:

mgz mgz
P(Z) = IDO exp (— KBgT> s p(Z) = pPo €Xp (— KBgT> .




[11.4. Efectul Coanda.

» Efectul Coanda se referd la aderarea
jeturilor de fluid la suprafetele
cu care acestea intra Tn contact.

» S3 considerdm c3 un jet de lichid de
extensie infinita Tn directia
perpendiculard pe figurd, avind grosimea
d, loveste un cilindru de raza a >> d
sub un unghi de incidenta 6.

» in urma impactului, jetul se desparte in
dou3 fasii de grosime d’ si d”.

» Curgerea fiind ~ izobard, din ecuatia lui Bernoulli rezulta c3 viteza
fasiilor este egald cu viteza v a jetului initial, iar conservarea
debitului implicd d = d’ + d”.

» Pentru conservarea impulsului tangential, dsinf = d’ — d” si deci:

1 1
dl = Ed(l —+ sin 9), d// = Ed(l — sin 9)

» Cele doua fasii se reintalnesc in punctul @, situat diametral opus
fata de punctul de incident3a P, unde jetul initial este recompus, nsa
cu directia modificatd printr-un unghi 26.



Probleme
1. S3 se gdseasca relatia dintre viteza de curgere u si
inaltimea Ah a coloanei de lichid intr-un tub Pitot
scufundat Tntr-o apa curgdatoare. [R: u= /2gAh|

2. S3 se gaseasca relatia dintre viteza de curgere

si Tnaltimea coloanei de lichid Tn tubul Pitot £ g |ha
modificat, reprezentat in figura. ¢ ?B
[Riu=/2g¢(% —1)] oL

3. Fie un rezervor avand Tnaltimea h fata de sol,
umplut cu un lichid perfect incompresibil,
care comunica printr-un canal subteran cu
un orificiu @ aflat la nivelul solului. S3 se
gaseasca ndltimea H la care se ridica Q
jetul de lichid care pardseste Q.

4. S3 se gaseasca variatia presiunii cu Tnaltimea a unui gaz politropic
pentru care P = Ap". Caz particular: n=1,235. Raspuns:

n

n—1 mgh)"1

P="P(1-
0( n KBTO



Probleme

5.

Se consider3 un recipient cu lichid Tn miscare accelerata uniform3 pe
directia orizontal3, a = ai. S3 se gdseasca ecuatia suprafetelor
izobare. [R: ax 4+ gz = const.]

S3 se gaseascd volumul total de lichid din vasul in rotatie.

[R: mR?(h + R?Q?/4g)]
O coloana de apa este astupat3 de un cilindru B de sectiune
Sg = 600 cm? si greutate Gg = 9000 N. Vasul comunic3 cu o alt3
coloand n care nivelul apei este cu h = 16 cm mai sus decat in
coloana B. S3 se calculeze forta cu care un piston A de masa
neglijabil3d actiuneaz3 asupra coloanei A, stiind c3 Sy = 6 cm?.

[R: 89,058 N]

Cunoscand ca diferenta de presiune de o parte si de alta a unui
menisc sferic este 0P = 20 /R, sa se arate c3 Tniltimea la care urc3
lichidul dintr-un rezervor intr-un tub capilar de diametru d este
h =40 cosf/pgd, unde 0 este unghiul de udare.

Cunoscand tensiunea superficiald la T = 20°C a apei distilate,
o=72,9x10"3 N/m, s3 se determine n3ltimea la care aceasta se
ridicd ntr-un tub capilar cu d = 0,6 cm. [R: 5 x 1073 m]



