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[1.1. Teorema lui Helmholtz.

11.1.1.

>
>

Linii de vartej. Suprafete de vartej.

Liniile de vartej sunt liniile de cdmp ale vectorului w = %V X u.

Ecuatiile liniilor de vartej sunt w x dx = 0, adica:

dx dy dz
x_x_= 1)

Wy Wy Wy

In cele ce urmeaza, vom presupune c3 solutia ecuatiilor de mai sus
este unic3, ceea ce implicd ca prin fiecare punct din domeniul de
fluid trece o singura linie de varte;j.

Suprafetele de vartej sunt suprafetele generate de liniile de varte;j.

Fie o curbd C care nu este linie de vartej. Suprafata de vartej care
se sprijind pe C este alcatuita din totalitatea liniilor de vartej care
intersecteaza C.

Notand cu n normala la suprafata de vartej, rezulta:

w-n=0. (2)



11.1.2. Intensitatea tubului de varte;j.

» Suprafata de vartej corespunzdtoare unui contur .
nchis C se numeste tub de vartej.

» Circulatia vitezei pe conturul C se numeste
- - . ~ - /
intensitatea tubului de vartej:

1
szj{u-dx:/ w-dXx.
2 /¢ T(C)

» Pentru obtinerea celei de-a doua
egalit3ti s-a folosit teorema Stokes.

!
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\
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» S3 considerdm doud curbe Tnchise C; si G, pe acest tub de vartej.

» Fie X1 si ¥ doud suprafete interioare tubului care se sprijind pe (i,
respectiv pe G.

» Fie ¥ suprafata tubului cuprinsa intre Cy si G,.

» Reuniunea ¥ = ¥qU X; U X, este o suprafata Tnchisa care
delimiteaza volumul V.



[1.1.3. Teorema Helmholtz

» S3 considerdm integrala de suprafata a lui
w prin X:

fw-dz:/v-wdvzo, T
> v Cl{)Il

\

unde s-a folosit teorema

Gauss-Ostrogradski, precum si

proprietatea V- w =V - (V x u) = 0.
» Deoarece w este Tn fiecare punct tangent la ¥, produsul w-d¥ = 0.

» Integralele lui w pe capacele X si ¥ sunt ~ cu 'y si [a:

fw-dz:/w~d>:+/w.d>::r2—r1:o. (3)
p p) P}

» Teorema Helmholtz: intensitatea tubului de vartej e constanta
de-a lungul acestuia.



11.2. Teorema Kelvin.
11.2.1. Suprafete materiale.

> Fie X(t) o suprafat3 material3 corespunzitoare suprafetei X, la
momentul tg.
» Fie (A1, \2) coordonatele care parametrizeaza suprafata X(t).

» Elementul de suprafata dX; este:

Ox ox
dx, = o < g ——d\1d\s. (4)

> dX(t) se poate lega de dX(tp) prin:

0x; Oxx O0xo OXo,m

d¥i(t) =¢; dA\idA;. 5
() JaXogaXoma)\l (3'/\ ! 2 ()
> in membrul drept se poate face manevra
gijk = sik(0xs/0x0,n)(OX0,n/Ox;) si rezultd:
8X0 n
d¥i(t) = J(t) dX,(to). (6)



11.2.2. Derivata materiala a unei integrale de suprafata.

> Fie ®(Xo, to; t) integrala functiei f[x(xo, t), t] pe suprafata materiald
X (t):
O0xo j
q),'(Zo, to; t) = d):t;,- f[X(XQ, t), t] = dZJJ( ) : f[X(Xo, t), t].
(1) Ox;(t)

o

> La momentul t + §t, ®;(Xo, to; t + t) este:
Ixo
&;(Zo, to; t+0t) = | dE;J(t+6t)——L f  t+0t), t+4t].
(o tot+00) = [ dm,e10) 5 20 latoo, e400) 408

» Avand n vedere c3 x;j(xo, t + dt) = x;j(xo, t) + ui(xo, t)0t + ...,
rezulta:
aXO,j . 8x07j an(t) 8X()j

= = = — aXO’j Oiudt + .. ..
Oxi(t+dt)  Oxk(t) Oxi(t+dt)  Ox(t) Oxk(t)
(7)

> Variatia in timp a functiei ®(Xo, to; t) este:

()]




[1.2.3. Derivata materiala a unui flux.

> Fie fluxul A(Xo, to; t) prin suprafata material3 X(t) a functiei a:

A(Z(),to;t) = / d}.'.t~a.
2(t)

9)
» Derivata material3 a acestui flux se calculeazi Tnlocuind
fd¥X:; — a-dX; in ec. (8):
dA
aA_ / [Dia+(V-ua—(a-V)u-d=..  (10)
dt ¥(t)
» Tn continuare folosim identitatea:
Vx(axu)=(u-V)a—(a-V)u—u(V-a)+a(V-u). (11)

» Rezultd derivata unui flux printr-o suprafatd materiala:

i/ a~dZt:/ [Ora+ (V- -a)u+ V x (axu)]-dx,. (12)
dt Jx) T(¢)



11.2.4. Derivata materiala a unei integrale de linie.

> S3 considerdm o curbd materiald C(t) avand elementul de linie

dx(t) = ‘9’(;(;) ds. (13)

» Elementul de linie dx(t + Jt) se poate scrie:
dx(t + t) = dx(t) + 5t(dx - V)u + O[(6t)?]. (14)

> Derivata temporal3 a integralei de-a lungul curbei materiale C(t) a
unei functii ¢ este:

d
G o= [ @Dotogug. (19
dt Je( 0

» In cazul in care ¢ dx;; — ¢ - dx; avem:
d

o o dxt~¢:/qt) dx; [0rp —u x (V x ¢)+ V(¢ -u)]. (16)



11.2.5. Variatia intensitatii tubului de vartej.
» S3 considerdm derivata materiald a lui [(Xo, to; t):

ar 1 Du
= - dx, - — 17
dt 2}'{% “* Dt (17)

unde s-a tinut cont ¢ (V x u) x u = (u- V)u — IVu? iar
$c dx - Va =0 pentru orice functie a.
» Folosind ecuatia Cauchy Du;/Dt = f; — p~19; Tj; rezult3

dr 1 / 1 1

—_— == (V X f) -dX; — 7% *(8T,)dX e (18)

dt 2 Jxicw) C 2

» S3 considerdm c3 fortele masice sunt conservative (f = —VQ), iar
fluidul este perfect (T; = P§;;) si barotrop (dP = p~dP):

dr 1
—=—= ¢ dP=0. 19
&2 09

» Teorema Kelvin: Intr-un fluid barotrop perfect asupra caruia
actioneaza forte masice f conservative, intensitatea oricarui tub de
vartej ramane constanta in timp:

dr

= =0 (20)



11.3. Curgeri incompresibile.

11.3.1.

|
>

Analogia cu ecuatiile magnetostaticii.

Tntr-un fluid incompresibil, p = const iar V -u = 0.

Ecuatiile V -u=0si %V X u = w sunt analoage ecuatiilor
magnetostaticii:

V.B=0, VxB=ul (21)

Tindnd cont cd u =V x Wg, unde W este potentialul vector al
fluxului volumetric, rezultd ecuatia:

w = %V X (V X ‘UQ) = % [V(V . \VQ) — A\VQ] . (22)

Functia W e specificata pana la divergenta unei functii scalare.
Fara a pierde din generalitate, se poate lua:

V-Wo=0= AW, = —2w. (23)



11.3.2.

>

Formula Biot-Savart.

Pentru rezolvarea ec. (23), se observa c3
1 3
x| = —475°(x — x'), (24)
Functia G(x,x’) = —1/4x|x — x| este functie Green a Laplacianului,
n sensul ca:
AG(x,x') = 53(x — X). (25)
Solutia ec. (23) se obtine sub form3 integrala:
~ 1 w(x’)
Vo=V — dx’' 26
Q o+27r/v|x_x,| x', (26)

unde Wo.; = a; + bjjx; e solutie a ec. Laplace omogend.

Avand cunoscut cdmpul vectorial w(x, t) dat, se obtine echivalentul
formulei Biot-Savart:
(x —x')
u(x,t) =ug + — dx’ 27
() =w+ oo [ SEPETD g )

unde integrarea se face pe tot spatiul ocupat de fluid iar
up,i = (V x Wq); = —ejjkbjk este o vitezd constantd de fundal.



Probleme

1. S3 se arate cd rotorul unui vector u in coordonate cilindrice (R, ¢, z)
este:

B 190u, Ou, Jug  Ou,
VXU_GR(R@@ &)*ev(az aR)

19(Rup) 10ug
ez(R aR _Ra@)' (28)

2. S& se calculeze vorticitatea aferentd rotatiei rigide (u = QRe,,).
3. S3 se calculeze vorticitatea aferentd curgerii cu u = aRze,,.

4. Un fluid incompresibil Newtonian are coeficientul de vascozitate
dinamica p = const.
a) S3 se arate c3 9;7j = pAuy;.
b) S& se arate ci (u- V)u = 2w x u+ Vv’
c) Sisearatecd VX (wxu)=(u-V)w— (w-V)u.
d) Pornind de la ecuatia Cauchy, s3 se obtin3 ecuatia vorticitatii:
Dw

E:(w-v)u—i—%fo—&—yAw. (29)



Probleme

5. Fie un tub de vartej infinitezimal, de Gaussian -
intensitate constant3 I, asezat de-a 08
lungul axei z ntr-un fluid incompresibil
cu extremitatile la z» > z. = 06 4
a) S3 se scrie u sub form3 integral3 ES
considerand up = 0 n ec. (27). < 04
b) S3 se arate cd pentru z; — oo si 02
z1 — —oo avem u, = [/7R;
c) S3 se arate c3 pentru zo — o si 0

o 1 2 3 4
z =2z avem u, = [/27R.

R/c
6. Vartejul Rankine. S3 se rezolve 3V x u = w pentru
un fluid incompresibil cand w e dat prin:
e, [Re, <
, <o
o2’ R<o, 2no? ’
w = Raspuns: u =
le
0, R>o. ¢ R>o
2R

7. Vartejul Gaussian. S3 se studieze curgerea incompresibild
corespunzatoare vectorului vorticitate w = w,k cu:

r —R?/o? o . I —R2/52
we =5 _5e . Raspuns: u, = 7R (1 —e ) .



Probleme

8. Vartejul lui Hill. S3 se gdseascd u n
cazul unei curgeri incompresibile, stnnd

cRw=%

coordonate sferice].

a) Sisescrie 3V xu=wsi 05
V -u =0 1n coordonate sferice.
b) S3 se arate cd u, = f(r) cos@ si
ug = g(r) sin @ satisfac aceste
ecuatii dac g(r) = —20,(fr%).
S3 se gdseascs f(r) pentru r<aalf |
u s3 nu diveargs Tn origine (r = 0)

si u/(r=a)=0.

S3 se gaseascd u, si ug pentru r > a
impunand continuitate in r = a. 2

Raspuns: u, =

Ug

5= sinfle, pentru r < asiw = 0’
cand r > a [(r,0, ) reprezints 1

z/a

0 0.5

(1 —r?/a*)cost,
—229(1 — 33/r%) cos b,

15

—&(1—2r?/a?)sin,

20 (1+ a%/2r%)sin 6,

1 1.5

R/a
r<a,

r>a,

r < a,

r > a.
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