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|.5. Ecuatia de conservare a energiei. Producerea entropiei.
1.5.1. Principiul | al termodinamicii.

> Fie &(ty, Vo; t) energia fluidului cuprins in volumul material V/(t):

2
pu

5(t0,\/0;t):5[+gc, 5,:/ thpe, EC:/ th 7,

V(t) V(t)
unde e este energia interna specifica (pe unitatea de masi), &;
este energia intern3 (m3surd a agitatiei termice) iar £; este energia
cineticd a miscarii macroscopice a fluidului.

» Considerand volumul material V/(t) ca un sistem termodinamic,
variatia energiei acestuia se datoreaza atat factorilor mecanici
(lucrului mecanic al fortelor masice si de suprafatd), ct si fluxurilor
de caldura prin suprafata volumului:

d€&
—:/ dvtpf-u—j{ d):,-T,-juj—yf d=-q, (1)
dt V(1) aVv(t) av(t)

unde n; Tju; reprezintd lucrul mecanic efectuat de fluidul din
interiorul lui V/(t) asupra mediului exterior iar q - n reprezinta fluxul
de caldura ce paraseste volumul V.



|.5.2. Variatia energiei fluidului in volumul material.
» Teorema transportului permite scrierea variatiei energiei sub forma:

/ th[ fou-f— (V- T)- 2)

» Trecind in ec. (1) la integrale pe volum cu ajutorul teoremei
divergentei si egaland cu ec. (2), rezultd ecuatia energiei:

De

T +V.-q+ T (Vu) T (Vu) = T;(0iyj).  (3)
> Notand cu S = 3(0iu; + 8;u;) tensorul vitezelor de deformare si cu
Q; = 1(0ju; — 9ju;) tensorul de vorticitate (vartej, turbion), rezult3

De
P tV.q+ TS =0 (4)

Dt

» Utilizand Tj; = Pdj — 7, rezulta:
De

p 1
7:—*V'U+€*7V'q7 €= <?> <§>7 (5)

1
Dt p p p
unde ¢ reprezinta rata de disipare a energiei cinetice pe unitate
de masa, care corespunde transformarii energiei mecanice in energie
termica prin disipare datorata vascozitatii.



1.5.3. Entropia Gibbs.

» Pentru sistemele termodinamice, este valabila legea fundamentala a
termodinamicii:

de = Tds — Pd (;) : (6)

unde s este entropia specificd (pe unitate de mas3).
» Tindnd cont de ecuatia de continuitate si de ec. (4), rezult3

D -
» Rearanjand, rezulta ecuatia de producere a entropiei:
Ds q q-VT pe
"or =Y (T)_ 7 T (7)

> Variatia entropiei intr-un volum material V/(t) poate fi scrisa:

d
Vo V,
dts(to’ 0; / dV; ps
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1.5.4. Inegalitatea lui Clausius si Duhem.

» Aplicarea principiului al doilea al termodinamicii pentru sistemele
dinamice duce la inegalitatea lui Clausius si Duhem:

ﬂb)—sug>iﬁhm{—<ﬁ;dz.;>} (9)

» Comparind relatia de mai sus cu ec. (8), rezult3 c3 cei doi termeni
din integrala de volum trebuie sa fie nenegativi:

e>0, q-VT<O0. (10)

» Aceste doua inegalitati sunt fundamentale pentru stabilirea relatiilor
constitutive pentru et si q.



|.6. Ecuatii constitutive. Teorema Killing.
1.6.1. Fluidul perfect.

» Fluidul perfect se caracterizeaza prin absenta proceselor disipative,
astfel incat curgerea se efectueaz3 in conditii isentropice (de
entropie constanta).

» Pentru asigurarea conditiei dS/dt = 0, se utilizeaz3
Tj = 07 q = 07 (11)
unde 7; = 0 implica ¢ = 0.
> in acest caz, ec. Cauchy si ec. energiei (4) devin

Du De
Pu_fowp, 2 P(Vou)= 12
ppe = PF=VP. pp +P(V-u)=0, (12)

in timp ce ec. (8) implicd Ds/Dt = 0.



[.6.2. Fluidul Newtonian.

0 se asigura

all
n cnI
IV

- - 1
T = 2uS5 (v Sukdiy S = 55— 3055 Sk = V-1, (13)

unde S;; e partea fard urmd a lui Sj; p e coeficientul de vascozitate
dinamica (primul coef. de vasc.); iar p, e coeficientul de vascozitate
volumetricd (dilatationald; al doilea coef. de vasc.); explicit:

1

Tij = W (8,‘Uj+8jUi — 3

05V - u) + u o5V - u. (14)

» lpoteza lui Stokes (valid3 pentru curgeri subsonice): u, = 0.

> = 2V§jj§jj + 1, (V -u)? >0, unde v = pu/p si v, = p,/p sunt
coef. de vascozitate cinematici.

> Ec. Navier-Stokes se obtin inlocuind 7;; (13) in ec. Cauchy.

» In cazul cadnd p si p, sunt constanti, ec. Navier-Stokes se reduc la:

D 1
pﬁltl =pf —VP+ (3M+Mv) V(V -u) + pAu. (15)



1.6.3. Legea lui Fourier.

>

>

Pentru satisfacerea celei de-a doua relatii din ec. (10), fluxul de
caldura poate fi scris folosind legea lui Fourier:

q=—-kVT,
unde k este coeficientul de conductivitate termica.
Ecuatia energiei (4) devine:

De

Php =V (5VT) = [P (V- w)] (V- u) +2u5;5;.

Ecuatia entropiei (8) devine:
Ds ) -~
pTHt =V - (kVT)+ pu(V -u)* +2uS;Sjy,

unde S; = S — %5ij5kk este partea fard urma a lui Sj.

In calcule este folositoare identitatea:

1
25;S; = EAu2 —u-Au+ V- [(u-V)u] = (u-V)(V-u).

(16)

(17)

(18)

(19)



|.6.4. Tensorul vitezelor de deformare si tensorul vartej.

>

>

>

z

Fie punctele materiale M si N curgénd N(t+ dt)
de-a lungul liniilor de curent. M(t + 6t) ;
La momentul t, vectorii de pozitie T ox(t + 6t),’/

ai lui M si N sunt xp(t) si xp(t)

La un moment t + t, avem: [I//
N(t)

xm(t + 8t) =xum(t) + u(xy)st, Mm(t)  Ox(t)
xn(t 4 0t) =xp(t) + u(xpy)dt.

y

Distanta dx = xy — xys devine:

Ix(t+0t) = ox(t)+(uy—up)dt.

X

Dezvoltand in serie Taylor dx(t + 0t) n jurul lui §t = 0 si pe u(xp)

in jurul lui 6x = 0, rezulta:

%5&. — 5xi0hu; = (S — ), (20)



1.6.5. Semnificatia fizicd a componentelor lui Sj;.
» Tnmultind ec. (20) cu éx; rezult3:

%%&2 = 0x;5j0x;. (21)

> Fie n = 0x/ds versorul vectorului 6x de modul ds. Imp3rtind ec.
(21) cu (0s)? rezults:
1d
A(n) = gaés = n;S;n;. (22)
» Alegdnd n = (1,0,0), rezultd c3 Sy; reprezint3 viteza deformatiei
unui segment orientat de-a lungul axei x;
» Elucidam semnificatia elementele nediagonale derivand relatia:

051055 cos B = xy - X,

unde 6 reprezintd unghiul dintre doi vectori infinitezimali dx; si dx».
> Folosind ec. (20) impreund cu (22) rezults:

[A(n1) + A(n2)] cos@ — Osin@ = 2ny ;S;ny .

> Alegand n; = (0,1,0) si np = (0,0,1), primul termen se anuleazd
(0 = %) si rezultd: 25,3 = —0. Cu alte cuvinte, 2553 dd viteza de
descrestere a unghiului dintre directiile y si z.



1.6.7. Distributia de viteze pentru S; = 0.

» Tensorul vitezelor de deformare se anuleaza cand este satisfacuta
ecuatia Killing:

8ju,- + 8,'Uj =0. (23)
» Derivand Tn raport cu xi rezulta:

8j2ku,- + 8,-2,(uj =0.
» Permutand indicii (i,/, k) = (j, k,i) — (k,i,j) rezulta:

8,%in + 8j2;uk = 0, 85-Uk + 3,%ju,- =0.
» Folosind aceste ecuatii, rezulta 8,-2juk = 0, avand solutia generala:
up = ai(t) — Qi (t)x;,

unde a; si Q; = 3(8;u; — d;u;) depind doar de timp.
» Utilizadnd relatiile w; = %5,-];((2]-;( si Qi = exjjwi dintre vorticitate
w = %V X u si tensorul vartej, se obtine

u=up+wx(x—xg), ug=a+w X Xg. (24)

» Teorema Killing. Conditia necesara si suficientd ca miscarea unui
mediu continuu s3 fie aceea de corp rigid este ca tensorul Sj; sa se
anuleze peste tot Tn domeniul de fluid.



|.7. Sisteme de coordonate necarteziene.
[.7.1. Coordonate cilindrice.

» Relatiile dintre coordonatele cilindrice (R, ¢, z) si cele carteziene

(x,y,2z) sunt:
x =R cos ¢, R =v/x2+ y?,
y =Rsin g, © =arctan Y
X

» Versorii corespunzatori sistemului de coordonate cilindrice sunt:
er =icosp +jsiny, e, = —isinp + jcos .
» Componentele vectorului vitezd u = uger + u e, + u;k sunt:
UR = Uy COS  + Uy, Sin ¢, Uy, = —Ux Sin @ + Uy, COS .

» Operatorul nabla are forma:
1
V =egrOr + ﬁecp&p + kO,. (25)

» Divergenta lui u si gradientul dup3 u se calculeaza folosind relatiile:

_ 10(Rug) | 10u, Ou, N u, OY O

VU=Z270R TRap oz (WY trgpT

RORT R oo 0z



Tensorul vitezelor de deformare.

» Componentele tensorului vitezelor de deformare se obtin folosind
notatia:
S = (e, ®ep)Sap = (&7 ® €5)Sy,
unde e; (i € {x,y,z}) sunt versorii cartezieni iar e, (a € {R, p,z})
sunt versorii coordonatelor cilindrice.

> Se obtin urmatoarele componente:

_ Our _ 10w ur o Ol
T OR’ T Rop R’ #7097’
S — :1<5’U«> 1%?)_%
? TR\ 0R "R Op ) 2R

B 1 (0ug  Ou, B 1 (0u,  Ou,
SRZ_ZR_2<3Z+8R>’ 5“’2_5”_2<az+a<p>‘

Srr

» Operatorul Laplacian aplicat pe 9 este:

Ap_ L0 (Raw) 1y 0%

rRorR\"or) T Ro2 T 022



Ecuatiile Navier-Stokes.

> incepem cu ecuatia de continuitate:

Op | 1 0(pRur) . 1 0(pup) | Opuz) _
ot R OR R Od¢ 0z '
P Pentru ecuatiile Navier-Stokes, Laplacianul lui u se obtine dupd cum urmeazi:

Au = (V - V)(use;) = e;Au, + u,Ae, + 2[(Vu,) - Ve,.

P In cazul cind p si p, sunt constanti, rezultd urm3toarele relatii:

.
dug I o 1

- v — 22 —pfr— — |P— (= L)V
p|:8t (- Vug = - | =pfi 6R[ (3“ ”) "}

ugr 2 Ju,
Dug — =~ =2 )
+u( UR = 3 T Rz ag@)

Ou, uRuSp_ 1 0 1
Y —pfy—=— |P— (= V) v
p[at (U Vup + —4 | =%~ R s FhTH u

u 2 Oug
+/L(AU¢—£+E£>7

Ou, | 1%} 1
p [ ot +(u-V)uz_ =pf, — a2 [P— (5#""/@) V-u] + pAu,.




|.7.2. Coordonate sferice.

» Coordonatelor sferice (r, 8, ), introduse prin x = rsin 0 cos ¢, y = rsin 0 sin ¢ si
z = rcos 8, le corespund urm3torii versori:

e, =isinf cos ¢ + jsin O sin p + kcos 0,
eg =icos 6§ cos ¢ + jcosOsinp — ksin 6,
e, = —isinp + jcosp,
relatiile putand fi inversate dupa cum urmeazs:
i =e, sin 0 cos ¢ + eg cos  cos p — e, sin @,
j =e, sin O'sin ¢ + eg cos O sin p + e, cos @,

k —=e, cos O — ep sin 6.

P Sunt utile si urm3toarele relatii:

or . or . . or
I =sin 6 cos ¢, 87y =sin@sin ¢, B2 =cos ¥,
90  cos 0 cos p 00  cosBsinp 00  sing
ax r ay  r oz r
ai__ sin ai_coscp %_0
Ox rsinf’ dy rsinf’ 8z
P Derivatele versorilor se pot obtine dupd cum urmeaz3:
de, Oeg Oe, . Oeg
= eg, — = —e,, — =e,sinb, —— = —e, cos 0,
00 o0 Op Op
e,

= —e,sinf — ey cos 6.

O



Tensorul vitezelor de deformare.

P> Avem urmitoarele relatii:

s du, _ 1 dug uy

rr

s 1 Ouy, n u, n cot O
B ~ aa ) = B - - ug,
or 00 r 00 r e rsinf Oy r r

r o (ug 1 Ou,
5’9’59”55(7)+589’
10

;
(ruy) n 1 du

Srp = Syr = )
i ® 2r O¢ 2rsin@ Op
1 ou, 1 Ouyg
Sop =S, = — | —2 + — — —cotf
B0 =00 = 3, < 20 " sino op ° ”9)
P Operatorul nabla este:
o 1 0 1 1o}
V=e_—+-

or reG%ersinGe@%'

> Divergenta vitezei este:

10

B 5 1 9,
V- -u= I (r u,) + mﬁ(mnOug)«k

1 Ou,
rsinf dp

P Operatorul Laplacian aplicat pe v se scrie:

10 (,0¢ 1 9 (. oy 1 %y
Ay = — — - — 06— —. 26
Y=y (' ar> * sing 06 (S'" ao) t 0 9p2 (26)




Ecuatiile Navier-Stokes.

» Ecuatia de continuitate:

op 1 0 2 1 9 1 9(puy,)
— 4+ == (pru ——— —(psinbu =
81:_'—r2 or (p r)+rsin9 39(p 9)+rsin0 O
P Ecuatiile Navier-Stokes pentru coeficienti de vascozitate p si p, constanti sunt:

au, 2 dd] P 1
Vuy — — — — | =pf, — — |P— | = v V-
p|:6t +(u Ju r r P or 3,u+,u "
2 2 0 in6 2 0
+up | Aur— - - (uosinf) _ - e )
r? r2sin 6 a0 r2sinf A¢
Aug b V) + uug  cot® 5] p 10 p 1 N v
Zhe V) - 40 Al o=pfy — == N . .
ot " 0 r r 7] Ple = a0 Elal "
ug 2 du, 2cot§ Ou,
Aup — —2 _ + = _ e
+M( YT 2einze T 2 B0 r2sinf dp )’
Au, uru,  cotf T 1 8 1
v =pf, — Z|p- (= )V
p|:8t +u Jue + r + ueu¢_ Ple rsin@ Op 3,u+u "
n Au + 2 ou, n 2cotf Oug uy,
u —_— — - .
" ? 1 r2sing dp | r2sin® dp r2sin2 0

> Ecuatia energiei devine (e = 3Kp T pentru gaze ideale):

2
P [%-&-(U‘V)e] =V . (kVT)— [P+ (EM_MV> V‘u:| V -u+2uS5Sap-



Probleme

1.

Pornind de la legea lui Fourier (16), s3 se arate c3 unitatea de m3surd
pentru conductivitatea termic3 este [k]st = W/m - K.

. Un gaz ideal este supus unei miscari de rotatie rigidd cu viteza unghiulara

Q in jurul axei z, in conditii izoterme. S3 se g3seasc3 presiunea P(R). in
cazul cdnd miscarea gazului este antrenatd de un perete cilindric de raz3
Ro = 10 cm iar presiunea gazului este P(R = 0) = 1 atm, s3 se g3seasc3
valoarea lui Q astfel incat P(Ro) = 2 atm, stiind cd T = 295 K si

v =29 g/mol. [R: 3400 rad/s]

. Pornind de la relatia Euler, ps = (pe + P — un)/ T, unde p e potentialul

chimic si n = p/m e densitatea de particule, si folosind relatiile
termodinamice
(22 = ps (6/’) .
oT/, ’ ow), 7
s3 se arate c3 ec. (12) se reduce la pTDs/Dt = 0.

. S3 se arate c3a pentru fluidul Newtonian, rata disiparii energiei cinetice ¢

(5) este:

=l IS, 5%k )
+ (Sxx - Syy)2 + (Sxx - 522)2 + (Sy - 522)2] 2 0 (27)

. S& se demonstreze identitatea (19).



Probleme

6. Curgerea Couette. Fie o curgere .
intre doua placi plan-paralele de i_} L7 [Uw
extensie infinit3, perpendiculare £ X ,/T/
pe axa x, situate la xq; = L/2, -f------- /Z:” —---L
respectiv la xgt = —L/2. Placile l///
sunt mentinute la T =T, e
si se misc3 de-a lungul axei y

Uy -

cu u,, = (0, uy, 0), respectiv —u,,.
Presupunand ca fluidul nu aluneca la perete, sa se studieze curgerea
n stare stationard. Coeficientii de transport p si x se considera

constanti.

a) Folosind ecuatia de continuitate, s3 se arate c3 ux = 0.

b) S3 se arate cd V -u =0.

c) S3 se arate c3 (u- V)® = 0 pentru orice functie ® care
caracterizeaz3 curgerea.

d) Arstati folosind ecuatiile Navier-Stokes ¢ P = const si
uy = 2uwx/L.

e) Aritati c3 2S;S; = 402 /L?

- e sy Apus?,
f) Pornind de la ec. energiei, ardtati cd g« = 5
g) Folosind legea lui Fourier, ardtati c3 T(x) e parabolic si g3siti

Tcentru-



Probleme

7. Curgerea Couette: Regimul liniar!
Presupunem ca viteza peretilor, u,,,
este foarte mic3. in acest caz, 05 |
p = po(1+dp) si dp are acelasi :
ordin de marime ca si uy,. 0
a) Neglijand termenii neliniari, s 0 0 ——
s3 se arate c¢d U = u,/u,, satisface: ; 1=0.001 - ----
Wy o0 R
or 12 9s2’ T= tror =01 —-—
=%, A
L 05 025 0 025 05

~ S
b) In regimul stationar, s3 se arate c3 solutia este Us, = 2s.
c) Scriind U = U + U, sd se arate ¢ U(T > 0,+1/2) = 0.
d) S& se arate c3 in general U(7,s) admite dezvoltarea:

U(r,s) = Z U(r)sin(2mks),  U(t) = Ukoe ™7,  (28)

unde A\ = 47%k? atunci cand trer = L?/v.
~ 2
e) Presupunand ci U(0,s) = 0, s3 se arate c3 Uko = —(—1)*.

f) S& se reprezinte solutia pentru 7 € {0,0.001,:0.005;0.02;0.1, c0}.



Probleme

8. Curge_rea Ponseqllle c:rculinra. W R ) N
Un fluid curge printr-o teava R —_—
cilindrica de razda R,, de extensie L —_— -
infinits. Se considerd conditii ® —
izoterme cu T = T,, pe intreg — -

domeniul. Asupra fluidului

actioneaza o fortd constanta f = ak de-a lungul tevii. Presupunand

ca fluidul nu alunec3 la perete, s3 se studieze curgerea in stare
stationara, considerdnd p si k constante.

a)
b)

Folosind ecuatia de continuitate, sa se deduca ca ug = 0.
Sdsearateca V-u=0.

S3 se arate c3 (u- V)® = 0 pentru orice ¢ care caracterizeazd
curgerea.

Pornind de la ec. N-S pentru componenta ¢, sa se arate cad u, = 0.

Folosind ec. N-S pentru ug, sa se arate c3 P e constant in tot
canalul.
S3 se deduca din ec. N-S pentru z ca:

2 2
uz:paRW l—R— .
4 R?,

S3 se calculeze debitul Q prin canal.




Probleme

9. Curgerea Couette circulara. Curgerea unui
fluid este antrenat3 de doi cilindri
concentrici de raze Ry < Ry, la temp.
egale T,,. Cei doi cilindri au ; < Q.
Presupunand c3 fluidul nu aluneca la
perete, sa se studieze curgerea in
stare stationara, considerand u si k
constante.

a) S§ se arate c3 u, = AR+ BR™*
si s3 se determine A si B.
b) Aratati c3 in cazul R, — 0o si 2 =0
avem u, = Q1R}/R.
c) Ar3tati cd in cazul Ry — 0 si Q1 =0 avem u, = LR,
d) Pornind de la ecuatia energiei, aratati c3:

92

p(Q—M)? [RTP—R™2  In(R/R1)
T(Ry=T,+ 5 -
(R) KR7?P— R, |R7?—R;?>  In(R/R1)




Probleme

10. Transferul termic. intre doi cilindri

concentrici de raze R; < R» n repaus,
la temp. Ty si Ty, se gaseste un gaz
ideal avand coeficientii i si k constanti.
Presupunand ca la pereti saltul
de temperaturd e nul, s3 se studieze '?2 \
curgerea in stare stationara.

a) S& se arate cd u = 0.

b) S& se arate c3 profilul temperaturii

este dat de:

In(R/Ry)

T(R)=T1i+(T>— Tl)m.

c) Sa se gdseasca fluxul de caldurs.
d) S3 se arate c3 rata W de extragere a energiei prin suprafata
exterioara pe unitate dz de lungime a cilindrului este:

27‘(‘,‘1( Tz — Tl)

aw = In(R2/Ry)

dz. (29)



