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Capitolul I. Ecuat, iile mediului fluid
▶ I.1. Fluidele ca medii continue.
▶ I.2. Reperul Eulerian s, i reperul Lagrangian.
▶ I.3. Ecuat, ia de continuitate.
▶ I.4. Ecuat, ia Cauchy.
▶ I.5. Ecuat, ia de conservare a energiei. Producerea entropiei.
▶ I.6. Ecuat, ii constitutive. Teorema Killing.
▶ I.7. Sisteme de coordoante necarteziene.



I.4. Ecuat, ia Cauchy.
I.4.1. Principiul de variat, ie a impulsului.

▶ Fie P(V0, t0; t) impulsul total al fluidului cont, inut ı̂ntr-un volum
material V (t) de fluid:

P(V0, t0; t) =
∫

V (t)
dVt ρu. (1)

▶ Postulam că variat, ia temporală a lui P este egală cu rezultanta
fort, elor aplicate asupra fluidului din V (t) (fort, e masice f s, i de
suprafat, ă).

▶ Principiul lui Cauchy. Act, iunea fluidului din exteriorul volumului
V (t) asupra fluidului din interiorul volumului V (t) este echivalentă
cu act, iunea unei distribut, ii continue de fort, e de tensiune t(t, x, n) pe
∂V (t).

▶ Variat, ia temporală a lui P(V0, t0; t) e dată de
dP
dt =

∫
V (t)

dVt ρf +
∮

∂V (t)
dS t(t, x, n), (2)

unde n reprezintă normala exterioară la ∂V (t) ı̂n punctul x.
▶ Postulatul lui Cauchy. Tensiunea t(t, x, n) ı̂n x este aceeas, i pentru

toate suprafet, ele ∂V (t) care ı̂n x au normala n.



I.4.2. Ec. transportului pentru impuls s, i moment cinetic.

▶ Folosind teorema transportului, ec. (2) devine:∫
V (t)

dVt

(
ρ

Du
Dt − ρf

)
=

∮
∂V (t)

dS t(t, x, n), (3)

unde s-a folosit ecuat, ia de continuitate pentru eliminarea lui ∂tρ.
▶ Postulând ı̂n mod similar că variat, ia temporală a momentului cinetic

K(t0, V0; t) aferent fluidului din volumul V (t) este dat de momentul
rezultantei fort, elor care act, ionează asupra acestuia, rezultă:

dK
dt = d

dt

∫
V (t)

dVt x × ρu =
∫

V (t)
dVt x × ρf +

∮
∂V (t)

dS x × t(x, n).

(4)
▶ Aplicând teorema transportului asupra membrului stâng se obt, ine:∫

V (t)
dVt x ×

(
ρ

Du
Dt − ρf

)
=

∮
∂V (t)

dS x × t(x, n). (5)



1.4.3. Lema lui Cauchy.
▶ În interiorul volumului V (t), considerăm o suprafat, ă materială Σ(t)

care se sprijină pe curba materială Γ(t) ∈ ∂V (t) s, i scriem
V (t) = V+(t) + V−(t), unde V+(t) s, i V−(t) reprezintă volumele
delimitate de ∂V (t) s, i Σ(t).

▶ Aplicând principiul lui Cauchy, rezultă că fort, a pe ∂V (t) este suma
dintre fort, ele pe V+(t) s, i V−(t):∮

∂V (t)
dS t(x, n) =

∮
∂V+(t)

dS t(x, n+) +
∮

∂V−(t)
dS t(x, n−). (6)

▶ Diferent, a ı̂ntre membrul stâng s, i membrul drept este dată de
integrala pe Σ(t), t, inând cont că ı̂n integrala pe ∂V+, normala
n+ ≡ n este orientată spre V+ iar pentru integrala pe ∂V− avem
n− = −n+ ≡ −n:∫

Σ(t)
dS [t(x, n) + t(x, −n)] = 0. (7)

▶ T, inând cont că atât volumul V (t), cât s, i suprafat, a Σ(t), sunt
arbitrare, rezultă expresia matematică a Lemei lui Cauchy:

t(x, n) = −t(x, −n). (8)



1.4.4. Tensorul tensiunilor.
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▶ Fie P(t) ∈ ∂V (t) fixat.
▶ În funct, ie de V (t), putem obt, ine

suprafet, e ∂V (t) având
normale n ı̂n P de
orice orientare.

▶ Considerăm un tetraedru
rectangular cu vârful ı̂n
P(t), având laturile egale
cu δs, paralele cu axele
de coordonate.

▶ În limita δs → 0,
ec. (3) devine:

1
6δs3ρ

(
Du
Dt − f

)
= 1

2δs2
[
t(−i) + t(−j) + t(−k) + t(n)

√
3
]

.

▶ Având ı̂n vedere că n = 1√
3 (i + j + k), rezultă că t(n) poate fi scris

cu ajutorul unui tensor Tij , numit tensorul tensiunilor:
ti(n) = −Tijnj , Tij = −ti(ej). (9)

▶ Ec. (9) reprezintă expresia matematică a teoremei lui Cauchy.



1.4.5. Simetria tensorului tensiunilor.
▶ Înlocuind ec. (9) ı̂n ec. (3) s, i (5) s, i folosind teorema divergent, ei,

rezultă: ∫
V (t)

dVt

(
ρ

Dui
Dt − ρfi + ∂jTij

)
=0,∫

V (t)
dVtεijkxj

(
ρ

Duk
Dt − ρfk + ∂ℓTkℓ

)
=

∫
V (t)

dVt εijkTkj . (10)

▶ Forma locală a primei relat, ii de mai sus poartă numele de ecuat, ia
lui Cauchy:

ρ
Dui
Dt = ρfi − ∂jTij . (11)

▶ Înlocuind ec. (11) ı̂n a doua relat, ie, se observă că εijkTjk = 0 ⇒ Tij
este un tensor simetric:

Tij = Tji . (12)
▶ Tensorul tensiunilor este a priori necunoscut, el fiind specificat pe

considerente termodinamice prin ecuat, ii constitutive (fluid perfect,
fluid Newtonian, etc). În general, Tij poate fi separat ı̂n

Tij = Pδij − τij , (13)
unde τij reprezintă tensiunile vâscoase.



I.4.6. Ecuat, ii constitutive.
▶ Fluidul perfect e caracterizat prin absent,a proceselor disipative:

τij = 0⇒ ρ
Du
Dt = ρf −∇P. (14)

▶ În cazul fluidului Newtonian, ←→τ depinde liniar de
←→
S :

τij = 2µSij +
(

µv −
2
D µ

)
Skkδij

= µ
(

∂iuj + ∂jui −
2
D ∇ · uδij

)
+ µv (∇ · u)δij , (15)

unde D = 3 este dimensiunea spat, iului.
▶ Coeficient, ii de vâscozitate dinamică s, i volumetrică (dilatat, ională), µ

respectiv µv , nu depind de componentele lui Sij .
▶ Rezultă ecuat, iile Navier-Stokes:

ρ
Dui

Dt = ρfi − ∂iP + ∂j

[
µ

(
∂iuj + ∂jui −

2
3∇ · uδij

)
+ µv (∇ · u)δij

]
.

▶ În cazul când µ s, i µv sunt constante, rezultă

ρ
Du
Dt = ρf −∇P +

(1
3µ + µv

)
∇(∇ · u) + µ∆u. (16)

▶ Ipoteza lui Stokes (validă pentru curgeri subsonice): µv = 0.



Probleme

1. Să se arate că ecuat, ia Cauchy pentru un fluid unidimensional
(D = 1) Newtonian având vâscozitatea volumetrică µv = 0 este:

ρDtux = ρfx − ∂x P.

2. Să se arate că unitatea de măsură pentru vâscozitatea dinamică este
[µ]SI = Pa · s.

3. Să se demonstreze teorema lui Cauchy considerând un tetraedru
având laturile inegale a1δs, a2δs s, i a3δs.



Probleme
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4. Atenuarea undelor de forfecare.
Un fluid omogen după direct, iile
y s, i z are viteza u = uy (t, x)j
s, i temperatura constantă T0.

a) Să se arate că ρ = const
satisface ec. de continuitate.

b) Să se arate că
∂tuy = ν∂2

x uy , unde
ν = µ/ρ este coeficientul de
vâscozitatea cinematică,
considerat constant.

c) Pentru cazul uy (t, x) = Uy (t) cos kx ,
să se găsească Uy (t).

d) Pornind de la descompunerea Fourier

uy (t, x) =
∫ ∞

−∞

dk
2π

ûy (t, k)e ikx , ûy (t, k) =
∫ ∞

−∞
dx uy (t, x)e−ikx ,

să se arate că ûy (t, k) = ûy (0, k)e−νk2t .



Probleme

4. Atenuarea undelor de forfecare (continuare).
e) La momentul init, ial, viteza are următoarea configurat, ie:

uy (0, x) = Q
L
√

2π
exp

[
− x2

2L2

]
, (17)

unde Q e debitul redus total pe unitate de lungime pe axa z iar L e
dispersia distribut, iei. Să se arate că uy (t, x) este

uy (t, x) = Q
L
√

2π

(
1 + 2νt

L2

)−1/2
exp

(
− x2

2L2 + 4νt

)
. (18)

f) Pornind de la ec. (18), să se arate că Q(t) =
∫ ∞

−∞ dx uy (t, x) = Q.
g) Să se găsească valorile t2, t3 s, i t4 ale lui t când uy (t, 0) ı̂s, i reduce

valoarea de 2, 3, respectiv 4 ori.
h) Să se reprezinte uy (t, x)/uy (0, 0) pe intervalul x ∈ [−5L, 5L] pentru

t ∈ {0, t2, t3, t4} [vezi figura].



Probleme
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f5. Curgerea Poiseuille. Fie o curgere
antrenată de o fort, ă constantă f =
(0, a, 0) ı̂ntre două plăci
plan-paralele infinite, cu T = Tw ,
perpendiculare pe axa x , situate ı̂n
repaus la xdr = L/2 s, i xst = −L/2.
Presupunând că fluidul nu alunecă la
perete, să se studieze curgerea ı̂n stare stat, ionară. Se consideră
µ = const s, i se presupune că curgerea este omogenă după direct, iile
y s, i z , s, i are loc ı̂n condit, ii izoterme.

a) Folosind ecuat, ia de continuitate, să se arate că
ux = ∇ · u = (u ·∇)Φ = 0 pentru orice funct, ie Φ care caracterizează
curgerea.

b) Arătat, i folosind ecuat, iile Navier-Stokes că P = const.

c) Folosind ec. N-S pentru uy , arătat, i că uy = aL2

8ν

(
1− 4x2

L2

)
, unde

ν = µ/ρ este coeficientul de vâscozitate cinematică.

d) Să se găsească debitul masic redus ṁ =
∫ L/2

−L/2
dx ρ uy prin canal pe

unitatea de lungime de-a lungul axei z. [R: ṁ = ρaL3/12ν]


