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Capitolul I. Ecuatiile mediului fluid
» [.1. Fluidele ca medii continue.
I.2. Reperul Eulerian si reperul Lagrangian.
[.3. Ecuatia de continuitate.
I.4. Ecuatia Cauchy.
I.5. Ecuatia de conservare a energiei. Producerea entropiei.

[.6. Ecuatii constitutive. Teorema Killing.
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|.7. Sisteme de coordoante necarteziene.



|.4. Ecuatia Cauchy.

|.4.1. Principiul de variatie a impulsului.
» Fie P(Vo, to; t) impulsul total al fluidului continut Tntr-un volum
material V(t) de fluid:

P(Vo, to: t) = / dVi pu. (1)
v(t)

» Postulam ca variatia temporala a lui P este egald cu rezultanta
fortelor aplicate asupra fluidului din V/(t) (forte masice f si de
suprafata).

» Principiul lui Cauchy. Actiunea fluidului din exteriorul volumului
V/(t) asupra fluidului din interiorul volumului V/(t) este echivalentd
cu actiunea unei distributii continue de forte de tensiune t(t, x,n) pe

oV(t).
» Variatia temporal3 a lui P(Vo, to; t) e data de
dP
— = / dV; pf +% dSt(t,x,n), (2)
dt V(1) av(t)

unde n reprezintd normala exterioard la 9V/(t) in punctul x.
» Postulatul lui Cauchy. Tensiunea t(t,x,n) in x este aceeasi pentru
toate suprafetele OV/(t) care in x au normala n,



|.4.2. Ec. transportului pentru impuls si moment cinetic.

» Folosind teorema transportului, ec. (2) devine:

D
[ v (le; - pf) — ¢ dst(exn) 3)
V(t) oVv(t)

unde s-a folosit ecuatia de continuitate pentru eliminarea lui 0;p.

» Postuland Tn mod similar ca variatia temporald a momentului cinetic
K(to, Vo; t) aferent fluidului din volumul V/(t) este dat de momentul
rezultantei fortelor care actioneaza asupra acestuia, rezulta:

dK  d

— = — thxxpu:/ thxxpf—i—j{ dS x x t(x, n).
dt dt [y V(t) V(1)

(4)

» Aplicand teorema transportului asupra membrului stang se obtine:

Du

dVix x <p - pf) = ]{ dS x x t(x,n). (5)
V(t) Dt av(t)



1.4.3.

>

Lema lui Cauchy.

in interiorul volumului V/(t), considerSm o suprafat3 material3 ¥(t)
care se sprijind pe curba materiald I'(t) € OV/(t) si scriem

V(t) = V4(t) + V_(t), unde Vi (t) si V_(t) reprezintd volumele
delimitate de OV/(t) si X(t).

Aplicand principiul lui Cauchy, rezult3 c3 forta pe 9V/(t) este suma
dintre fortele pe V. (t) si V_(t):

f d5t(x,n):7§ d5t(x,n+)+]f dSt(x,n_). (6)
oV(t) OVi(t) oV_(t)

Diferenta intre membrul stdng si membrul drept este data de
integrala pe ¥(t), tindnd cont c3 in integrala pe OV, normala
n, = n este orientat3 spre V/ iar pentru integrala pe 9V_ avem
n_—-n,=-n:

/z STt £t -] <o (7)

Tinind cont c3 atit volumul V/(t), cit si suprafata X(t), sunt
arbitrare, rezultd expresia matematica a Lemei lui Cauchy:

t(x,n) = —t(x, —n). (8)



1.4.4.

2
>

Tensorul tensiunilor.

Fie P(t) € OV/(t) fixat.
in functie de V(t), putem obtine
suprafete OV/(t) avand
normale n in P de

orice orientare.

Consideram un tetraedru n,
rectangular cu varful in oo
P(t), avand laturile egale
cu ds, paralele cu axele
de coordonate.

t(ny)

in limita 6s — 0, !

. (3) devine: I
ec ](- ) eV'nDe xl ns t(n3)

u
—63p( —— —f ) = Z6s° [t(—i) +t(—j) + t(—k) +t(n)\/§] .
6 Dt 2
Avand Tn vedere c3 n = %(l +j+ k), rezultd c& t(n) poate fi scris
cu ajutorul unui tensor Ty, numit tensorul tensiunilor:
ti(n) = —Tynj, Ty = —ti(e)). (9)

Ec. (9) reprezint3 expresia matematicd a teoremei lui Cauchy.



1.4.5. Simetria tensorului tensiunilor.
> Tnlocuind ec. (9) in ec. (3) si (5) si folosind teorema divergentei,

rezulta:
Du;
av, (p’ it a-T,--) o,
[/(t) t Dt J

Du
/ the,-ijj <thk - pfk + 3[ Tkg> :/ th Eijk Tkj. (10)
V(t) V(1)

» Forma local3d a primei relatii de mai sus poarta numele de ecuatia
lui Cauchy:
DU,‘
— =pfi—0;T}. 11
P Dt Pri i 1ij ( )
» Inlocuind ec. (11) in a doua relatie, se observa cd cju Ty = 0= Tj
este un tensor simetric:
Ty = Tji. (12)
» Tensorul tensiunilor este a priori necunoscut, el fiind specificat pe
considerente termodinamice prin ecuatii constitutive (fluid perfect,
fluid Newtonian, etc). In general, T poate fi separat in

Ij:P(sU*T;j, (13)

unde 7 reprezintd tensiunile vascoase.



|.4.6. Ecuatii constitutive.

» Fluidul perfect e caracterizat prin absenta proceselor disipative:
D
T,'J':inDfl::pffVP. (14)

A . . . . - hrd
» in cazul fluidului Newtonian, 7 depinde liniar de S :

2
Tii = 2uSi + (Mv - BM) Skk0ij
= 1 (Outy + O — 2V - udy) + (V- Wy, (15)

unde D = 3 este dimensiunea spatiului.
» Coeficientii de vascozitate dinamica si volumetrica (dilatationald), u
respectiv p,, nu depind de componentele lui Sj.
» Rezult3d ecuatiile Navier-Stokes:
Du,-

2
P Dt

3

= ofi = 0P + 0 [1 (Ot + O — 3V - udy ) + (V)

» in cazul cand W Si v sunt constante, rezulta
1
pﬁ? =pf —VP+ <§,u+,uv) V(V -u)+ pAu. (16)

» Ipoteza lui Stokes (validd pentru curgeri subsonice): u, = 0.



Probleme

1. S3 se arate c3 ecuatia Cauchy pentru un fluid unidimensional
(D = 1) Newtonian avand véscozitatea volumetricd u, = 0 este:

pDiu, = pfy, — OxP.

2. S3 se arate c3 unitatea de m3surd pentru vascozitatea dinamic3 este
[t]st = Pa-s.

3. S3 se demonstreze teorema lui Cauchy considerand un tetraedru
avand laturile inegale a19s, ax9s si asds.



Probleme

4. Atenuarea undelor de forfecare. !
Un fluid omogen dup3 directiile
y si z are viteza u = uy(t, x)j 08
si temperatura constanta Ty.
0.6

u (0, 0)

a) S3 se arate cd p = const
satisface ec. de continuitatex

b) S3 se arate c3 =
Oruy = v92uy, unde
v = i/ p este coeficientul de 0.2
vascozitatea cinematica,
considerat constant. 0

c) Pentru cazul u,(t,x) = Uy(t)coskx, 4 -2 0 2 4
s3 se gaseascd U, (t). x/L

d) Pornind de la descompunerea Fourier

0.4

uy(t,

uy(t,x)Z/ Ko, ke, fly(t,k):/ o uy (£, x)e

oo

s se arate c3 i, (t, k) = i1, (0, k)e_,,k2t_



Probleme

4. Atenuarea undelor de forfecare (continuare).
e) La momentul initial, viteza are urm3toarea configuratie:

Q X
uy(0,x) = —=exp |—= | , 17
unde Q e debitul redus total pe unitate de lungime pe axa z iar L e
dispersia distributiei. S3 se arate c3 u, (¢, x) este

Q 2wt ~1/2 x?
Uy(t,X) = L\/E (1 + ?) exp —m . (18)

f) Pornind de la ec. (18), s3 se arate c3 Q(t) = ffooo dx uy(t,x) = Q.

g) S3 se giseascd valorile to, t3 si t4 ale lui t cand uy,(t,0) fsi reduce
valoarea de 2, 3, respectiv 4 ori.

h) S3 se reprezinte uy(t, x)/u,(0,0) pe intervalul x € [-5L,5L] pentru
t € {0, to, t3, t4 } [vezi figura].




Probleme

5. Curgerea Poiseuille. Fie o curgere T fT o T T
antrenatd de o fortd constantd f = - IR
(0, a,0) intre dou3 plici
plan-paralele infinite, cu T = T, /// u \\\
perpendiculare pe axa x, situate in Fo-—"---- STt
repaus la xq, = L/2 si xy = —L/2. iy_)
Presupunand c3 fluidul nu alunecd la [z X

perete, sa se studieze curgerea Tn stare stationara. Se considera
1 = const si se presupune c3 curgerea este omogena dupa directiile

ysi
a)

0 o
~— ~—

z, si are loc in conditii izoterme.

Folosind ecuatia de continuitate, sa se arate c3

ux =V -u=(u-V)® =0 pentru orice functie ® care caracterizeazs
curgerea.

Aratati folosind ecuatiile Navier-Stokes cd P = const.

2 2
% (1 — 4X) unde
v

12
v = u/p este coeficientul de vascozitate cinematic3.
L/2

dx p uy prin canal pe

Folosind ec. N-S pentru u,, aratati c3 u, =

S3 se gaseascd debitul masic redus m = /
—L/2

unitatea de lungime de-a lungul axei z. [R: m = pal®/12v]



