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Rezumat

Pe parcursul acestui laborator vor fi trecute in revistd urmatoarele
tehnici de interpolare si extrapolare: regresia liniara, polinomul de inter-
polare Lagrange si interpolarea spline.

1 Datele experimentale

Sa consideram setul de date din tab. [I) pe care le putem introduce in Maxima
cu urmatoarele comenzi:
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Putem reprezenta aceste date cu comanda:

plot2d([discrete, valx, valf],

Experiment @

Figura 1: (a) Datele experimentale. (b) Dreapta de regresie liniara.



0.0 | 0.03
0.1 | 0.098
0.2 | 0.197
0.3 | 0.305
0.4 0.4
0.5 | 0.492
0.6 | 0.61
0.7 | 0.689
0.8 | 081
0.9 | 0.899
1.0 | 1.01

Tabela 1: Datele experimentale.

[legend, "Experiment"],
[style, points],
[xlabel, "x"],

[ylabel, "y"1);

Rezultatul poate fi vizualizat in fig.

2 Regresia liniara

Regresia liniara este una dintre cele mai uzitate metode de interpolare si ex-
trapolare a datelor experimentale. Regresia liniara are la baza metoda celor
mai mici patrate, putand fi extinsa cu usurinta la cazuri mai complexe (regresie
patratica, etc).
Regresia liniara pleaca de la presupunerea ca dependenta y(z) este de tip
liniar:
y(x) = ax +b. (1)

In acest caz, metoda celor mai mici patrate da urmatoarele valori optime pentru
asib:
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Pentru aflarea coeficientilor a si b avem nevoie de calcularea unor medii. Cal-
culul mediilor poate fi facut utilizand comanda mean din pachetul descriptive.
Incepem prin incarcarea acestui pachet:

(2)

load (descriptive);

Comanda mean ia ca si parametru un sir sau o matrice si returneaza media
acestuia. Mediile lui valx si valy le vom stoca in variabilele mx si my:



mx:mean(valx); my:mean(valy);

Putem calcula celelalte medii din ec. tinand cont ca sirurile se inmultesc
element cu element utilizand operatia *:

mxy:mean(valx*valy); mxx:mean(valx*valx);

Problema 1. Sa se defineasca variabilele rega si regb avand valorile lui a
si b din ec. (2). [R: a ~ 0,993, b ~ 0,007]

Problema 2. Si se reprezinte grafic dreapta de regresie liniarda impreuna
cu punctele experimentale.

Solutie:

plot2d([[discrete, valx, valy],
regaxx+regb], [x,0,1],
[legend, "Experiment", "Regresie liniara"],
[style, points, lines],
[xlabel, "x"]1,
[ylabel, "y"1);

Rezultatul poate fi consultat in fig. [I(b).
Metoda celor mai mici patrate poate fi implementata si analitic. Pentru
aceasta, definim functia S({z}, {y}):

N

Sz} {yh) =D _lyi — y(@)P, (3)
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aceasta reprezentand suma patratelor distantelor dintre valorile y; masurate
experimental si cele obtinute prin regresia liniara . Metoda celor mai mici
patrate cauta valorile a si b pentru care S({z}, {y}) are valoare minima:

oS oS

In Maxima, putem construi val$ ca fiind valoarea functiei S :
valS : sum((valy[i] - (a * valx[i] + b))~2, i, 1, length(valx));

Mai sus am folosit functia sum, care insumeaza valorile expresiei din primul
argument obtinute pentru toate valorile contorului de pe pozitia a doua, care
sunt cuprinse Intre limitele date pe pozitiile 3 si 4. Se vede ca valS contine
variabilele a si b la nivel simbolic.

Problema 3. Sa se gaseasca valorile lui a si b rezolvand sistemul de ecuatii
dS/da =0, dS/db = 0. [a ~0.993, b ~ 0.007]

3 Polinomul de interpolare Lagrange

Orice functie care este determinata ca urmare a unui proces de masurare are
un numér finit N de perechi (x,yx), unde k& = 1,2,... N, denumite puncte



Figura 2: (a) Polinomul de interpolare Lagrange. (b) Interpolarea folosind
functii spline de ordinul 3 (cubice).

experimentale. Polinomul de interpolare Lagrange L(x) se scrie:

N
L(z) =) yrun(2), (5)
k=1
unde ug(z) sunt polinoame de ordinul N — 1, definite prin:

u(z) = [ -2 (6)
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Se observa ca u(x;) = 0 pentru toate valorile lui j diferite de k (cand j # k),
in timp ce ux(xx) = 1. O proprietate speciala a polinomului de interpolare
Lagrange este ca valoarea acestuia In punctele x = zj, este cea masurata expe-
rimental, adicd L(zy) = yx.

3.1 Folosind pachetul interpol

Maxima are deja implementata functia care da polinomul Lagrange pentru un
set de puncte. In primul rand, trebuie Incarcat pachetul interpol, unde e
definita aceasta functie:

load(interpol)$

Functia care ne intereseaza se numeste lagrange si ia ca argument un singur
parametru, structurat sub forma unei liste de perechi de valori (xy, yi). Credm
aceasta lista dupa cum urmeaza:

puncte : block([pct,k],
pct: (1,
for k : 1 thru length(valx) do (
pct : append(pct, [[valx[k], valy[k]]])
),



pct
)

Mai sus am introdus structura for. Polinomul Lagrange se obtine folosind:
lag : lagrange(puncte)$

Problema 4. Sa se reprezinte grafic polinomul de interpolare Lagrange, impreuna
cu punctele experimentale. [Vezi fig. Pf(a)]

3.2 Folosind definitia

In Maxima, aceste polinoamele wuy, (x) @ se pot defini folosind functia:

func_uk(valx,k) := block([uk, j],
uk : 1,
for j : 1 thru length(valx) do (
if notequal(j, k) then uk : uk * (x - valx[jl) / (valx[k] - valx[jl)
),
return (uk)

)$
Polinomul de interpolare Lagrange se scrie:

func_lag(valx, valy) := block([k, lag],
lag : O,
for k : 1 thru length(valx) do (
lag : lag + valy[k] * func_uk(valx, k)
),
lag
)$

Problema 5. Sa se verifice dacd rezultatul obtinut mai sus coincide cu cel
returnat de functia lagrange.

4 Interpolarea cu functii spline cubice

Pentru functii nemonotone, interpolarea Lagrange poate duce la abateri im-
portante ale functiei L(z) fatid de f(x). In astfel de cazuri, o aproximare mai
buna se obtine prin interpolarea cu ajutorul functiilor spline. Functiile spline de
ordinul m reprezinta polinoame de ordinul m astfel construite incat derivatele
acestora pana la ordinul m — 1 s& fie continue in punctele zj; (noduri).

Pentru construirea interpolarii spline aferente unui set de N = n + 1 puncte
experimentale, se utilizeaz& un numéar de n functii Sy (k = 1,2,...n), fiecare
fiind definitd pe intervalul [z, 2x41] corespunzator.

In cazul functiilor spline cubice (m = 3), se foloseste notatia:

Sk(@) = pe + qe( — k) + ri(z — 2)” + sp(x —2x)®, @ € [wp, 2pga). (7)



Pentru determinarea celor 4n coeficienti constanti px, qi, Tr Si S avem nevoie
de 4n relatii independente. In primul rand, functiile Si(x) trebuie si treacd
prin punctele care marginesc intervalul pe care 1l interpoleaza:

Sk(xk) = Yk, Sk(Tht1) = Yrt1- (8)

Rezulta 2n ecuatii. Alte 2n — 2 ecuatii se pot obtine impunand ca derivatele de
ordinul 1 si 2 sa fie continue In punctele zx (2 < k < n):

Si(@rt1) =Skq1 (@rt1), continuitatea pantei
Si(@pg1) =Si1 (Trg), continuitatea pantei, (9)

Adunand constrangerile enumerate mai sus, rezulta ca ramanem cu doua grade
de libertate, care sunt fixate de conditiile:

S7(x1) =0 =1 =0,
Sr(wns1) =0 = 5 == g (10)
unde s-a introdus notatia:
hk = Tk+1 — Tk, 1 S k S n. (11)

4.1 Folosind pachetul interpol
Folosind puncte, interpolul ne da spline-ul folosind comanda:

spl : cspline(puncte)
Problema 6. Sa se reprezinte grafic functia de interpolare spline, impreuna cu
punctele experimentale. [Vezi fig. [2(b)]
4.2 Folosind gnuplot

In gnuplot, reprezentarea unui set de date folosind interpolarea cu functii spline
cubice se face folosind optiunea smooth mcsplines:

plot "date.dat" u 1:2 wp ps 2 pt 7, "" w 1 1lw 3 smooth mcsplines

4.3 Folosind recurenta
Folosind Sk (zx) = yk, rezultd imediat:
Dr = Yk, 1<k<n. (12)
Mai departe, conditia S}/ (zxy1) = S}/, | (Tr+1) permite eliminarea lui s:

Tk+1 — Tk
)

l<k<n-—1 13
3hy =fF=n=4 (13)

S =



unde s, = —ry,/3h,.
Din conditia Sk(2g+1) = yr+1 rezulta:

2
qk:bk—i—w}zk, 1<k<n-—1, (14)
unde s-a introdus notatia:
by = Sk (15)
by
Cand k = n, avem:
2

In fine, conditia S (zp11) = Sit1(xry1) impune:
hi+17k+2 + 2(hi + hig1)76+1 + here = 3(bk+1 — br), 1<k<n-2 (17)
impreuna cu conditiile:
r =0, 2ry (hpy + hp1) + hp—1mpn—1 = 3(by, — by—1). (18)

Ultima ecuatie e compatibila cu ec. si daca se considera r,41 = 0
(aceastd alegere este formald, intrucit functiile spline nu sunt definite pentru
k = n+ 1, insd ne ajutd la scrierea recurentelor). Drept urmare, coeficientii
T, se pot gasi rezolvand ecuatia cul <k <n-—1, impreuna cu conditiile
" =Tp+1 = 0.

Dezavantajul ec. este ca conditiile la limita sunt in capetele opuse k = 1
si k = n 4+ 1. Deoarece 1} satisface astfel de conditii la limita, se poate arata
ca ec. este echivalenta cu o recurenta cu doi termeni, care poate fi scrisa
astfel:

hgri+1 + apry = B, 2<k<n-1. (19)

Pentru £ = 2 avem:
hors + agre = fa. (20)

Comparand cu ec. pentru k = 1, rezulta conditiile initiale pentru ay, si Bi:
g = 2(h1 + h2)7 Ba = 3(b2 - bl). (21)

Scriind ec. pentru k — k + 1 rezulta:
hikt17k42 + Qkp17k41 = By (22)

inmul‘pind ec. cu [2(hg + hry1) — ags1]/hg si adunand cu relatia de mai
sus, se obtine:

[0
his17k+2 + 2(h + Rg1) 41 + F:[z(hk + hgy1) — Qpt1]Tk
_ Bk
= B4 + h7k[2<hk+1 + hg) — ag+a]- (23)



Prin comparatie cu ec. (17)), deducem relatiile de recurentd pentru «y si Gg:

h? h
g1 = 2(hi +hpg1) — cT:’ Brr1 = 3(bry1 —br) — ;iﬂk, 2<k<n-—1

(24)
Dupa determinarea sirurilor ay si S, sirul ry se poate determina pornind de la
k = n (cunoscand r,4+1 = 0) folosind ec. . Avand sirul 7y, se pot construi
Sk si g cu ajutorul ec. si . In fine, ec. implica pr = yi. Mai jos
prezentam pasii unui algoritm Maxima pentru constructia interpolarii cu functii
spline cubice.

1. Se defineste setul de numere hy = xp1 — 2z, (1 <k < n):

hk : block([hk],
hk : [1,
for k : 1 thru length(valx) - 1 do (
hk : append(hk, [valx[k + 1] - valx[k]])),
hk)$

2. Se defineste setul de numere by = (yx+1 — yx)/hx:

bk : block([bk],
bk : [1,
for k : 1 thru length(valx) - 1 do (
bk : append(bk, [(valy[k + 1] - valy[k]) / hk[k]1)),
bk) $

3. Mai departe, avem nevoie de sirul auxiliar a (2 < k < n), definit prin

29):

alphak : block([auxalpha,alphak],

auxalpha : 2 * (hk[2] + hk[1]),

alphak : [0, auxalpha],

for k : 3 thru length(hk) do (
auxalpha : 2 * (hk([k] + hk[k-1]) - hk[k-1]"2 / auxalpha,
alphak : append(alphak, [auxalphal)),

alphak)$

4. Al doilea sir auxiliar, 8 (2 < k < n), este definit tot prin ([24):

betak : block([auxbeta,betak],
betak : [auxbeta : 0],
for k : 2 thru length(hk) do (
auxbeta : 3 * (bk[k] - bk[k - 1]) - auxbeta *
(2 * (hk[k] + hk[k-1]) - alphak([k]) / hk[k - 1],
betak : append(betak, [auxbetal)),
betak) $



5. In sfarsit, putem determina coeficientii 7, (1 < k < n) rezolvand ec.
pornind de la k = n, descendent catre k = 1:

rk : block([auxr, rk],
rk : [auxr : 0],
for k : length(hk) thru 2 step -1 do (
auxr : (betak[k] - auxr * hk[k]) / alphak[k],
rk : append([auxr], rk)),
append([0], rk))$

6. Coeficientii py se determind din conditia :
pk : valy$
7. Coeficientii s; se determina din relatia :

sk : block([sk],
sk : [1,
for k : 1 thru length(hk) do (
sk : append(sk, [(zrkl[k + 1] - rk[k]) / 3 / hk[k]])
),
sk)$

8. Coeficientii g se determina din relatia (14):

gk : block([qk],
gk : [1,
for k : 1 thru length(hk) do (
gk : append(qgk, [bk[k] - (2 * rk[k] + rk[k + 1]) * hk([k] / 31)
),
qk)$

Dupa urmarea pasilor de mai sus, se poate scrie o functie care evalueaza functia
spline in orice punct:

spline_eval(x) := block([startk, dx],
for k : 2 thru length(valx) do (
startk : k - 1,
if (x <= valx[k]) then return (startk)
),
dx : x - valx[startk],
pk[startk] + gk[startk] * dx + rk[startk] * dx"2 + sk[startk] * dx"3
)$

Mai departe, generam o lista cu npuncte puncte in care evaluam functia spline:



npuncte:100$
puncte_spline : (block[auxpuncte, auxx],
auxpuncte: [],
for k¥ : 1 thru (apuncte + 1) do (
auxx : valx[1] + (valx[length(valx)] - valx[1]) * (k - 1) / npuncte,
auxpuncte : append(auxpuncte, [[auxx, spline_eval(auxx)]])),
auxpuncte

)$
in,ﬁne,aﬁsénlcapodopera

plot2d([[discrete, valx,valyl, [discrete, puncte_splinel],
[x, valx[1], valx[length(valx)]],
[legend, "Exp", "Spline"],
[style, points, lines]);

Rezultatul poate fi vizualizat in fig. b).
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