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Rezumat

Pe parcursul acestui laborator, vom aborda doua teme: derivarea nu-
mericd (la stdnga, la dreapta si centrat) si integrarea numericd (metoda
trapezelor, metoda dreptunghiurilor si metoda Simpson).

1 Introducere

2 Derivarea numerica

Prin derivarea numerica se intelege aproximarea derivatei unei functii f(z) fo-
losind valori ale acesteia. Initializam un numar de valn + 1 = 11 puncte echi-
distant distribuite intre x = 0 si = 7 cu valorile lui f(x) = sinz:

valn:10$ xmin:0$ xmax:%pi$ hx:(xmax - xmin) / valn$
valx: [1$ valf:[1$

for i : 1 thru valn + 1 do (

valx : append(valx, [xmin + (i - 1) * hx]),

valf : append(valf, [sin(valx[il)])

)8

In cele ce urmeaza, vom discuta calcularea derivatei la stanga, la dreapta si
centrat.

2.1 Derivata calculata la dreapta

Pornind de la definitia derivatei la dreapta:

f’(x) — lim f(.%‘ + 6$) B f(l‘) (1)

dx—0 ox ’




se obtine urmatoarea formula pentru valoarea derivatei lui f in punctul xy:

Jrv1 — fr

fan) = ———. (2)
LTk+1 — Tk

Formula de mai sus nu poate fi folosita in capatul din dreapta, cand k = valn
+ 1. Implementam formula dupa cum urmeaza:

derdr (valx, valf):= block([res],
res : [],
for i : 1 thru length(valx) - 1 do (
res: append(res,
[(valf[i + 1] - valf[i]) / (valx[i + 1] - valx[i])])
),
append(res, [0])
)3

Problema 1. Sa se compare grafic derivata lui f obtinuta numeric cu curba
analitica.
2.2 Derivata calculata la stanga

Pornind de la definitia derivatei la stanga:

f(z) — flz —bx)

dx—0 ox

; (3)
se obtine urmatoarea formula pentru valoarea derivatei lui f in punctul xg:

N o — fr—1

Tk — Tg—1

f'(@k) (4)
Formula de mai sus nu poate fi folosita in capatul din dreapta, cand k = 1.
Implementam formula dupa cum urmeaza:

derst(valx, valf):= block([res],
res : [0],
for i : 2 thru length(valx) do (
res: append(res,
[(valf[i] - valfl[i - 11) / (valx[i] - valx[i - 11D1)
),
res

)$

Problema 2. Sa se stocheze in variabila deltast diferenta dintre valoarea
derivatei lui f obtinuta numeric si valoarea analitica corespunzatoare.
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Figura 1: Derivata functiei f(x) = sinz calculata analitic (f'(z) = cosz), la
dreapta, la stdnga, respectiv centrat.

2.3 Derivata calculata centrat

Pornind de la definitia derivatei centrate:

oy o f(@ o+ 6x) — f(@ - bx)
f(x)_dlzlgo 20x

, (5)
se obtine urmatoarea formula pentru valoarea derivatei lui f in punctul xy:

Set1 — fe—1
flag) = —————. (6)
Tkl — Th—1
Formula de mai sus nu poate fi folosita la capetele domeniului, cand k = 1 sau
k = valn + 1. Implementam formula dupa cum urmeaza:

dermij(valx, valf):= block([res],
res : [0],
for i : 2 thru length(valx) - 1 do (
res: append(res,
[(valf[i + 1] - valf[i - 11) / (valx[i + 1] - valx[i - 11)])
),
append(res, [0])
)8

Problema 3. Sa se compare diferentele dintre valoarea derivatei lui f
obtinuta numeric si valoarea analitica pentru celei trei metode de derivare si
sa se reprezinte grafic cele trei derivate numerice impreuna cu curba analitica.
[Vezi Fig.

Problema 4. Se observa ca derivata calculata centrat se suprapune con-
siderabil mai bine peste formula analitici comparat cu derivatele calculate la
dreapta si la stanga. De ce?



3 Integrarea numerica

De data aceasta, vom folosi ca functie f(x) = sin”

valn:10$ xmin:0$ xmax:1$ hx: (xmax - xmin) / valn$
valx: [1$ valf:[1$
for i : 1 thru valn + 1 do (
valx : append(valx, [xmin + (i - 1) * hx]),
valf : append(valf, [sin(valx[i])~2])
)3

valan: (xmax - xmin) / 2 - (sin(2 * xmax) - sin(2 * xmin)) / 4$

Problema 4. Si se gaseasca folosind Maxima valoarea analitica a integralei
lui f(x) intre punctele z =0 si z = 1. [R: fol f(z)dx = (2 — sin 2) /4]

3.1 Metoda trapezelor

Metoda constd in aproximarea curbei f(x) printr-o serie de linii drepte care
unesc succesiv punctele (z, fi). Valoarea integralei este aproximata prin suma
ariei trapezelor rezultate:

b n
[ f@yde =33 () + fan] e - o) (7)

k=1
Codul Maxima care implementeaza metoda trapezelor este:

inttrap(valx, valf) := block([val],
val : O,
for i : 1 thru length(valx) - 1 do (
val : val + (valf[i + 1] + valf[i]) / 2
* (valx[i + 1] - valx[il)
),
val

)$

Problema 5. S& se compare rezultatul numeric cu cel analitic. [0,2734 vs.
0,2727]

Problema 6. Si se refacd comparatia folosind 20 de puncte.  [0,2729 vs.
0,2727]

3.2 Metoda dreptunghiurilor

Daca numaérul de intervale valn este par, se poate folosi metoda dreptunghiuri-
lor, care aproximeaza graficul functiei intre xx_1 si xxy1 printr-o linie dreapta
avand ordonata egala cu f:

n/2

b
/ f(x)de = %Zka(ch—&-l — T2k-1)- (8)
e k=1
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Figura 2: Dependenta lui € de numarul de puncte In cazul metodelor tra-
pezelor, dreptunghiurilor si Simpson compozita.

Codul Maxima care implementeaza metoda dreptunghiurilor este:

intdrep(valx, valf) := block([val],
val : O,
for i : 2 thru length(valx) - 1 step 2 do (
val : val + valf[i] * (valx[i + 1] - valx[i - 1])
),
val

)$

Problema 7. Sa se calculeze rezultatul numeric obtinut folosind metoda
dreptunghiurilor pentru 10 puncte, respectiv 20 de puncte si sa se compare cu
rezultatul analitic. [0,2712 vs. 0,2723 vs. 0,2727]

3.3 Metoda Simpson compozita

In cazul in care punctele sunt echidistante, avand distanta z;4+1 — x5 = h intre
ele, se poate utiliza metoda Simpson compozita, conform careia integrala pe
domeniul [z;_1,Zk4+1] se aproximeaza prin:

Tk+41 h
[ dw @) = Glun + ah+ fia) 0
Tr—1

Ca si 1n cazul metodei dreptunghiurilor, numarul de intervale trebuie sa fie par.
Codul Maxima se poate regasi mai jos:

intsimp(valx, valf) := block([val],
val : O,
for i : 2 thru length(valx) - 1 step 2 do (



val : val + (valf[i + 1] + 4 * valf[i] + valf[i - 1])
* (valx[i + 1] - valx[i - 1]) / 6
),
val

)$

Problema 7. Sa se compare rezultatele obtinute cu 10, respectiv 20 de
puncte cu valoarea analiticd.  [R: 0,27267361 vs. 0,27267552 vs. 0,27267564]

Problema 8. Se observa ca, la acelasi numéar de puncte, metoda Simpson
da rezultatele cele mai bune. Pornind de la definitia erorii relative:

€ = (numeric/analitic) — 1, (10)

sa se investigheze dependenta acesteia fatd de numarul de puncte in scara dublu
logaritmica pentru evidentierea ordinului metodelor trapezelor, dreptunghiurilor
si Simpson compizita. [R: Vezi Fig.
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