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Capitolul IV. Dinamica sistemelor de particule.

I IV.1. Teorema virialului.

I IV.2. Teoremele lui König.

I IV.3. Dinamica corpului rigid.



IV.2. Teoremele lui König.
IV.2.1. Teorema mis,cării centrului de masă.

I Fie un sistem de N particule având masele mi s, i vectorii de pozit, ie ri .
I Centrul de masă al sistemului este punctul Xcm dat prin relat, ia:

Xcm =
1

M

∑
i

mi ri , M =
∑
i

mi . (1)

I Impulsul total al sistemului P este:

P = MẊcm =
∑
i

pi , pi = mi ṙi . (2)

I Derivata temporală a lui P este:

Ṗ =
∑
i

Fi =
∑
i

Fext
i +

∑
i

∑
j 6=i

Fj−i = Fext, Fext =
∑
i

Fi , (3)

unde Fext reprezintă rezultanta fort,elor exterioare.
I Rezultă teorema mis,cării centrului de masă:

MẌcm = Fext, (4)

conform căreia CM se mis,că precum un punct material având masa
egală cu masa sistemului, sub act, iunea rezultantei fort,elor exterioare.



IV.2.2. Teorema momentului cinetic.

I Momentul cinetic total L este:

L =
∑
i

Li =
∑
i

mi ri × vi = 2
∑
i

miΩi , (5)

unde Ωi = 1
2 ri × vi este viteza areolară a particulei i .

I Variat, ia ı̂n timp a lui L este:

L̇ =
∑
i

ri × Fi =
∑
i

ri × Fext
i = MO(Fext), (6)

unde membrul drept reprezintă momentul fort,elor exterioare ı̂n
raport cu originea reperului.

I Teorema momentului cinetic exprimă faptul că derivata
momentului cinetic total ı̂n raport cu timpul este egală cu momentul
rezultant al fort,elor exterioare.



IV.2.3. Teorema ariilor.

I Dacă există un punct O pentru care MO(Fext) = 0, momentul
cinetic fat, ă de acest punct este L = LO = const.

I Proiectând pe LO de-a lungul unei axe k, rezultă:

LO · k = 2
∑
i

miΩi · k =
∑
i

mi r
2
i θ̇i = const, (7)

unde ri s, i θi sunt coordonate polare ı̂n raport cu O ı̂n planul
perpendicular pe k.

I Teorema ariilor afirmă că ariile descrise de proiect, iile punctelor
sistemului pe orice plan care trece prin O, ı̂nmult, ite cu masele
respective s, i sumate, dau o constantă.



IV.2.4. Teorema ı̂ntâi a lui König.

I Să considerăm ri = Xcm + xi s, i vi = V + ui , unde V = P/M.

I Momentul cinetic fat, ă de originea O (aleasă arbitrar) se poate scrie:

L =
∑
i

mi (Xcm+xi )×(V+ui ) = Xcm×P+Lcm, Lcm =
∑
i

mixi×ui .

(8)

I Rezultă teorema ı̂ntâi a lui König: momentul cinetic al sistemului
ı̂n raport cu O se compune din momentul cinetic al sistemului
calculat ı̂n ipoteza că ı̂ntreaga sa masă ar fi concentrată ı̂n centrul
de masă s, i din momentul cinetic datorat mis,cării sistemului ı̂n raport
cu centrul de masă.

I L nu depinde de alegerea lui O doar când V = 0.

I Aplicând teorema variat, iei momentului cinetic rezultă:

L̇ = Xcm × Fext + L̇cm ⇒ L̇cm = Mcm(Fext). (9)



IV.2.5. Teorema a doua a lui König.
I Energia cinetică totală a sistemului se poate scrie:

T =
1

2

∑
i

miv
2
i =

1

2
MV2 + Tcm, Tcm =

1

2

∑
i

miu
2
i . (10)

I Teorema a doua a lui König: energia cinetică totală a sistemului
se compune din energia cinetică a sistemului calculată ı̂n ipoteza că
ı̂ntreaga sa masă ar fi concentrată ı̂n centrul de masă şi din energia
cinetică datorată mis,cării sistemului ı̂n raport cu centrul de masă.

I Din teorema energiei cinetice:

Ṫ =
∑
i

vi · Fi =
dL

dt
, (11)

rezultă legea de variat, ie a energiei cinetice ı̂n raport cu centrul de
masă:

Ṫcm =
∑
i

ui · Fi =
dLcm

dt
, (12)

unde lucrul mecanic se defines, te ı̂n raport cu reperul care se mis,că
solidar cu centrul de masă.



Probleme

1. O particulă având masa M este lansată vertical de pe suprafat,a
Pământului, având la momentul init, ial o cantitale µ0 de combustibil.
Accelerarea rachetei se face prin expulzarea gazelor pe direct, ia
verticală ı̂n jos, cu viteza relativă constantă u. Se neglijează
rezistenţa aerului, precum şi variaţia lui g cu altitudinea.

a Să se demonstreze că pentru acest sistem este valabilă ecuat, ia lui
Mes,cerski:

m
dv

dt
+

dm

dt
u = F. (13)

b Să se găsească viteza rachetei ca funct, ie de masa µ(t) de combustibil
rămasă ı̂n rezervor.

c Să se găsească viteza rachetei la epuizarea combustibilului, dacă masa
acestuia variază după legea liniară µ(t) = µ0 − αt, unde α > 0.


