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Capitolul IV. Dinamica sistemelor de particule.

I IV.1. Teorema virialului.

I IV.2. Teoremele lui König.

I IV.3. Dinamica corpului rigid.



IV.1. Teorema virialului.
IV.1.1. Virialul fort,elor.

I Fie un sistem de N particule având masele mi s, i vectorii de pozit, ie ri .
I Asupra particulei i act, ionează fort,a Fi , datorată atât câmpurilor

externe cât s, i interact, iunii cu celelalte particule.
I Momentul total de inert, ie I al sistemului ı̂n raport cu originea este

I =
∑
i

mi r
2
i . (1)

I Notăm cu G jumătatea derivatei temporale a lui I :

G =
1

2

dI

dt
=

∑
i

pi · ri . (2)

I T, inând cont că mr̈i = Fi se obt, ine:

dG

dt
= 2T +

∑
i

Fi · ri , T =
∑
i

miv2i
2

. (3)

I Mai sus se regăses, te expresia virialului fort,elor:

Virialul fort,elor = −1

2

∑
i

Fi · ri . (4)



IV.1. Teorema virialului.
IV.1.2. Virialul lui Clausius.

I Să considerăm medierea temporală a ec. (3) pe un interval τ ,
pornind de la momentul init, ial arbitrar t0:

T =
1

2τ
[G (t0 + τ)− G (τ)]− 1

2

∑
i

ri · Fi , (5)

unde bara indică operat, ia de mediere:

A =
1

τ

∫ t0+τ

t0

dt A(t). (6)

I Să presupunem că sistemul este mărginit.
I În acest caz, G (t) rămâne finit (vitezele s, i vectorii de pozit, ie ai

particulelor au valori finite).
I Considerând medierea pe un interval τ suficient de lung, primul

termen din dreapta ec. (5) devine neglijabil, astfel ı̂ncât:

T = −1

2

∑
i

ri · Fi . (7)

I Relat, ia de mai sus poartă numele de teorema virialului iar cantitatea
din dreapta egalităt, ii se numes, te virialul lui Clausius.



IV.1.3. Legea gazului ideal.
I Clausius a aplicat teorema virialului ı̂n teoria cinetică a gazelor

pentru a obt, ine legea gazului ideal, după cum urmează.
I Fie N particule monoatomice ı̂ntr-un recipient de volum V .
I În aproximat, ia gazului diluat, interact, iunea dintre particule se poate

neglija ı̂n raport cu interact, iunile acestora cu peret, ii recipientului.
I În acest caz membrul drept al ec. (8) devine:

−1

2

∑
i

ri · Fi = −
∫
V

ri · dFi . (8)

I Fort,ele sunt datorate react, iunii peret, ilor, astfel ı̂ncât dFi = −PdΣ,
unde P este presiunea gazului iar dΣ reprezintă elementul de
suprafat, ă orientat ı̂nspre exterior:

−1

2

∑
i

ri · Fi =
1

2

∫
∂V

Pri · dΣ =
1

2

∫
V

dV ∇(rP). (9)

I Considerând P = const, se obt, ine:

2

3
T = NKBθ = PV , (10)

unde s-a t, inut cont de teorema echipartit, iei energiei T = 3
2NKBθ, cu

ajutorul căreia se defines, te temperatura sistemului θ.



IV.1.4. Cazul sistemelor izolate.

I Un sistem ı̂n care fort,ele exterioare care act, ionează asupra oricărei
particulă sunt nule se numes, te sistem izolat.

I În acest caz, fort,a Fi care act, ionează asupra particulei i se poate
scrie:

Fi =
∑
j 6=i

Fj−i , (11)

unde Fj−i reprezintă fort,a cu care particula j act, ionează asupra
particulei i .

I Conform principiului act, iunii s, i react, iunii, Fj−i = −Fi−j , astfel ı̂ncât:∑
i

Fi · ri =
1

2

∑
i

∑
j 6=i

Fj−i · (ri − rj). (12)



IV.1.5. Cazul fort,elor potent, iale.
I Să presupunem că fort,ele de interact, iune derivă dintr-o energie

potent, ială V :
Fi = −∇(i)V . (13)

I În cazul sistemului izolat, se poate scrie:

V =
1

2

∑
i

∑
j 6=i

Wj−i (|ri − rj |), (14)

unde Wj−i reprezintă energia de interact, iune a perechei de particule
(i , j).

I Fort,a de interact, iune Fj−i este:

Fj−i = −∇(i)Wj−i = − ∂Wj−i

∂|ri − rj |
ri − rj
|ri − rj |

= ∇(j)Wi−j = −Fi−j ,

(15)
unde s-a t, inut cont că Wi−j(|ri − rj |) = Wj−i (|rj − ri |).

I Ec. (12) devine:∑
i

Fi · ri = −1

2

∑
i

∑
j 6=i

|ri − rj |
∂Wj−i (|ri − rj |)

∂|ri − rj |
. (16)



IV.I.6. Cazul potent, ialului polinomial.

I Să presupunem că energia de interact, iune dintre două particule
separate prin distant,a r este W = αrn.

I În acest ec. (16) devine:∑
i

Fi · ri = −n

2

∑
i

∑
j 6=i

Wj−i = −nV . (17)

I Teorema virialului capătă forma cunoscută:

2T − nV = 0. (18)

I Pentru cazul oscilatorului armonic izotrop, n = 2 s, i T = V .

I În cazul interact, iunii gravitat, ionale, n = −1 s, i 2T + V = 0.


