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Capitolul I1l. Miscarea in camp central.
» II1.1. Forte conservative.
» |I1.2. Problema Kepler.

» 111.3. Tmpr3stierea Rutherford.



[11.1. Forte conservative.
[11.1.1. Teorema energiei cinetice.

» Ecuatia de miscare a unei particule de mas3a m supusa actiunii unei

forte F este:
dp
F=— 1
o3 ¢y
unde p = mv = mx este impulsul particulei.

> Integrand ec. (1) Tnmultitd cu v pentru t € [ty, to], rezults:

%3 X2
T2—T1:W12, W12:/ th-V:/ F'dX, (2)
t1 X1

unde Wi, reprezintd lucrul mecanic efectuat de forta F intre
punctele x; = x(t1) si xo = x(tp) iar T = ;-p> = Zv? =v.p
reprezintad energia cineticd a particulei.

» Ec. (2) este valid3 si in cazul coordonatelor necarteziene, cand:

1 o t o
T=5_&iPPr, Wip = / dt gilq(t)]F'v/. (3)
m f



11.1.2.

>

Teorema momentului cinetic.
Fie punctul C avand vectorul de pozitie x¢c = O—CZ

» Momentul cinetic fata de punctul C se defineste folosind formula:

>

>

Lc = (X - Xc) X Pp. (4)

Derivand n raport cu timpul rezulta:

W:MC’ MC:(X—Xc)XF. (5)

Variatia Tn timp a momentului cinetic L¢ fatd de un punct fix C este
produsd de momentul M¢ al fortei rezultante fata de acel punct.

intr-un sistem de coordonate arbitrar, ec. (5) devine:
DL ;
=M
= (6)

unde DL'/Dt reprezint3 derivata covariants a lui L' de-a lungul
traiectoriei: ] )
pL  dl
Dt  dt

+ F’jijq". (7)



I11.1.3. Legi de conservare.

» Problema determinarii miscarii unei particule supus3d unei forte F
este complet determinata de valorile initiale xq si v ale pozitiei si
vitezei, fiind o problem3 de tip Cauchy.!

» O mairime cinematicd A = A(x, v, t) este conservat3 si poart3
numele de integrald primd a miscarii daca:

dA 0A
— =—+v-V,A4+v - V,A=0. 8
dt ot * Y 8)

» Conservarea momentului cinetic implicd faptul c3 traiectoria este

continuta in planul perpendicular pe acesta.

» Conservarea energiei cinetice are loc atunci cdnd F-v =0 (de
exemplu, forta Lorentz F = qv x B).

IFortele trebuie s3 aib3 anumite proprietiti convenabile, de ex. s3 nu depind3 de
derivatele de ordin mai mare decat 1 ale lui x.



I11.1.4. Campuri conservative.

» S3 consideram c3 exista functia E = T + V care se conserva pe
orice traiectorie.

» Din teorema energiei cinetice rezulta:

dE dv

» n cazul cAnd V = V/(x) nu depinde de timp sau de vitez, rezult3:
F=-VV. (10)

> In acest caz, V poartd numele de energie potentiala iar campul de
forte F se numeste conservativ.



111.1.4.

>

Campul central.

Un caz special de cdmp conservativ este acela cand potentialul
depinde doar de distanta r pand la un punct (ales ca origine).

Tn acest caz, forta are expresia:
;WX
F=-VV=-V'(r)-. (11)
r
Deoarece x x F =0, L se conserva cf. teoremei momentului cinetic:
L = x X p = const. (12)
Fixadnd axa z de-a lungul lui L, traiectoria este cuprinsd in xOy:

x=Rer, p=m(Rer+ Rley), FFR=—V'(R). (13)

» Momentul cinetic este L = k - L = mR20.
» Ecuatia geodezicii pentru coordonata radiald devine:

. 1d 12
R+ — = Ver(R) =0, Vet (R) = V(R) + 5.

Ecuatia de mai sus este echivalentd cu ec. de conservare a energiei
E = Z(R*+ R*0?) + V(R).

(14)



111.1.5.

| 2

Ecuatiile de miscare.

Pentru coordonata unghiulard avem:
do L L [t dt
— = =0—0)=— —. 15
dt  mR? 0 m/to R2(t) (15)
Pentru cazul orbitelor Tnchise, durata unei perioade este:
m Oo+2m
7(60) = 7/ dé R?(6). (16)
L Jo,

Din conservarea energiei se poate obtine:
R(t)

ER gy
Roo [ &IE = Ver(R)]

unde semnul + se alege cand particula se Tndeparteaza de centru iar
semnul — corespunde situatiei cand aceasta se apropie de centru.
Ecuatia traiectoriei se obtine trecdnd la u = 1/R si poartd numele
de ecuatia lui Binet:

o 2
R2+;[Vef(R)—E]:0:> t—ty=

d?u mdV
YT TR (18)

unde s-a tinut cont ¢ du/df = i1/0.



Probleme

1. S3 se demonstreze teorema energiei cinetice folosind coordonate
generalizate.

2. Oscilatorul armonic izotrop. S3 se studieze miscarea unei particule

1

de mas3 m in cdmpul central generat de potentialul V(r) = kr?.

a

b

C

-2
S3 se gdseasca expresia potentialului efectiv.

S3 se arate c§ minimul potentialului se gdseste la Rech = /L/wm,
unde w = \/k/m.

S3 se reprezinte grafic functia Ver/Vee(Recn) ca functie de variabila
X = R/Rech-

Sa se arate ca pentru 6x = % — 1 K 1, particula efectueaza oscilatii

de amplitudine dxo si pulsatie 2w iar 6 >~ 0y + wt — dxp sin 2wt.

Pornind de la expresia energiei totale, s3 se obtind ecuatia (R = ,/q):

.2 2 E \° 412 E?
g + 4w (quw2> +o 17w2L2 =0, (19)




Probleme

2. Oscilatorul armonic izotrop. (continuare)
f S& se obtind solutia R(t).

1 1/2
R: R= 7{E+\/Ez7w2L2cos[2w(t7to)+2<p]} 2 (20
wy/m
unde ¢ satisface:
- megRg 5 mw2Rg —E 1)
sin2p = ——————, Cos2p = ——0—.
® E2 — 212 Y= JE? — 212

g Folosind schimbarea de variabild y = tg(wt + ¢), s3 se gdseascd 6(t).

0(t) = Go+arctg{atglw(t—to)+p]} —arctg{atgwep},a = 72 i
R: = arc atglw arc atgwept,a= .
0 g g 0 g g E EZ — 22

h S3 se verifice c3 6 = L/mR?.

i Lat = to, particula se gdseste In (xo, y0), avand viteza vo = voxi + vo,yj.
S5 se giseascd 0o, ¢, L si E si s se arate c§ E2 — w?L2 > 0.
. Yo X0 m, > 22
R: 6y = —, bp=—, E= —(vg+wRy), L=mRyw,,,
[ sin g RO cos bp RO 2( 0 0) 0V0, ¢
R mlR2 — E
sin2p = — —POMOVOR cos2¢p = 12 o (22)

/E2 — 212 VEZ — 212



Probleme

3. Miscarea circulara. O particuld de mas3 m se deplaseaza pe o
orbita circulara de razd Ry sub actiunea unei forte care deriva
dintr-un potential central V(R) = V,(R/Ry)". S& se gdseasca:

a

™ Q0 T

Momentul cinetic al particulei, folosind ecuatia lui Binet. [R: Ryy/mnV4]

Perioada 7 miscarii. [R: 7 =27wRy/m/nVg)
Potentialul efectiv V. [R: Ver = Wo(n+2)/2]

Raportul dintre energia cineticd T si cea potentiald V. [R: T/V = n/2]
Raportul vitezelor a doi sateliti avand aceeasi masd, plasati in orbite
circulare Tn cAmp gravitational (n = —1) la distantele Ry, respectiv

R2 = 64R1. [RI Vi = 8V2]

4. Un corp de masa my are greutatea P pe o planetd unde acceleratia
gravitationald este g;. Un al doilea corp de mas3 m, are greutatea
2P intr-un cdmp gravitational de acceleratie g». Stiind c3 cele doud
corpuri impreuna au greutatea 3P pe o planetd cu acceleratia
gravitationald gz, sd se gaseascd g3 n functie de gy si g.

5. S3 se gdseascd acceleratia gravitational3 la suprafata unei planete de
8 ori mai masiva decat Pamantul, stiind ca raza acesteia este de 4
ori mai mare decat cea a Pamantului.



