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Capitolul II. Traiectorii curbilinii.

I II.1. Formulele lui Frenet.

I II.2. Transformări ortogonale.

I II.3. Unghiurile Euler.



II.3. Unghiurile Euler.
II.3.1. Cosinus, ii directori.

I Q i ′
i o transformare ortogonală care transformă baza {ei ′} ı̂n noua

bază {ei}:
ei = ei ′Q

i ′
i . (1)

I Fie γ i
′
i unghiul dintre ei s, i ei ′ , astfel ı̂ncât

ei
′
· ei = cos γ i

′

i = Q i ′
i . (2)

I Componentele Q i ′
i ale matricii Q poartă numele de cosinus, i

directori ai noului reper ortogonal ea fat, ă de reperul init, ial ei .

I Deoarece ea · eb = δab, se obt, in următoarele relat, ii:

ei · ej = (ei ′ cos γ i
′

i ) · (ej′ cos γj
′

j) = δi ′j′ cos(γ i
′

i ) cos(γj
′

j). (3)

I Doarece 6 dintre relat, iile de mai sus sunt independente, numărul de
grade de libertate ale ansamblului de cosinus, i directori este
9− 6 = 3.



II.3.2. Unghiurile de precesie, rotat, ie proprie s, i nutat, ie.

I Fie Ox ′y ′z ′ un reper ortogonal considerat fix.
I Oxyz e obt, inut prin aplicarea unei rotat, ii asupra reperului fix.
I Fie ON linia de intersect, ie a planurilor x ′Oy ′ s, i xOy .
I Unghiul ψ dintre Ox ′ s, i ON se numes, te unghi de precesie.
I Unghiul ϕ dintre Ox s, i ON se numes, te unghi de rotat, ie proprie.
I Unghiul θ dintre Oz ′ s, i Oz se numes, te unghi de nutat, ie.



II.3.3. Descompunerea Euler.

I Cu ajutorul unghiurilor ψ, θ s, i ϕ se poate descompune ı̂n mod unic
rotat, ia care transformă reperul Ox ′y ′z ′ ı̂n reperul Oxyz folosind
rotat, ii ı̂n jurul axelor de coordonate.

I Pasul 1. Efectuând o rotat, ie Q3(ψ) de unghi ψ ı̂n jurul axei z ′, se
obt, ine reperul Ox1y1z1, având versorii {es}, astfel ı̂ncât:

es = ei ′Q
i ′
s = ei ′ [Q3(ψ)]i

′

s . (4)

I Pasul 2. Efectuând o rotat, ie Q1(θ) de unghi θ ı̂n jurul axei x1, se
obt, ine reperul Ox2y2z2, având versorii {es′}, astfel ı̂ncât:

es′ = ei ′ [Q3(ψ)]i
′

s [Q1(θ)]s s′ . (5)

I Pasul 3. Efectuând o rotat, ie Q3(ϕ) de unghi ϕ ı̂n jurul axei z2, se
obt, ine reperul final Oxyz :

ei =ei ′ [Q3(ψ)]i
′

s [Q1(θ)]s s′ [Q3(ϕ)]s
′

i . (6)



III.3.4. Rotat, ia componentelor vectorilor.

I Fie un vector u = ui
′
ei ′ având componentele ui

′
ı̂n raport cu reperul

fix Ox ′y ′z ′.

I Descompunând u = uiei ı̂n raport cu versorii noului reper Oxyz , se
obt, ine:

ui = R i
i ′u

i ′ , R i
i ′ = [R3(ϕ)]i s′ [R1(θ)]s

′

s [R3(ψ)]s i ′ . (7)

I Matricea rezultantă R i ′
i are componentele:

R =

cosϕ cosψ − sinϕ cos θ sinψ − cosϕ sinψ − sinϕ cos θ cosψ sinϕ sin θ
sinϕ cosψ + cosϕ cos θ sinψ − sinϕ sinψ + cosϕ cos θ cosψ − cosϕ sin θ

sin θ sinψ sin θ cosψ cos θ

 .

(8)

I Atent, ie! Înmult, irea matricilor de rotat, ie nu este comutativă, de
aceea e importantă efectuarea rotat, iilor ı̂n ordinea indicată ı̂n ec. (7).



III.3.5. Vectorul de rotat, ie.

I Un solid rigid efectuează o
mis,care de rotat, ie ı̂n sensul acelor
de ceasornic ı̂n jurul unei axe OA.

I Vectorul de rotat, ie ω are direct, ia
axei OA s, i modulul egal cu viteza
unghiulară a rotat, iei.

I Fie un sistem fix Ox ′y ′z ′ s, i reperul
Oxyz legat solidar de rigid, caracterizat
de unghiurile Euler (ψ, θ, ϕ).

I Vectorul de rotat, ie poate fi
descompus ı̂n trei vectori
corespunzători variat, iilor
unghiurilor Euler, după cum urmează:

ω = ωψ + ωθ + ωϕ, (9)

I ωψ este orientat de-a lungul axei Oz ′, având modulul egal cu
∣∣∣ψ̇∣∣∣.

I ωθ este orientat de-a lungul axei ON, având modulul egal cu
∣∣∣θ̇∣∣∣.

I ωϕ este orientat de-a lungul axei Oz , având modulul egal cu |ϕ̇|.



III.3.6. Formulele cinematice ale lui Euler.

I Având ı̂n vedere că axa ON este perpendiculară pe Oz s, i pe Oz ′,
pătratul modulului lui ω este:

ω2 = (ωψ + ωϕ)2 + ω2
θ = ψ̇2 + ϕ̇2 + θ̇2 + 2ψ̇ϕ̇ cos θ. (10)

I Componentele lui ω ı̂n sistemul rotit se pot obt, ine folosind:ωx

ωy

ωz

i

= [R3(ϕ)]i s′ [R1(θ)]s
′

s

0
0

ψ̇

s

+ [R3(ϕ)]i s′

θ̇0
0

s′

+

0
0
ϕ̇

i

(11)
.

I Rezultă formulele cinematice ale lui Euler:

ωx =ψ̇ sinϕ sin θ + θ̇ cosϕ ωx′
=θ̇ cosψ + ϕ̇ sinψ sin θ,

ωy =− ψ̇ cosϕ sin θ + θ̇ sinϕ ⇒ ωy ′
=− θ̇ sinψ + ϕ̇ cosψ sin θ,

ωz =ψ̇ cos θ + ϕ̇, ωz′ =ψ̇ + ϕ̇ cos θ. (12)



Probleme

1. Fie un sistem de referint, ă mobil S (Oxyz) având aceeas, i origine cu
sistemul fix S ′ (Ox ′y ′z ′). Unghiurile Euler cu ajutorul cărora se
obt, ine S din S ′ satisfac legile ψ = ω0t, θ = θ0 s, i ϕ = ω0t. O
particulă descrie ı̂n planul Oxy , ı̂n sens trigonometric, o traiectorie
circulară de rază R, cu centrul ı̂n O, având viteza unghiulară ω0.

a Să se găsească componentele ωi ale vectorului de rotat, ie ω ı̂n sistemul
mobil.

b Să se găsească componentele ωi′ ale vectorului de rotat, ie ω ı̂n sistemul
fix.

c Să se găsească legea de mis,care a particulei ı̂n sistemul fix.

d Să se găsească fort,ele care act, ionează asupra particulei ı̂n sistemul
mobil.

e Să se găsească fort,ele care act, ionează asupra particulei ı̂n sistemul fix.


