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Capitolul Il. Traiectorii curbilinii.
» Il.1. Formulele lui Frenet.
» 11.2. Transformari ortogonale.
» 11.3. Unghiurile Euler.



11.3. Unghiurile Euler.
11.3.1. Cosinusii directori.

» Q" o transformare ortogonal3 care transform3 baza {ej’} In noua
bazi {e;}:
.t
e = e Q’ i (1)

» Fie 7",; unghiul dintre e; si e, astfel incat

i’ i i’
e -e =cosy i =Q ;. (2)
H4 T v . .
» Componentele Q' ; ale matricii Q poarta numele de cosinusi
directori ai noului reper ortogonal e, fatd de reperul initial e;.
» Deoarece e, - e, = 0,p, Se obtin urmatoarele relatii:
-/

ei-e = (e cosy ;) (ej cosy'j) = bvjr cos(v ;) cos(v/}).  (3)

» Doarece 6 dintre relatiile de mai sus sunt independente, numarul de
grade de libertate ale ansamblului de cosinusi directori este
9-6=3.



11.3.2. Unghiurile de precesie, rotatie proprie si nutatie.

Fie Ox’y’z’ un reper ortogonal considerat fix.

Oxyz e obtinut prin aplicarea unei rotatii asupra reperului fix.

Fie ON linia de intersectie a planurilor x’ Oy’ si xOy.

Unghiul ¢ dintre Ox’ si ON se numeste unghi de precesie.
Unghiul ¢ dintre Ox si ON se numeste unghi de rotatie proprie.
Unghiul € dintre Oz’ si Oz se numeste unghi de nutatie.
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11.3.3. Descompunerea Euler.

» Cu ajutorul unghiurilor ¥, 8 si ¢ se poate descompune in mod unic
rotatia care transform3 reperul Ox’y’z’ in reperul Oxyz folosind
rotatii Tn jurul axelor de coordonate.

> Pasul 1. Efectuénd o rotatie Q5(¢)) de unghi ¢ in jurul axei 2/, se
obtine reperul Ox;y1z1, avand versorii {e;}, astfel Tncit:

es =€ Qs =ei[Qs(v)]) s (4)

» Pasul 2. Efectuénd o rotatie Q1(6) de unghi 6 in jurul axei xi, se
obtine reperul Oxay»2>, avand versorii {ey }, astfel incat:

e = e [Qs(1)] S[Q1(0)]°s . (5)

» Pasul 3. Efectuind o rotatie Q5(¢) de unghi ¢ in jurul axei z, se
obtine reperul final Oxyz:

e; Ie,'/[Q3(1/1)]i/s[01(0)]55’[Q3(90)]$,i' (6)



I11.3.4. Rotatia componentelor vectorilor.

. H A AN
» Fie un vector u = u' e avand componentele u' in raport cu reperul
fix Ox'y’z’.
» Descompunand u = u'e; in raport cu versorii noului reper Oxyz, se
obtine:

’

d=Rud Ry = R [RUOF R (7)

> Matricea rezultantd R'/ are componentele:

sinpcost + cospcosfsiny  —sinpsiny + cospcosfcosy  — cospsinb

cos p costy — sinpcosfsiny  — cos psin — sin ¢ cos O cos P sin ¢ sin O
R = .
sin 0 sin ¢ sin 0 cos v cos 0

(®)
> Atentie! Tnmultirea matricilor de rotatie nu este comutativa, de
aceea e important§ efectuarea rotatiilor in ordinea indicat3 tn ec. (7).



111.3.5.

| 4

Vectorul de rotatie.

Un solid rigid efectueaza o

miscare de rotatie Tn sensul acelor z
de ceasornic Tn jurul unei axe OA.
Vectorul de rotatie w are directia
axei OA si modulul egal cu viteza
unghiulard a rotatiei.

Fie un sistem fix Ox'y’z’ si reperul
Oxyz legat solidar de rigid, caracterizat
de unghiurile Euler (¢, 6, ).
Vectorul de rotatie poate fi
descompus in trei vectori X, Nv x
corespunzatori variatiilor

unghiurilor Euler, dupa cum urmeaza:

W = wy +wy +wy, (9)
wy, este orientat de-a lungul axei Oz’, avind modulul egal cu ‘w‘

wy este orientat de-a lungul axei ON, avand modulul egal cu ‘9’

w,, este orientat de-a lungul axei Oz, avand modulul egal cu |4|.



[11.3.6. Formulele cinematice ale lui Euler.

» Aviand Tn vedere c3 axa ON este perpendiculard pe Oz si pe OZ/,
patratul modulului lui w este:

w2 = (wWy 4 wy)? + wi = P2 + ¢ + 0% + 2 cos b, (10)
» Componentele lui w Tn sistemul rotit se pot obtine folosind:

i

WX | / 0 s . 0 s’ 0 i
w’ | = [Ra(o)]'s [RL(O)]° s 0 + [Rs(@)]'s | O +10
w? ) 0 @

» Rezult3 formulele cinematice ale lui Euler:
w* =thsinpsin 6 + 0 cos o w* =6 cos ) + psintpsin 6,
wy:f1/')cosgosin9+0'sincp ﬁwy/:fésianrgbcoswsinG,
w? =1) cos b + ¢, w? =i + ¢ cosb. (12)



Probleme

1. Fie un sistem de referintd mobil S (Oxyz) avand aceeasi origine cu
sistemul fix S (Ox’y’z"). Unghiurile Euler cu ajutorul carora se
obtine S din S’ satisfac legile ) = wot, 8 = 6y si ¢ = wot. O
particuld descrie Tn planul Oxy, in sens trigonometric, o traiectorie
circulara de razd R, cu centrul Tn O, avand viteza unghiularad wy.

a S3 se gaseasca componentele w' ale vectorului de rotatie w n sistemul
mobil.

y . D
b S3 se gdseasca componentele w' ale vectorului de rotatie w Tn sistemul

c S3 se gdseasca legea de miscare a particulei Tn sistemul fix.

d S3 se gaseasca fortele care actioneazd asupra particulei n sistemul
mobil.

e S3 se gdseasca fortele care actioneaza asupra particulei in sistemul fix.



