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Capitolul Il. Traiectorii curbilinii.
» Il.1. Formulele lui Frenet.
» 11.2. Transformari ortogonale.
» 11.3. Unghiurile Euler.



I1.2. Transformari ortogonale.
[1.2.1. Transformari punctuale.

v

in punctul P(x) definim o nou3 baz3 h,:

h,=h;V',.

v

v

Deoarece h, - hy = gap, rezulta:
i\ T
giV'aVp=gap=V gV=yg
» Baza contravarianta se defineste prin:

h* = Vow.

v

Pentru a pastra ortogonalitatea h? - hy, = 69, rezults:

VajV’b(Sj; = (Sab = VV == V = V_l.

» Componentele contravariante se transforma cu regula:
v=v'h;=v’h, = v = V.
» Componentele covariante se transform3 cu regula:

v=yh' =v,h?= v, = vV,

Fie {h;} o baz3 covariant3 si {h/} baza contravariant3.



11.2.2. Transformari ortogonale

» S3 consideram baza generalizatd h; asociatd unei transform3ari
ortogonale de coordonate:

hi-hj=g;= |h,-|25,-j(f5r5 sumare dup3 i) (7)

» Bazei h; i se poate asocia reperul local b;:

[hi|

» Transformirii V', 1i corespunde o transformare Q% care actioneazi
la nivelul reperului local:

L o iy
b, = h, = b; V' Yy = V', 9
T YT @ ey e )

> Impunind ca si baza h, s3 fie ortogonald (bs - by = d,;, rezulta:

55Q:Q0 =0, = QTQ=1. (10)



11.2.3.

>

Matrici ortogonale

Matricile cu proprietatea Q7 Q = / poartd numele de matrici
ortogonale.
Deoarece det(Q7 Q) = (det @)% = 1, rezult3 c3

det Q = +1. (11)

Matricile cu det Q@ = 1 se numesc transformari proprii sau speciale si
reprezintd multimea tuturor rotatiilor.
Matricile cu det @ = —1 se numesc transformari improprii, avand ca
efect suplimentar fata de rotatii si oglindirile.
Matricile ortogonale formeaza grupul ortogonal O(3), deoarece sunt
satisficute axiomele grupului:*
> Element neutru. Matricea unitate / este o matrice ortogonala.
» Element invers. Daca matricea Q este o matrice ortogonald, inversa
acesteia Q7! = Q7 este tot o matrice ortogonal3.
» Inchidere. Prin compunerea a doud transformiri ortogonale @ si Q'
rezultd o matrice Q" = QQ’ care e tot ortogonali:

(Q//)TQ// _ (QI)TQTQQI — (Q/)TQ/ = /. (12)

> Rotatiile (det @ = 1) formeaz3 subgrup care se noteazd cu SO(3).

1Pentru n dimensiuni spatiale, grupul se noteazi O(n).



11.2.4. Rotatia reperului cartezian.

> S3 consideram reperul cartezian e;.

> Rotatia de unghi 8 n jurul axei n are urmatoarele componente in
raport cu reperul cartezian e;:

Q',=6,QY, [Q(n, 0)]7 = 69 cos @+ n'n/ (1—cos B+ ny sin 6.

(13)

» Se poate demonstra c3 rotatiile Tn jurul unei axe fixe n formeaza un
subgrup uniparametric (unidimensional):

Q'a(u,0)Q%(u,0") = Q's(u,0 +0"). (14)

> In cazul rotatiei in jurul axei z, matricea [Q(e3,6)]', are elementele:

cosf sinf O
Q(e3,0) = [ —sinf cosf 0] . (15)
0 0 1

> Matricea de mai sus roteste reperul {e;} intr-un reper {e;} cu
unghiul @ fata de reperul initial 7n sensul acelor de ceasornic.



11.2.5. Rotatia componentelor contravariante ale vectorilor.

» Fie vectorul V = v'e;.
» Deoarece componentele contravariante ale vectorilor se transforma
cu Q@ 1=Q" =R, avem:
' T
vi=RyV, Ry =(QT) =@ (16)
> Matricea de rotatie [R(es, #)]%; a componentelor contravariante este:
cosf —sinf 0\’
[R(es,0)]% = [Q(e3,0)"]; = [ sinf cos® 0] . (17)
0 0 1/ .
J
> Se vede c3 R(es,0) = Q(es, —0). Interpretarea este urmitoarea:

> Matricea Q(es, 0) roteste reperul cu unghiul 6 in sensul acelor de
ceasornic, mentindnd pe V pe loc.

> Matricea R(es, ) roteste vectorul V cu unghiul 6 in sens
trigonometric, mentinand reperul (axele de coordonate) pe loc.



11.1.6.

Marimi cinematice in reperul rotit.

> In urma rotatiei bazei, componentele vectorului de pozitie al unei

v

v

v

v

particule de masa m devin:
x? = R%x'.

Viteza particulei are componentele:

vi=Rv = Rx' =X+ RainbXb =x? - R%x'.

Sa calculdm derivata temporald a lui v?:
v =%+ R Q1 pxP + xP(Q%QTp + Q%Q1p).

Derivata vectorului h, este:

: d i ~i b Ay

ha = a(eiQ a) - eiQ a— R iQ ahbo
Acceleratia a = v = aPh,, are urm3toarele componente:

d
b a b
a’=|—(v?h,)| -h

=xP + 2R Q7 %" + R%; QX%

(18)

(19)



11.1.7. Acceleratia si fortele inertiale Tn sistemul Tn rotatie.

» Ecuatia de miscare F = ma devine:
F*=RbF =m (xb +2RP QX + R";O"cxc) . ()

» Termenul a? = X reprezint3 acceleratia relativi, misurat3 in reperul
n rotatie.

» Termenul a2, = 2RP;Q.x¢ reprezint3 acceleratia Coriolis.
» Termenul a® = R?; Q. x° reprezint3 acceleratia de transport.?

> Acceleratiile aco, i a; pot fi interpretate si ca forte inertiale
rescriind ec. (23) in urm3toarea forma:

mxb = FP 4+ F&,. + F2, (24)
unde fortele Coriolis si de transport sunt:

F&.. = —2mR"*:Q'.x°,  FP = —mR® @ .x°. (25)

2In general, acceleratia de transport contine si un termen care se refer3 la miscarea
de translatie a originii reperului in rotatie fatd de reperul inertial considerat fix:



Probleme

1. Miscarea pe discul in rotatie. Un disc se roteste cu viteza
unghiulara constanta w = wk in sens trigonometric in jurul axei z
(w > 0). Pe acest disc, un punct material de masd m se deplaseazs
cu viteza relativd v? = x?, avand legea de miscare x°(t).

a S3 se scrie matricea de rotatie Q?; a vectorilor bazei.

b S3 se scrie matricea de rotatie R?; a componentelor contravariante ale
vectorilor.

c S3§ se evalueze acceleratia Coriolis a punctului material in functie de w.
d S3 se gdseascd acceleratia de transport in functie de w.

e Pornind de la ecuatia de miscare a punctului material, s3 se gdseasca
fortele care actioneazad asupra acestuia cand punctul material se
deplaseaza spre centrul discului cu viteza constanta.



Probleme

2. Devierea spre est a corpurilor in cadere libera. Un observator terestru este localizat in

punctul P de latitudine nordicd X si longitudine . Fie Ox,y,z, un reper fix avand originea

n centrul Pdmantului, cu axa z, orientatd pe directia axei de rotatie de la polul Sud spre

polul Nord, avand planul x, Oy, ales astfel incat la momentul t = 0, observatorul P s3 fie

situat Tn planul x, Oz,.

a Presupunand cd Pamantul este o sferd rigida, omogena, de raza Rp, care se roteste cu
vitezd unghiulard constantd w 7n jurul axei polilor, s§ se giseascd rotatia R°; in jurul axei
z, care aduce vectorul de pozitie OAP(t) la momentul t in planul x’ Oz’ al noului sistem
de axe Ox'y’Z’. [R: R*j = [R.(—wt)]*i]

b S3 se gdseascd o a doua rotatie R in jurul axei Oy’ care alineazi vectorul de pozitie OP
cu axa verticald Oz a noului sistem de axe Oxyz. [R: R =[R,/ (5 — N)]%]

c Fie o particuld de mas3 m avand coordonatele x? € {x, y, z} 1n raport cu sistemul Oxyz.
Presupunand c3 campul gravitational terestru este omogen si neglijand rezistenta aerului,
s3 se gaseascad ecuatiile de miscare ale acestei particule.

R: % — 2wy sin A — w?(xsin® A + zsin Acos A +g:0,
[ y
-
7+ 2w(ksin A + zcos A) — w’y + & =0,
r

8z

272c/.))'/cos)\7wZ(xsin)\cos)\Jrzcos2 A) + =0. ]



Probleme

2. Devierea spre est a corpurilor in cadere libera. (Continuare)
d S3 se rescrie ecuatiile in functie de h = z — Rp neglijand termenii de ordin R™! si w?, dar
nu si termenii proportionali cu w?R.
[R: % — 2wy sin A — w?Rtsin A cos A =0,
¥+ 2w(xsin A + hcos A) =0,
h— 2wy cos A + g — w?Rcos? A =0. ]

e S3 se arate c3 in aceastd aproximatie, y(t) satisface ecuatia oscilatorului armonic fortat si
sa se gaseasca solutia acestei ecuatii.

Vg sin A + vg cos A

[R:y:yof (1 — cos2wt)
2w
2 y
—w'R A
+w(2wt — sin2wt) + % sin 2wt.
4w? 2w

f Retindnd doar termenii de ordinul w si W2R, 3 se gaseasca legea de miscare a particulei.
) _ x V.2 1 50,
[R: X =xp+ vyt + wyjt sm)\+§thsm>\cos)\,
g — w?’R
¥ =yo + vt — (v sin A + v cos \)wit® + fwﬁ cos A,

1
h=ho + Vit + vJwt’ cos A — E(g—w2Rcosz)\)t2‘ ]



Probleme

2. Devierea spre est a corpurilor in cadere libera. (Continuare 2)

g Neglijand termenii proportionali cu w?R, s3 se scrie solutia pentru cazul cdnd particula
este |3satad s3 cad3 liber din repaus dintr-un punct aflat la t = 0 la indltimea h = H
deasupra punctului P. S3 se gdseascd ecuatia traiectoriei si distanta fatd de P in
momentul cand particula atinge solul (h =~ 0).

9 &g 2 3
R:—————y " —(H—h)"=0.
|: 8 wcos? A ( )

Deoarece in timpul cdderii y > 0, devierea particulei se face c3tre est fatd de P.

h Neglijand termenii proportionali cu w?R, s3 se scrie solutia pentru cazul cand particula
este lansatd din P cu viteza initiald in planul xOz (v§ = 0). S3 se studieze tendinta de
deviere a particulei cand proiectarea se face tangent la meridian (v§ = 0), c3tre polul
nord (vy < 0), atunci cand P se gdseste in emisfera nordicd (sin A > 0).

1
[R Yy = —w(vsin A + v§ cos \)t* + ggwt3 cos )\.}

Pentru cazul particular din enunt, y > 0, ceea ce explica tendinta apelor din emisfera

nordic3 care curg spre nord de a eroda malul estic (de exemplu, Dun3rea la Cernavods).



