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Capitolul Il. Traiectorii curbilinii.
» 1l.1. Formulele lui Frenet.
» 11.2. Transformari ortogonale.
» 11.3. Unghiurile Euler.



II.1. Formulele lui Frenet.
[I.1.1. Tangenta la traiectorie.

» Un punct material are traiectoria x(t) = x'e;.

> Fi_fa punctele Py si P(t) axénd vectorii de pozitie
OPy = x(ty), respectiv OP(t) = x(t).

» Fie s(t) lungimea arcului P/(;P (1).

> Presupunand c3 x(t) = x[s(t)] = x(s),
viteza se poate scrie:

dx .dx
V(t) = E = SE.

» Intr-un interval de timp dt, particula se As P
deplaseaza pe o distantd ds ~ |v|dt.

» Deoarece |v| = §, rezultd c3 dx/ds este versor,
avand interpretarea de vector tangent la traiectorie:
[

r(s | r(s+As)

_dx
T—ds.



11.1.2. Hodograful miscarii, acceleratia si normala
4

principala. v(r+an
» Translatind toti vectorii v(t) intr-o origine +
comun3d O, curba alc3tuitd din punctele A(t)
avand vectorii de pozitie OA(t) = v(t) o ey
poartd numele de hodograful miscarii.
» Viteza punctului A(t) defineste acceleratia: -0

r(n
- dV d .2 dT P

a(t) = i E(ST) =5T+5 o

» Deoarece 72 =1, avem T - dt/ds = 0.
» Conform primei formule a lui Frenet, avem: y Av

A’

dr 1 v (1+An)
— =y,
ds P V(N
unde versorul v este normala principalad la
traiectorie iar p este raza de curbura. o

> a(t) este continutd in planul osculator, definit de 7 si v:

a(t) =a, 7+ av, a =35, a, =p 12 =v*/p, (3)

unde a, este acceleratia tangentiald iar a, este acceleratia normala.



11.1.3.

>

Prima formula a lui Frenet. Raza de curbura.
Fie T si 7’/ tangentele la traiectorie Tn pim Lz
punctul P(s), respectiv P’ = P(s + ds). s \a” M
Unghiul de contingenta ¢ reprezinta

unghiul dintre 7 si 7. p
Vectorul 7 = 7/ — 7 are modulul 07| ~ .

Curbura C a traiectoriei se defineste prin:

€ drt
C=lim —=|—|.
65@0 ds ds
Rezult3 prima formula a lui Frenet:
d 1
T _Cv="v
ds P

Raza de curburd p este inversul curburii:

1 ds 1
=—=lim — = : 4
P=C 7 6% e |dT/ds| *)




11.1.4. A doua formula a lui Frenet. Binormala si raza de
torsiune.

» Directia perpendiculara pe planul osculator poarta numele de
directie binormala.
» Versorul 3 la directia binormala are expresia:

B=T1xv. (5)
» Deoarece 8- 17 =0, avem:
dg dr

» Deoarece 3?2 =1, 3-dB/ds = 0.

» Rezultd a doua formula a lui Frenet:
dg
o=

unde T este torsiunea curbei Tn punctul P.

» Inversa torsiunii se numeste raza de torsiune:

—Tv, (M)

/

o= (8)



[1.1.5. A treia formula a lui Frenet. Triedrul lui Frenet.

» Vectorii (T, v, 3) formeaz3 un triedru drept, cunoscut sub numele de
triedrul lui Frenet.

» Normala v se poate obtine cunoscand tangenta 7 si binormala 3
folosind relatia:

v=—-1Xxp. 9)
» Derivand relatia de mai sus rezultd a treia formula a lui Frenet:
d 1 1
L e Cr+TB=-T+ =8 (10)
ds pop

» S3 consideram miscarea unidimensionald parametrizata prin s.
» Vectorul hg paralel acestei directii satisface:

dx ohy 1
hy = — = = v, 11
ST ds T Js py (11)
» Rezulta urmatoarele relatii:
Fr=ms, F =2g2  Ff=o (12)
p

» Viteza are urmatoarele componente:



11.1.6. Clasificarea miscarilor curbilinii.

Miscare uniform3: a7 =5 =0si v = § = const.
Miscare accelerata: a”s > 0.

Miscare Tncetinitd (deceleratd): a”s < 0.
Miscare uniform accelerata: a” = const.

Miscare rectilinie: a¥ = v?/p = 0, ceea ce implic p — oc.

IS

Miscare rectilinie si uniform3: a¥ = a” = 0.



Probleme

1. Traiectoria circulara. Fie legea de miscare:
x(t) = Rcos p, y(t) = Rsingp, z(t) =0, (14)

unde faza ¢ = ¢(t) e o functie arbitrard de timp iar R = const.
a Sd se gdseascd tangenta la traiectorie si expresia pentru 5.
[R:T= ﬁ(fisingo +jcosp), 5= R|¢o|]
b S3 se gdseasca normala principal3 si raza de curbura p.
[R: v = —(icosp +jsinp), p=R]

c S3 se gdseascd binormala si s3 se descrie planul osculator. [R: B8 = \%Ik]
d S3 se arate c3 raza de torsiune este infinita.

e Sa se verifice a treia formul3 a lui Frenet.

f S5 se giseasc solutia ¢(t) cand F = —mw?x, unde w = const.
[R:v=wR, v = o + wt]



Probleme

2. Traiectoria elicoidala. Fie legea de miscare:
x(t) = Rcoswt, y(t) = Rsinwt, z(t) = wt, (15)

unde R, w si vy sunt constante pozitive.

a S3 se gdseasca tangenta la traiectorie si expresia pentru s.

[R: 7 = 1(wRe, + wk), 5 = \/w?R? + V]

b S3 se gdseasca normala principal3 si raza de curbura p.
[R: v = —eg, p= R(1 + v§/w?R?)]

c Sa se gdseascd binormala si s3 se descrie planul osculator.
.3 _1
[R: B = z(wRk — voe,)]

d S35 se giseasc3 raza de torsiune. [R:p = “V’f(l + v /w?R?))



Probleme

3. Cicloida. Fie legea de miscare:

x(t) = R(wt — sinwt), y(t) = R(1 — coswt), z(t) =0,
(16)
unde R si w sunt constante pozitive.

a S3 se gdseascd tangenta la traiectorie si expresia pentru §.
[R: 7 = FetB(isin 4 +jcos %), § = 2wRlsin(wt/2)]]

b S3 se gdseasca normala principal3 si raza de curbura p.

[Riv = %(icos &t —jsin 5°), p = 4rlsin(wt/2)]]

c S3 se gdseascad binormala si s3 se descrie planul osculator.

[R: B = k]



