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I.3. Transformări generale de coordonate.
I.3.1. Coordonate generalizate.

I Fie trei variabile reale independente q1, q2, q3 ı̂n raport cu care
definim:

x1 = f 1(q1, q2, q3), x2 = f 2(q1, q2, q3), x3 = f 3(q1, q2, q3).
(1)

I Ec. (1) se numes, te o transformare generală de coordonate dacă
funct, iile fi sunt continue de clasă cel put, in C1 s, i sunt biject, ii, având
inversele definite prin:

q1 = g 1(x1, x2, x3), q2 = g 2(x1, x2, x3), q3 = g 3(x1, x2, x3).
(2)

I Pentru simplitate, presupunem că originea O ′ cu xO′ = f i (0, 0, 0)ei

a noului sistem de coordonate coincide cu O.
I Într-un punct P având vectorul de pozit, ie xP = x iei , vectorii

tangent, i la coordonatele (q1, q2, q3) sunt:

h1(q1, q2, q3) =∂q1 x = ei∂f i (q1, q2, q3)/∂q1,

h2(q1, q2, q3) =∂q2 x = ei∂f i (q1, q2, q3)/∂q2,

h3(q1, q2, q3) =∂q3 x = ei∂f i (q1, q2, q3)/∂q3. (3)



I.3.2. Elementul de linie. Tensorul metric.
I Să considerăm o deplasare infinitezimală:

dr = dx iei = ei
∂x i

∂qj
dqj = hjdqj . (4)

I Pătratul lungimii segmentului infinitezimal dr este

ds2 =dr · dr = dx2 + dy 2 + dz2

=(hidqi ) · (hjdqj) = gijdqidqj , (5)

unde gij reprezintă tensorul metric, având componentele:

gij = hi · hj . (6)

I În cazul când tensorul metric este diagonal (gij = 0 pentru i 6= j),
sistemul de coordonate {qi} se numes, te ortogonal.

I Tensorului metric gij i se asociază tensorul metric invers g ij având
proprietatea:

g ijgjk = δj k , gijg
jk = δi

k . (7)

I În practică, gij poate fi văzut ca o matrice tridimensională, g ij

reprezentând inversa matriceală a lui gij .



I.3.3. Componente covariante s, i contravariante.
I Baza {hi} = ∂x/∂qi se numes, te covariantă.
I Bazei covariante {hi} i se asociază baza contravariantă definită prin:

hi = ∇qi . (8)

I Cele două baze sunt conjugate ı̂n sensul că:

hi · hj = (∇qi ) · ∂x

∂qj
=
∂qi

∂xk

∂xk

∂qj
=
∂qi

∂qj
= δi j . (9)

I Un vector v poate fi dezvoltat ı̂n raport cu ambele baze:

v = v ihi = vih
i . (10)

I Componentele v i (cu indicii sus) sunt componente contravariante:

v i = v · hi . (11)

I Componentele vi (cu indicii jos) sunt componente covariante:

vi = v · hi . (12)

I Componentele covariante s, i contravariante sunt corelate prin
intermediul tensorului metric s, i tensorului metric invers:

vi = v · hi = (v jhj) · hi = gijv
j , v i = g ijvj . (13)



I.3.4. Simbolurile Christoffel.

I Derivatele bazei contravariante hi se pot scrie cu ajutorul
simbolurilor Christoffel Γkij :

hk · hi,j ≡ hk ·
∂hi

∂qj
= Γkij . (14)

I Simbolurile Christoffel de ordinul 2 sunt:

Γk
ij = gk`Γ`ij = gk`h` · hi,j = hk · hi,j = −hi ·

∂hk

∂qj
. (15)

I O formulă utilă pentru citirea simbolurilor Christoffel de ordinul 2
este:

hi,j = Γk
ijhk . (16)



I.3.5. Mărimi cinematice ı̂n coordonate generalizate.
Ecuat, ia geodezicii.

I Fie un punct material având traiectoria x(t).
I Viteza acestuia este

v =
dx

dt
=

dx i

dqj

dqj

dt
ei = hj

dqj

dt
= v j

qbj , (17)

unde viteza ı̂n raport cu coordonatele generalizate are componentele
v j
q = hj q̇

j (fără sumare după j).
I Accelerat, ia se poate scrie:

d2x

dt2
=

d2qj

dt2
hj +

∂hj

∂qk

dqk

dt

dqj

dt
. (18)

I Derivata lui hj poate fi ı̂nlocuită folosind simbolurile Christoffel:

∂hj

∂qk
= Γijkhi = Γijkg i`h` = Γ`jkh`. (19)

I Rezultă ecuat, ia geodezicii:

d2x

dt2
=

(
d2qi

dt2
+ Γi

jk
dqj

dt

dqk

dt

)
hi . (20)



I.3.6. Fort, e inert, iale.
I Fie o particulă de masă m având vectorul de pozit, ie x(t) asupra

căreia actionează o fort, ă F:

F = m
d2x

dt2
. (21)

I În coordonate generalizate {qi} avem:

F = F iei = F i ∂qj

∂x i
hj = F j

qhj , F j
q =

∂qj

∂x i
F i , (22)

unde F j
q sunt componentele lui F ı̂n raport cu baza hj .

I Legea a doua a lui Newton devine:

F i
q = m

(
d2qi

dt2
+ Γi

jk
dqj

dt

dqk

dt

)
. (23)

I Trecând termenul al doilea din membrul drept ı̂n membrul stâng se
obt, ine interpretarea acestuia ca fort, ă inert, ială:

m
d2qi

dt2
= F i

q −mΓi
jk

dqj

dt

dqk

dt︸ ︷︷ ︸
fort, ă inert, ială

. (24)



I.3.7. Repere locale.

I Reperul local {b1̂,b2̂,b3̂} atas, at coordonatelor generalizate ı̂n
punctul P este format din versorii vectorilor tangent, i corespunzători.

b1̂ =
1

h1
h1, b2̂ =

1

h2
h2, b3̂ =

1

h3
h3, (25)

unde h1, h2 s, i h3 poartă numele de Coeficient, i Lamé:

h1 = |h1|, h2 = |h2|, h3 = |h3|. (26)

I Reperul local contravariant este dat de vectorii bi definit, i prin:

b1̂ = h1h1, b2̂ = h2h2, b3̂ = h3h3. (27)

I Notând cu indici cu căciulă componentele ı̂n raport cu reperul local
avem:

F î
q = mhi

(
q̈i + Γi

jk q̇j q̇k
)
. (28)



I.3.8. Reducerea dimensională.
I Considerăm cazul unei particule a cărei traiectorii este constrânsă la

o suprafat, ă parametrizată folosind două coordonate q1 s, i q2.
I h1 = ∂x/∂q1 s, i h2 = ∂x/∂q2 nu mai reprezintă o bază ı̂n E3.
I Deoarece hi,j nu e neapărat cont, inut ı̂n planul generat de {h1,h2},

este convenabilă construirea simbolurior Christoffel folosind formula:

Γijk =
1

2
(gij,k + gik,j − gjk,i ), (29)

unde gij,k = ∂gij/∂qk iar gij = hi · hj este un tensor bidimensional
(cu 4 componente).

I Ecuat, ia geodezicii (23) rămâne neschimbată.
I Pentru studierea fort, ei necesare pentru ment, inerea particulei pe

suprafat, ă, se introduce versorul normal la suprafat, ă:

n = ± h1 × h2

|h1 × h2|
, (30)

unde semnul se alege a.̂ı. n să indice ı̂nspre exteriorul suprafet, ei.
I Înmult, ind scalar ec. (18) cu n rezultă:

F · n = m(n · hi,j)q̇i q̇j . (31)



Probleme

1. Coordonate cilindrice. Să considerăm sistemul de coordonate
cilindrice (R, θ, z).
a Să se găsească baza generalizată aferentă acestor coordonate.

[R : hR = i cos θ + j sin θ, hθ = R(−i sin θ + j cos θ)]

b Să se găsească componentele tensorului metric. [R: gRR = 1, gθθ = R2]

c Să se găsească simbolurile Christoffel. [R: Γθ rθ = Γθθr = R−1, Γr
θθ = −R]

d Să se găsească ecuat, iile geodezicii.[
R: m(R̈ − Rθ̇2) = FR

, m

(
θ̈ +

2

R
Ṙθ̇

)
= Fθ

]

e Particula este constrânsă să se deplaseze pe suprafat, a cilindrului de
rază R = R0 = const. Să se scrie ecuat, iile geodezicii pentru acest caz
s, i să se rezolve sistemul presupunând F θ = 0. Care este interpretarea
fort, ei FR?



Probleme
2. Coordonate sferice. Să considerăm sistemul de coordonate sferice

(r , θ, ϕ).
a Să se găsească baza generalizată aferentă acestor coordonate.

[R : hr =i sin θ cosϕ + j sin θ sinϕ + k cos θ,

hθ =r(i cos θ cosϕ + j cos θ sinϕ− k sin θ),

hϕ =r sin θ(−i sinϕ + j cosϕ)]

b Să se găsească tensorul metric. [R: grr = 1, gθθ = r2, gϕϕ = r2 sin2 θ]

c Să se găsească simbolurile Christoffel.[
R : Γθ rθ = Γϕrϕ =

1

r
, Γr

θθ = −r ,

Γϕθϕ = cot θ, Γr
ϕϕ = −r sin2

θ, Γθϕϕ = − sin θ cos θ

]

d Să se găsească ecuat, iile geodezicii.[
R: m(r̈ − r θ̇2 − rϕ̇2 sin2

θ) = F r
,

m

(
θ̈ +

2

r
ṙ θ̇ − ϕ̇2 sin θ cos θ

)
= Fθ, m

(
ϕ̈ +

2

r
ṙϕ̇ + 2θ̇ϕ̇ cot θ

)
= Fϕ

]



Probleme

3. Pornind de la ec. (6) s, i (14), să se demonstreze ec. (29).

4. Mis, carea pe cilindru. O particulă este constrânsă să se mis, te pe un
cilindru de rază R0.

a Să se găsească baza generalizată aferentă coordonatelor θ s, i z . [R:

hθ = R0(−i sin θ + j cos θ), hz = k]

b Să se găsească componentele tensorului metric. [R: gθθ = R2
0 , gzz = 1]

c Folosind ec. (29), să se arate că simbolurile Christoffel se anulează.
d Să se găsească ecuat, iile geodezicii. [R: mθ̈ = Fθ , mz̈ = F z ]

e Să se găsească normala n la suprafat, ă s, i expresia fort, ei F · n care t, ine
particula pe suprafat, a cilindrului. [R: n = i cos θ + j sin θ, F · n = −mR0θ̇

2]



Probleme
5. Mis,carea pe tor. Să considerăm un sistem bidimensional cu geometrie toroidală. Suprafat,a

torului poate fi parametrizată cu ajutorul unghiurilor θ s, i ϕ după cum urmează:

x = (R + r cos θ) cosϕ, y = (R + r cos θ) sinϕ, z = r sin θ. (32)

a Să se găsească vectorii hθ s, i hϕ.

[R : hθ =− r sin θ(i cosϕ + j sinϕ) + rk cos θ,

hϕ =(R + r cos θ)(−i sinϕ + j cosϕ)]

b Să se găsească tensorul metric. [R: gθθ = r2, gϕϕ = (R + r cos θ)2]
c Folosind ec. (29), să se găsească simbolurile Christoffel de ordinul 1 (cu indicii jos).

[R: Γθϕϕ = −Γϕϕθ = −Γϕθϕ = r sin θ(R + r cos θ)]
d Să se găsească simbolurile Christoffel de ordinul 2.

[R: Γθϕϕ = r−1 sin θ(R + r cos θ), Γϕθϕ = Γϕϕθ = − r sin θ
R+r cos θ ]

e Să se găsească ecuat, iile geodezicii.[
R: m[θ̈ + r−1

ϕ̇
2 sin θ(R + r cos θ)] =Fθ,

m

(R + r cos θ)2

d

dt
[ϕ̇(R + r cos θ)2] =Fϕ

]

f Să se găsească normala la suprafat, ă. [R: n = cos θ(i cosϕ + j sinϕ) + k sin θ]
g Să se găsească fort,a care t, ine particula pe tor.

[R: F · n = −m[r θ̇2 + cos θ(R + r cos θ)ϕ̇2]]


