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Capitolul I. Transformari de coordonate
» |.1. Transformari Galilei.
» |.2. Spatiul E3 al vectorilor tridimensionali.
» |.3. Transformari generale de coordonate.



|.3. Transformari generale de coordonate.

|.3.1. Coordonate generalizate.
> Fie trei variabile reale independente g, g%, g% in raport cu care
definim:
xt=1fYq" % %), X =f(d"dq), < =7(d¢ )

(1)
» Ec. (1) se numeste o transformare generald de coordonate daca
functiile f; sunt continue de clasa cel putin C; si sunt bijectii, avand
inversele definite prin:
2 3 2 2(1 2 3 3
g =g'0 X%, @ =g 0), @ =g ().
» Pentru simplitate, presupunem c§ originea O’ cu xor = /(0,0,0)e
a noului sistem de coordonate coincide cu O.
» Intr-un punct P avand vectorul de pozitie xp = x'e;, vectorii
tangenti la coordonatele (g, g2, ¢®) sunt:

hi(q', 4% ¢°) =0gx = eidf'(q', 4%, ¢*) /0",
hZ(q 7q ,q ):anX: eiaf’(q 7q »dq )/aq y
h3(q', ¢, ¢°) =0:x = e0f (¢*, 4%, ¢°)/94°. (3)



[.3.2. Elementul de linie. Tensorul metric.

>

>

>

>

S3 consideram o deplasare infinitezimala:
dr — die; — &, dg — hydg/ 4
r= xe,fe,a—qj ¢ =h;d¢. (4)

Patratul lungimii segmentului infinitezimal dr este

ds®> =dr - dr = dx* + dy® + dz°

=(h;idq') - (hjd¢’) = g;dq'de’, (5)
unde gj reprezintd tensorul metric, avand componentele:
gj=hi-h; (6)

in cazul cand tensorul metric este diagonal (g; = 0 pentru i # j),

sistemul de coordonate {g'} se numeste ortogonal.
Tensorului metric g;; i se asociaza tensorul metric invers g avand
proprietatea:

glgi =, gig = oi*. (7)

In practicd, gjj poate fi vazut ca o matrice tridimensionald, g¥

reprezentand inversa matriceald a lui gj;.



|.3.3. Componente covariante si contravariante.

Baza {h;} = 0x/9q' se numeste covariants.

vy

h' = Vq'.
» Cele doud baze sunt conjugate Tn sensul ca:
.g_aiqiaixk_aqi_ i
o¢ oxkog o 7

» Un vector v poate fi dezvoltat in raport cu ambele baze:

h'-h; = (Vq)

Vv = V’h,' = V,'hl.

Bazei covariante {h;} i se asociazd baza contravariant3 definita prin:

(8)

(9)

(10)

» Componentele v’ (cu indicii sus) sunt componente contravariante:

v =v-h'

» Componentele v; (cu indicii jos) sunt componente covariante:

V,':V-h,'.

» Componentele covariante si contravariante sunt corelate prin
intermediul tensorului metric si tensorului metric invers:

v,-:v-h,-:(vjhj)-h,-:g,-jvj, vi:g/j\/j.

(11)

(12)

(13)



[.3.4. Simbolurile Christoffel.

» Derivatele bazei contravariante h; se pot scrie cu ajutorul
simbolurilor Christoffel I'y;:

Oh;
hk.hi’jzhk.aiqj = Fk,J (14)
» Simbolurile Christoffel de ordinul 2 sunt:
Ohk
Fk,-j:gkérg,j-:gkéhg~h,-7j:hk-h,-)j:—h,wa—qj. (15)
» O formuld utild pentru citirea simbolurilor Christoffel de ordinul 2

este:
h; ; =%y (16)



|.3.5. Marimi cinematice in coordonate generalizate.

Ecuatia geodezicii.
» Fie un punct material avand traiectoria x(t).
> Viteza acestuia este
_dx  dx' dg d¢/

=—=—""Te =h— =vb; 17
VT g T dg de T Mgy T Ve (17)

unde viteza n raport cu coordonatele generalizate are componentele
vy = h;¢ (fard sumare dupd ).
» Acceleratia se poate scrie:

d’x  d*¢/ oh; dg* dq/
—=——h+ 2 18
dt? ae Ogk dt dt (18)
» Derivata lui h; poate fi inlocuitd folosind simbolurile Christoffel:
oy
gk
> Rezultd ecuatia geodezicii:
d?x d?q’ - dg/ dg*
Pl ri, =
dt? ( g T K de de )

= F,-jkh" = F,-J-kg"ehg = rejkhg. (19)

h;. (20)



1.3.6. Forte inertiale.

» Fie o particuld de mas3 m avand vectorul de pozitie x(t) asupra
careia actioneaza o forta F:

d?x
» In coordonate generalizate {q'} avem:
oled - o¢
F=Fles=F LTh=Fih;, Fi=2TF 22
e ox' q Ox’ ( )

unde Fg,' sunt componentele lui F in raport cu baza h;.
> Legea a doua a lui Newton devine:

. d*q’ : qu dq
Fi=m(—3 +Tx 2
q m(dt2+ dt dt> (23)

» Trecand termenul al doilea din membrul drept in membrul sting se
obtine interpretarea acestuia ca forta inertiala:

d2 i . .
T —F - mr, L (24)
—_——

m dt2 q

fortd inertiald



1.3.7. Repere locale.

> Reperul local {b;,bs,bs} atasat coordonatelor generalizate in
punctul P este format din versorii vectorilor tangenti corespunzatori.

1 1 1
bi - Flh17 bé - thQ, b§ - h73h3, (25)

unde hy, hy si hs poartd numele de Coeficienti Lamé:
h1 = |hy], hy = |hy|, hs = |hs]. (26)
» Reperul local contravariant este dat de vectorii b’ definiti prin:
bl = mh!, b2 =hh?® b’ =hh’. (27)

» Notand cu indici cu caciuld componentele in raport cu reperul local
avem:

Fi=mh; (§ + Tl g) . (28)



[.3.8. Reducerea dimensionala.

>

Consideram cazul unei particule a c3rei traiectorii este constransa la
o suprafatd parametrizat3 folosind dou3 coordonate ¢! si g°.

h; = 0x/9q* si hy = 0x/0g? nu mai reprezint o bazi in E;.
Deoarece h; j nu e neapdrat continut in planul generat de {hy, hy},
este convenabild construirea simbolurior Christoffel folosind formula:

1
Cijk = §(gij,k + gikj — 8jk.i)s (29)

unde gji x = 8g,-j/8qk iar gjj = h; - h; este un tensor bidimensional
(cu 4 componente).

» Ecuatia geodezicii (23) ramine neschimbats.

Pentru studierea fortei necesare pentru mentinerea particulei pe
suprafata, se introduce versorul normal la suprafata:
h1 X h2

" k) =0

unde semnul se alege a.T. n s3a indice Tnspre exteriorul suprafetei.
Inmultind scalar ec. (18) cu n rezulta:
F-n

=m(n-h;;})q'¢. (31)



Probleme

1. Coordonate cilindrice. S3 consideram sistemul de coordonate
cilindrice (R, 0, z).

a S3 se gdseasca baza generalizatd aferent3 acestor coordonate.

R: hgr =icosf +jsin6, hg = R(—isin 6 + jcos 0)]
b S3 se gdseasca componentele tensorului metric. [R: grr = 1, go9 = R?
c Sa se gdseascd simbolurile Christoffel.  [R: 1%, =T%, = R™%, Mgy = —R]
d S3a se gaseasca ecuatiile geodezicii.
.. 5 R .. 2 .. 0
R mR—RE)=F"  m(f+ZR0)=F

e Particula este constransa s3 se deplaseze pe suprafata cilindrului de
razd R = Ry = const. S3 se scrie ecuatiile geodezicii pentru acest caz
si s3 se rezolve sistemul presupunand F® = 0. Care este interpretarea
fortei FR?



Probleme

2. Coordonate sferice. S3 consideram sistemul de coordonate sferice
(r,0, ).

a S3 se gdseasca baza generalizatd aferent3 acestor coordonate.
[R: h, =isin 6 cos p + jsin 6sin ¢ + kcos 6,
hg =r(icos 6 cos ¢ + jcos O sinp — ksin §),
h, =rsin 6(—isin ¢ + jcos )]
b S3 se gdseasca tensorul metric. [R: g =1, oo = 1*, gpp = r’sin’ 0]
c Sa se gdseascd simbolurile Christoffel.
1
[R: MMo=Te==, Tg=-—r,
r
r“’gq, = cot 6, F'WP = —r sin2 0, FGWP = —sin 6 cos 0:|
d S3 se gaseascd ecuatiile geodezicii.

|:R: m(F — r6® — r?sin0) = F',

2.4 g, 6 L2 5. ”
m|60+ —r0 — ¢ sinfcosh | =F7, m| @+ —Fp+20pcotd | =F
r r



Probleme

3. Pornind de la ec. (6) si (14), s3 se demonstreze ec. (29).

4. Miscarea pe cilindru. O particul3 este constransa s3 se miste pe un
cilindru de raza Ry.

a

™ QO 0 T

S3 se gdseascd baza generalizat3 aferentd coordonatelor 0 si z. [R:
hg = Ro(—isin@ + jcos 0), h, = k]

S3 se gdseascd componentele tensorului metric. [R: goo = RZ, g2 = 1]
Folosind ec. (29), s3 se arate c3 simbolurile Christoffel se anuleazi.

S3 se gaseascd ecuatiile geodezicii. [R: mé = F®, mz = F?)
S3 se gdseascd normala n la suprafatd si expresia fortei F - n care tine

particula pe suprafata cilindrului. [R:n=icosf +jsin6, F-n=—mRy6?



Probleme

5. Miscarea pe tor. S3 consideram un sistem bidimensional cu geometrie toroidal3. Suprafata
torului poate fi parametrizatd cu ajutorul unghiurilor 6 si ¢ dupd cum urmeaza:

x = (R4 rcos8)cos ¢, y = (R + rcosf)sin ¢, z=rsinf. (32)

a S3 se gdseascd vectorii hg si h,.

[R: hg = — rsinf(icos ¢ + jsin ) + rkcos 6,
h, =(R + rcos §)(—isin ¢ + jcos )]

b S3 se gdseascd tensorul metric. [R: goo = r? gpp = (R + rcos6)?]
c Folosind ec. (29), s3 se gdseascd simbolurile Christoffel de ordinul 1 (cu indicii jos).
[RiTopp = —Tppo = —Tpop = rsinO(R + rcos )]
d S3 se gaseasca simbolurile Christoffel de ordinul 2.
[RiT,p = rtsin@(R+rcosf), Mg, =T% 9 = — R;iigo‘ze]
e S3 se gaseascd ecuatiile geodezicii.

R: m[f + r ' sin O(R + rcos 0)] =F?,

m d .
7(’? p— E[L,D(R + rcos0)’] =F¢

f S§ se gdseascd normala la suprafat3. [R: n = cos (i cos ¢ + jsin ) + ksin 6]
g S& se gdseascd forta care tine particula pe tor.

[R: F-n = —m[r6? + cos O(R + r cos 6)?]]



