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Capitolul I. Transformări de coordonate

I I.1. Transformări Galilei.

I I.2. Spat, iul E3 al vectorilor tridimensionali.

I I.3. Transformări generale de coordonate.



I.2. Spat, iul E3 al vectorilor tridimensionali.
I.2.1. Definit, ii.

I E3 e un spat, iu liniar 3D definit pe corpul R ı̂n care s-a introdus un
produs scalar.

I E3 e ı̂nzestrat cu 3 operat, ii:
1. Operat, ia internă de adunare sau compunere a vectorilor care:

I este asociativă: a + (b + c) = (a + b) + c;
I admite un element neutru 0: a + 0 = a, ∀a ∈ E3.
I asociază fiecărui vector a inversul −a a.̂ı.: a + (−a) ≡ a − a = 0.

2. Înmult, irea cu scalari α, β, λ, . . . din R:
I Distributivitate: α(a + b) = αa + αb.
I Asociativitate: α(βa) = (αβ)a.
I Element nul: 0a = 0.

3. Produsul scalar · : E3 × E3 → R care:
I este simetric (abelian): a · b = b · a.
I este liniar ı̂n ambii termeni:

c · (αa + βb) = (αa + βb) · c = αa · c + βb · c.
I a2 = a · a ≥ 0 cu egalitate pentru vectorul nul a = 0.

I Fiecărui vector a i se poate asocia norma |a| =
√
a2, respectiv

versorul ua = a/|a| cu u2
a = 1.



I.2.2. Descompunerea ortogonală a spat, iului E3.

I O bază ı̂n E3 este formată din 3 vectori arbitrari, cu condit, ia ca
aces, tia să fie liniar independent, i.

I Este convenabilă utilizarea unei descompuneri ortogonale ı̂n raport
cu o bază formată din vectori ortogonali:

E3 = E1(e1)⊕E1(e2)⊕E1(e3), e i ·e j = δij =

{
1, i = j

0, i 6= j ,
, (1)

unde e i sunt versori ortogonali iar δij este simbolul Kronecker.

I Fiecare vector e i generează un subspat, iu unidimensional al lui E3:
E1(e i ) = {λe i |λ ∈ R}.

I Orice vector x ∈ E3 se poate descompune ı̂n raport cu {e i}:

x = x1e1 + x2e2 + x3e3 ≡
3∑

i=1

x ie i = x ie i , (2)

unde ı̂n partea dreaptă am introdus convent, ia de sumare implicită a
lui Einstein după indicii care se repetă.



I.2.3. Componentele vectorilor.

I Mărimile scalare xi (i = 1, 2, 3) se numesc componentele vectorului
x ı̂n raport cu baza {e i}.

I Componentele xi se obt, in luând produsul scalar dintre x s, i e i :

e i · x = e i · (x je j) = x j(e i · e j) = x jδij = xi , (3)

unde ultima relat, ie reprezintă o proprietate a simbolului Kronecker.

I Componentele lui e i sunt δij :

ei ;j = e i · e j = δij , ei ;je j = δije j = e i . (4)

I Produsul scalar a doi vectori este

a · b = (aie i ) · (bje j) = δija
ibj = a1b1 + a2b2 + a3b3. (5)

I Componentele unui versor u sunt cosinus, ii directori cos θi :

u·e i = cos θi , u = cos θie i , u
2 = cos2 θ1+cos2 θ2+cos2 θ3 = 1.

(6)



I.2.4. Produsul vectorial.
I În spat, iul tridimensional E3 se defines, te produsul scalar a doi vectori
× : E3 × E3 → E3 cu proprietăt, ile:

I antisimetrie: a × b = −b × a;
I liniaritate ı̂n ambii termeni:

(αa + βb)× c = −c × (αa + βb) = αa × c + βb × c .

I Regulile de calcul a produsului vectorial a× b, respectiv a produsului
mixt (a × b) · c sunt:

a × b =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ , (a × b) · c =

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ . (7)

I Componenta i a produsului vectorial a × b se poate scrie compact
folosind simbolul Levi-Civitta εijk :

(a × b)i = (a × b) · e i = εijka
jbk , (8)

εijk =


1, (i , j , k) este o permutare pară a lui (1, 2, 3)

−1, (i , j , k) este o permutare impară a lui (1, 2, 3)

0, când i = j , j = k sau k = i .

(9)



I.2.5. Forme multiliniare s, i tensori.

I O formă liniară F : E3 → R este o aplicat, ie liniară cu proprietatea:

F (αa + βb) = αF (a) + βF (b). (10)

I Numerele reale Fi = F (e i ) reprezintă coeficient, ii lui F ı̂n baza {e i}.
I Formei liniare F i se poate asocia un vector F = Fie i ∈ E3 iar

F (x) = F (x ie i ) = x iF (e i ) = x iFi = x · F . (11)

I Tensorii de rangul 2 sunt formele bilinare T : E3 × E3 → R:

T (αa + βb, c) =αT (a, c) + βT (b, c),

T (a, βb + γc) =βT (a,b) + γT (a, c). (12)

I Definind coeficient, ii formei bilinare Tij = T (e i , e j), rezultă
T (a,b) = Tija

ibj .



Probleme.

1. Să se arate că ajδij = ai ı̂nlocuind pe rând i cu 1, 2 s, i 3.

2. Să se arate că δijδjk = δik.

3. Să se arate că εijkεij` = 2δk`.

4. Să se arate că εijkεi`m = δj`δkm − δjmδk`.
5. Să se arate că a × (b × c) = b(a · c)− (b · a)c .

6. Să se demonstreze identitatea Jacobi:

a × (b × c) + b × (c × a) + c × (a × b) = 0.

7. Să se arate că (a × b) · (c × d ) = (a · c)(b · d )− (a · d )(b · c).


