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V.3. Masa maximă a stelelor neutronice.
V.3.1. Observabile s, i necunoscute.

▶ Piticele albe (PA) s, i stelele neutronice (SN) sunt stele alcătuite din
materie degenerată, ı̂n sensul că EF ≫ kBT ı̂n majoritatea regiunii
interioare a stelei.

▶ Spre deosebire de PA, care prezintă variat, ii ce depind de compozit, ia
lor chimică (pe bază de C, O, Mg, etc), SN prezintă principial o
singură varietate, deoarece materia nucleară ce compune SN este
practic făurită ı̂n interiorul acestora, fiind independentă de
compozit, ia chimică init, ială a stelei din care s-au născut.

▶ Deoarece condit, iile extreme care se găsesc ı̂n interiorul SN nu pot fi
reproduse ı̂n laboratoarele terestre, proprietăt, ile materiei din
interiorul acestora (ec. de stare) trebuie descrise cu modele teoretice.

▶ Pentru a fi realiste, aceste modele trebuie să reproducă
caracteristicile observate ı̂n laborator.

▶ Observat, iile astronomice prezintă observabile importante cu ajutorul
cărora pot fi selectate modelele pentru materia nucleară densă, cum
ar fi masa maximă, relat, ia masă-rază s, i coeficient, ii de
deformabilitate Love.



V.3.2. Masa stelelor neutronice cunoscute până ı̂n 2012.1

0, 5 1 1, 5 2 2, 5

0, 5 1 1, 5 2 2, 5
(Masa stelei neutronice ı̂n unităt, i M⊙)

▶ Observat, iile astronomice par să indice că majoritatea SN au mase ı̂n
jurul valorii de 1, 5M⊙, ı̂nsă unele SN par să aibă mase ≲ 3M⊙.

▶ Întrebare: Cum se poate estima valoarea maximă a masei unei SN?

1J. M. Lattimer, Ann. Rev. Nucl. Part. Sci. 62, 485 (2012).



V.3.3. Restrict, ii de cauzalitate.

▶ În cursul trecut am văzut că pentru materia incompresibilă
(ρ = const) s, i pentru cea ultrarelativistă (3P = ρc2), M∗ nu e
restrict, ionată.

▶ Ambele modele au deficient,e care fac predict, iile acestora să fie
nerealiste.

▶ În vecinătatea suprafet,ei stelei (̂ın crusta stelei), ρ scade sub
densitatea de saturat, ie ρnucl ⇒ neutronii devin nerelativis, ti.

▶ În fluidul relativist, viteza sunetului satisface c2s = ∂P/∂ρ, valoarea
acesteia trebuind să respecte condit, ia de cauzalitate, cs < c .

▶ În cazul materiei incompresibile, cs →∞ s, i deci modelul devine
acauzal.

▶ Pentru ρ ≲ 2ρnucl, putem considera că SN e alcătuită din materie
barionică obis,nuită (elemente din tabelul periodic), supuse ı̂nsă unor
condit, ii extreme de presiune s, i de câmp magnetic.



▶ Ecuat, iile de stare realiste trebuie să satisfacă condit, ia de cauzalitate,
u = 1

c2 (∂P/∂ρ) ≤ 1, precum s, i condit, ia de stabilitate, u > 0.

▶ În principiu, P(ρ) se cunoas, te pentru ρ < ρ0 (̂ın domeniul accesibil
laboratoarelor).

▶ Presupunând că P(ρ) se cunoas, te s, i pentru ρ > ρ1, Clifford E.
Rhoades s, i Remo Ruffini au arătat ı̂n 19742 ı̂n baza unui calcul
variat, ional că M∗ are valori extreme pentru u = 0 sau 1, maximul
fiind atins pentru configurat, ia (a) din figură.

▶ În continuare, vom considera că ec. de stare este cunoscută pentru
ρ < ρ0 = 2ρnucl, iar ρ1 →∞.

2C. E. Rhoades, R. Ruffini, Phys. Rev. Lett. 32 (1974) 324–327.
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▶ Pentru obt, inerea unei estimări a masei maxime, considerăm ec. de stare:

ϵ(P) =

{
ϵFD(P), ϵ < ϵj ,

P − Pj + ϵj , ρ > 2ρnucl,

unde Pj = 8, 74 MeV/fm3 s, i ϵj = 272 MeV/fm3 defininind jonct, iunea cu
modelul gazului FD ideal degenerat (vezi problema 7, curs 11) corespund
densităt, ii nj = 2n0 = 0, 276 fm−3 (pF c = 397 MeV).

▶ În acest model pentru crustă, Mmax = 3, 10M⊙. Modele mai realiste,

bazate pe ec. Harrison-Wheeler sau BPS 3 dau Mmax = 3, 2M⊙, respectiv
3, 14M⊙.

3G. Baym, C. Pethick, P. Sutherland, Astrophys. J. 170 (1971) 299.

https://doi.org/10.1086/151216
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▶ Pentru stelele cu M ≃ Mmax, regiunea crustei (unde ϵ < ϵj) este
relativ mică, având dimensiuni tipice de ≲ 1 km.



V.4. Teoria nucleară de câmp.
V.4.1. Valea de stabilitate nucleară.4

▶ Nucleele reprezentând stări legate ale ansamblurilor de Z protoni s, i
N = A− Z neutroni sunt cuprinse ı̂ntre liniile de stabilitate (drip).

▶ La stânga (Z mare) s, i la dreapta (N mare) liniilor de drip, ansamblul de
nucleoni nu formează o stare legată, nucleonii ı̂n exces (p respectiv n)
fiind “scurs, i” prin “picurare” (drip).

▶ Până ı̂n anul 2012, se cunos, teau peste 3000 de nuclee a 118 elemente.

▶ Cele 288 de nuclee stabile formează linia de stabilitate β.

▶ ∼ 4000± 500 nuclee sunt necunoscute, majoritatea fiind bogate ı̂n n.
4J. Erler et al., The limits of the nuclear landscape, Nature 486 (2012) 509.

https://doi.org/10.1038/nature11188


V.4.2. Modelul picăturii de lichid.

▶ Fort,a nucleară manifestată ı̂ntre nucleoni are un caracter saturat
(nucleonii interact, ionează cu un număr redus de vecini), fiind
repulsivă la distant,e mici, atractivă la distant,e medii s, i neglijabilă la
distant,e mari.

▶ Energia de legătură ∆E = −c2∆M (∆M = M(A,Z )− Zmp −Nmn)
poate fi modelată prin formula semiempirică:

∆E = Ev + Es + Ec + Eas + Eδ,

Ev = avA, Es = −asA2/3, Ec = −acZ 2/A1/3,

Eas = −aas(Z − A/2)2/A, Eδ = [(−1)Z + (−1)N ]aδ/2
√
A, (1)

unde constantele a∗ sunt determinate prin fitare:

av = 15, 75 MeV, as = 17, 80 MeV, ac = 0, 711 MeV,

aas = 94, 78 MeV, aδ = 11, 18 MeV.



V.4.3. Parametrii de referint, ă ai ec. de stare.
▶ Pentru caracterizarea materiei nucleare din interiorul SN, ne

interesează limita unui sistem infinit, omogen s, i izotrop.
▶ Datorită termenului ∼ aas, SN nu poate fi compusă doar din n.
▶ Pentru ment, inerea Qtot = 0, p vor fi neutralizat, i de e−, a.̂ı.

termenul ∼ ac poate fi neglijat.
▶ Când Z = N, energia de legătură pentru A→∞ este

lim
A→∞

∆E

A
= av ≃ 15, 75 MeV.

▶ S, tiind că R(A) = r0A
1/3 (r0 ≃ 1, 2 fm), rezultă

ϵ0 = lim
A→∞
Z=N

(Nmn + Zmp)c
2 −∆E

4πR3/3
=

mc2 − av
4πr30 /3

≃ 127, 54
MeV

fm3 ,

unde mc2 = 1
2 (mp +mn)c

2 ≃ 938, 92 MeV.

▶ Densitatea barionică medie va fi n0 =
3

4πr30
≃ 0, 138 fm−3.

▶ Ecuat, ia de stare ϵ(np, nn) trebuie să reproducă:

ϵ(nn = np = n0/2) = ϵ0, mc2 − ϵ0
n0

= av . (2)



Coeficientul energiei de asimetrie.

▶ Pentru obt, inerea coeficientului energiei de asimetrie, aas, introducem
notat, iile

nb = nn + np, t =
nn − np

nb
.

▶ La saturat, ie, avem:

ϵ

nb

⌋
nb=n0

= lim
A→∞

(
mc2 − ∆E

A

)
= mc2 − av +

aas
4
t2 + O(A−1/3).

▶ Rezultă că aas ≃ 94, 78 MeV poate fi obt, inut folosind formula

aas = 2
∂2(ϵ/n)

∂t2

⌋
nb=n0
t=0

. (3)



Modulul de compresie K .

▶ O altă cantitate importantă se referă la răspunsul lui ϵ la cres, terea
lui nb.

▶ Modulul de compresie K , reprezentând curbura raportului ϵ/nb ı̂n
raport cu nb la saturat, ie, se calculează pentru materia nucleară
simetrică folosind

K = 9

[
n2b

d2

dn2b

(
ϵ

nb

)]
nb=n0
t=0

= 9

(
2ϵ

nb
− 2

dϵ

dnb
+ nb

d2ϵ

dn2b

)
nb=n0
t=0

.

(4)

▶ Ca principiu, cu cât K este mai mare, cu atât ec. de stare e mai
rigidă s, i ϵ cres, te mai repede cu nb ⇒ Mmax

∗ cres, te cu K .

▶ Modelul picăturii de lichid nu permite determinarea lui K (materia
nucleară presupunându-se a fi la saturat, ie).

▶ K se poate determina experimental, plaja acceptată de valori fiind
200–300 MeV.

▶ În cele ce urmează vom folosi K = 234 MeV.5

5W. D. Myers, W. J. Swiatecki, Nucl. Phys. A 601 (1996) 141.

https://doi.org/10.1016/0375-9474(95)00509-9


Listă a 9 modele pentru ec. de stare a materiei nucleare.6

▶ De-a lungul timpului, au fost propuse sute de modele teoretice care
permit sondarea regiunii n > n0.

▶ Des, i experimentele ı̂n acest regim nu sunt ı̂ncă posibile pe Terra,
Natura ne pune la dispozit, ie laboratorul său pentru validarea
modelelor prin observarea proprietăt, ilor SN.

▶ Unei ecuat, ii de stare P(ϵ) ı̂i corespunde o secvent, ă unică de SN
caracterizate prin diagrama M∗–R∗, precum s, i prin alte proprietăt, i.

▶ Datorită dimensiunii lor extrem de mici, R∗ e dificil de măsurat cu
aparatura actuală, ı̂nsă obs. recente (e.g., GW170817) aduc
informat, ii pret, ioase asupra altor proprietăt, i care pot constrânge plaja
de modele viabile.

6M. Fortin et al., Phys. Rev. C 94 (2016) 035804.

http://www.google.com/search?q=GW170817
https://doi.org/10.1103/PhysRevC.94.035804


V.4.4. Modelul σ-ω.
pn

, 3

▶ La n0, materia nucleară este alcătuită din p s, i n, leptonii e− s, i
eventual µ− fiind necesari pentru neutralizarea p (τ− e prea masiv).

▶ Odată cu cres, terea nb, nivelele Fermi µp s, i µn cresc s, i ele iar
adăugarea unui nou n sau p + e− poate deveni mai costisitoare
decât aparit, ia unui nou tip de barion.

▶ Primii barioni noi sunt hiperonii, cont, inând unul sau mai multe
quarcuri s, dar niciun quarc c .

▶ Barionii care cont, in quarcuri c sunt mult mai masivi s, i deci apar ı̂n
cantităt, i neglijabile ı̂n interiorul SN.

▶ Pentru simplitate, vom face abstract, ie totală de prezent,a leptonilor
s, i vom presupune că SN e alcătuită doar din n s, i p.



Lagrangianul câmpurilor nucleonice.7

▶ Pentru a obt, ine o descriere covariantă a materiei nucleare
compatibilă cu condit, ia de cauzalitate cs ≤ c , este convenabilă
utilizarea teoriei nucleare de câmp.

▶ În modelul σ-ω, n s, i p sunt considerate ca fiind particule identice de
masă mb = (mp +mn)/2 ≃ 938, 92 MeV/c2.

▶ Cinetica nucleonilor poate fi capturată utilizând Lagrangianul pentru
câmpul Dirac:

Lnucl = ψp

(
i

2

←→
/∂ −mb

)
ψp + ψn

(
i

2

←→
/∂ −mb

)
ψn.

▶ Notând cu ψb = (ψp, ψn)
T spinorul cu 8 componente aferent

barionilor, Lnucl poate fi pus sub forma canonică:

Lnucl = ψb

(
i

2

←→
/∂ −mb

)
ψb. (5)

7 În cele ce urmează vor fi utilizate unităt, i Planck, a.̂ı. ℏ = kB = c = 1.



Cuplajul Yukawa cu mezonul σ.

▶ Un model simplist pentru interact, iunea tare dintre nucleoni implică
cuplajul de tip Yukawa dintre o particulă scalară (mezonul σ) s, i
câmpul fermionic, descrisă prin Lagrangianul de interact, iune

Lσint = gσσψbψb, (6)

unde gσ reprezintă constanta de cuplaj.

▶ Câmpul σ este de tip Klein-Gordon, fiind descris de Lagrangianul

Lσ =
1

2

(
∂µσ∂

µσ −m2
σσ

2
)
. (7)

▶ Comparând Lσint cu termenul de masă din Lnucl (5), se vede că
efectul mezonului σ este de a altera masa efectivă a nucleonilor,
m∗ = mb − gσσ.

▶ Din punct de vedere experimental, mezonul σ pare a fi identificat cu
starea rezonantă f0(500) a doi pioni, ceea ce sust, ine interpretarea sa
ca o stare de tip tetraquarc.8

8I. Caprini, G. Colangelo, H. Leutwyler, Phys. Rev. Lett. 96 (2006) 132001.

https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.96.132001


Invariant,a U(1) s, i mezonul ω.
▶ Lagrangianul Lnucl este invariant la transformarea globală U(1)

ψb → e−iθψb, ψb → e iθψb. (8)

▶ Conform teoremei Noether, simetriei (8) ı̂i corespunde curentul
conservat Jµb = ψbγ

µψb. (9)

▶ Lnucl e invariant s, i la transformări U(1) locale (θ depinde de
coordonate) dacă i se adaugă termenul de interact, iune

Lωint = −gωωµJ
µ
b , (10)

unde gω este constanta de cuplaj iar ωµ se transformă după legea

ωµ → ωµ + g−1ω ∂µθ.

▶ Pentru a ment, ine invariant,a gauge a teoriei, câmpul ωµ trebuie să
fie de tip Maxwell (masă nulă).

▶ În teoria efectivă, masa poate fi generată dinamic, e.g. prin
mecanismul Higgs, drept urmare câmpul ωµ poate fi luat de tip
Proca:

Lω = −1

4
ωµνω

µν +
1

2
m2
ωωµω

µ, (11)

unde ωµν = ∂µων − ∂νωµ.



Lagrangianul modelului σ-ω.

▶ Colectând tot, i termenii, rezultă

Lσ−ω = ψb

[
iγµ

(
1

2

←→
∂µ + igωωµ

)
− (mb − gσσ)

]
ψb

+
1

2

(
∂µσ∂

µσ −m2
σσ

2
)
− 1

4
ωµνω

µν +
1

2
m2
ωωµω

µ. (12)

▶ Ecuat, iile de câmp pot fi obt, inute folosind formalismul
Euler-Lagrange:

(2+m2
σ)σ = gσψbψb, (13a)

(2+m2
ω)ωµ − ∂µ∂νων = gωψbγµψb, (13b)

[γµ (i∂µ − gωω
µ)− (m − gσσ)]ψb = 0. (13c)

▶ Folosind ec. Dirac, se poate verifica explicit că

∂µJ
µ
b = 0, Jµb = ψbγ

µψb.



Aproximat, ia câmpului mediu.
▶ După cuantificarea a doua, câmpurile clasice ψb, σ s, i ωµ devin

operatori ı̂n spat, iul Fock, fiind notat, i cu căciuli: ψ̂b, σ̂ s, i ω̂µ.

▶ În general, un câmp cuantic ϕ̂(x) = ⟨ϕ⟩+ φ̂(x) poate fi scris ca
suma dintre valoarea sa medie, ⟨ϕ⟩, s, i operatorul descriind
fluctuat, iile cuantice, φ̂.

▶ În aproximat, ia câmpului mediu, se ignoră fluctuat, iile câmpurilor
mezonice, a.̂ı. σ̂(x) = ⟨σ⟩ ≡ σ s, i ω̂µ(x) = ⟨ωµ⟩ ≡ ωµ devin const.

▶ Ec. de câmp ale mezonilor (13a) s, i (13b) devin

gσσ =
g2
σ

m2
σ

ns, gωω
µ =

g2
ω

m2
ω

Jµb , (14)

unde ns = ⟨ψ̂bψ̂b⟩ s, i Jµb = ⟨ψ̂bγµψ̂b⟩ reprezintă valoarea medie a
densităt, ii scalare, respectiv a curentului barionic.

▶ Valorile medii ⟨·⟩ se calculează folosind teoria câmpului cuantic
termic (vezi pagina 40 din anexă).

▶ Lagrangianul (12) se reduce la

Lσ−ω = −1

2
m2
σσ

2 +
1

2
m2
ωωµω

µ. (15)



Solut, iile ecuat, iei Dirac.

▶ Înlocuind ı̂n ec. (13c) solut, ia Up,λ(x) = e−ip·xu(p, λ), rezultă:

(/k −m∗)u(p, λ) = 0, kµ = pµ − gωω
µ, m∗ = mb − gσσ. (16)

▶ Înmult, ind la stânga cu /k+m∗, rezultă k2
0 −k2−m2

∗ = 0, astfel ı̂ncât:

p0 = E+
p = gωω0 + E∗p−gωω, E∗p =

√
p2 +m2

∗. (17)

▶ Spinorul Up,λ(x) poate fi scris ı̂n funct, ie de spinorul liber U lib
k,λ(x):

Up,λ(x) = e−igωω·xU lib
k,λ(x). (18)

▶ Spinorul anti-particulă, Vp,λ(x) = iγ2U∗p,λ(x)⌋gω→−gω este:

Vp,λ(x) = e−igωω·xV lib
k̃,λ

(x), k̃ = p+ gωω, (19)

iar p̃0 = E−p = −gωω0 + E∗p+gωω.

▶ Construct, ia detaliată a spinorilor este prezentată ı̂n anexă, pe
pagina 38.



Mărimile macroscopice.
▶ În materia omogenă s, i izotropă, avem J tb = nb s, i Jb = 0, a.̂ı.

gωω0 =
g2
ω

m2
ω

nb, ω = 0. (20)

▶ Tensorul energie-impuls, Tµν =
∑
ϕ

∂L
∂(∂µϕ)

∂νϕ− gµνL, primes, te

contribut, ii doar de la ϕ ∈ {ψ,ψ}, deoarece ∂νσ = ∂νωµ = 0:

Tµν =
i

2
⟨ψ̂bγ

µ←→∂ν ψ̂b⟩+
1

2
gµν(m2

σσ
2 −m2

ωω
2
0) = diag(ϵ,P,P,P).

▶ Densitatea de energie ϵ = T tt este

ϵ =
i

2
⟨ψ̂bγ

0←→∂t ψ̂b⟩ − L, L =
1

2
(m2

ωω
2
0 −m2

σσ
2). (21)

▶ Din condit, ia Tµ
µ = ϵ− 3P rezultă

P =
i

6
⟨ψ̂bγ

0←→∂t ψ̂b⟩ −
1

3
mbns + L. (22)

▶ Calculul mărimilor nb, (ns, σ) s, i (ϵ,P) e prezentat pe pag. 44, 45 s, i
46.



Ecuat, ia de stare a modelului σ-ω.

▶ Pentru determinarea relat, iei P(ϵ), este necesară rezolvarea simultană
a relat, iilor de mai jos:

gσσ =

(
gσ

πmσc2

)2

m∗c
2

(
Ef pf c + m2

∗c
4 ln

m∗c
2

Ef + pf c

)
, gωω0 =

g2
ωℏ

3

m2
ωc

nb,

ϵ =
c

2ℏ3
(m2
σσ

2 + m2
ωω

2
0) +

1

4π2ℏ3c3

[
pf cEf (p

2
f c

2 + E 2
f ) + m4

∗c
8 ln

m∗c
2

pf c + Ef

]
,

P =
c

2ℏ3
(−m2

σσ
2 + m2

ωω
2
0) +

1

12π2ℏ3c3

[
pf cEf (5p

2
f c

2 − 3E 2
f )− 3m4

∗c
8 ln

m∗c
2

pf c + Ef

]
,

pf =ℏ
(

3π2

2
nb

)1/3

, Ef =
√

p2
f c

2 + m2
∗c

4, m∗ = mb −
gσσ

c2
, (23)

unde constantele de cuplaj gσ s, i gω sunt adimensionale.

▶ Pentru nb →∞, avem gσσ → mb (m∗ → 0), ı̂n timp ce
gωω0 ∼ nb →∞⇒ contribut, ia dominantă la ϵ s, i P va fi 1

2m
2
ωω

2
0 iar

dP/dϵ→ 1.

▶ Detaliile necesare pentru obtinerea relat, iilor (23) sunt prezentate ı̂n
anexă (pag. 37).



Fixarea parametrilor liberi.

▶ Modelul σ-ω beneficiază de doi parametri liberi, gσ/mσ s, i gω/mω.

▶ Parametrii liberi pot fi ales, i astfel ı̂ncât când nb = n0 (materia
nucleară la saturat, ie), ϵ = ϵ0 s, i P = 0 (stabilitate mecanică).

▶ Rezolvând numeric sistemul se obt, in valorile:

gσℏ
mσc

= 4, 137 fm,
gωℏ
mωc

= 3, 640 fm, (24)

ı̂n timp ce gσσ = 435, 5 MeV, astfel ı̂ncât m∗ = 0, 54mb, ı̂n timp ce
măsurătorile experimentale par să indice că 0, 7 ≲ m∗/mb ≲ 0, 8.

▶ Identificând mezonul σ cu f0(500), avem mσc
2 = 500 MeV s, i

gσ = 10, 48.

▶ Pentru mezonul ω avem mωc
2 = 782 MeV, a.̂ı. gω = 14, 43.

▶ Datele asupra mezonilor pot fi găsite ı̂n publicat, ia bienală Review of
particle physics.9

9Particle Data Group, Review of particle physics, Phys. Rev. D 98 (2018) 030001.



Modulul de compresie K .
▶ aas nu poate fi estimat, modelul fiind limitat la materia nucleară

simetrică.
▶ Pentru estimarea modulului de compresie K (4), este necesară

calcularea derivatelor dϵ/dnb s, i d2ϵ/dn2b.
▶ Utilizând relat, ia pf = (3π2nb/2)

1/3 s, i t, inând cont că σ s, i ω0 sunt
funct, ii implicite de nb, se poate arăta că

dϵ

dnb
= gωω0 + Ef = µb. (25)

▶ Derivata a doua a densităt, ii de energie este

d2ϵ

dn2b
=

(
gω

mω

)2

+
p2
f

3Ef nb
−

m∗

Ef

d(gσσ)

dnb
. (26)

▶ Folosind ecuat, ia pentru gσσ, se poate arăta că

d(gσσ)

dnb

[(
πmσ

gσ

)2

+ 3m2
∗ ln

m∗

Ef + pf
+

pf

Ef

(E 2
f + 2m2

∗)

]
=

2m∗p
3
f

3Ef nb
. (27)

▶ La saturat, ie, se obt, in valorile:

d(gσσ)

dnb

⌋
nb=n0

= 2, 73 GeV fm
3
, K = 547, 7 MeV, (28)

fiind ı̂n dezacord cu valoarea măsurată experimental
(K ∼ 234 MeV).



Diagrama M-R pentru modelul σ-ω.
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▶ În modelul σ-ω, cs → c .

▶ Pentru materia degenerată ideală (fără interact, iuni), c2s → c2/3.

▶ Pentru nb;c ≳ 4n0, modelul σ-ω s, i ec. de stare la limita cauzală dau
rezultate calitativ similare.

▶ Masa maximă admisă este Mmax ≃ 3, 126M⊙ (R ≃ 14 km), fiind
atinsă pentru nb;c ≃ 4, 17 n0.



Probleme

1. Pornind de la modelul picăturii de lichid, considerând
σ = [(−1)Z + (−1)N ]/2 ∈ {0,±1} un parametru liber, să se rezolve
următoarele cerint,e:

a) Să se găsească linia de stabilitate β, impunând ∂∆E(A,Z)/∂Z = 0.
[R: Zstab = aasA/2(acA

2/3 + aas)]
b) Să se găsească linia de instabilitate pentru N mare, impunând

∂∆E(A,Z)/∂A = 0.

R : Znd =
A2/3

2αc

√
3aas − 12av +

8as

A1/3
+

6σaδ

A3/2
, αc =

√
ac +

3aas

A2/3



c) Să se găsească linia de instabilitate pentru Z mare, impunând
∂∆E(A,N)/∂A = 0.

R :
Npd

A
= −

2ac

α2
c

+

√√√√ 4a2c

α2
c

+
5ac

αc
+

3(
aas
4
− av)

A2/3αc
+

2αs

Aα2
c

+
3σaδ

2α2
c A

13/6





Probleme
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∆E/A = max

1. (continuare)
d) Să se găsească maximul energiei de legătură per nucleon, ∆E/A, pe

linia de stabilitate β s, i să se identifice elementul corespunzător
pentru σ = −1, 0 s, i 1. [R: 29

64Cu;
28
63Ni s, i

27
63Co;

28
62Ni]

e) Să se găsească ultimele elemente stabile de pe linia de stabilitate β,
pentru care ∆E atinge valoarea maximă.

[R: 1152
315 X; 1151

315 X s, i
1151
316 X; 1152

316 X]
f) Să se găsească A s, i Z pentru care ∆E = 0 pe linia de stabilitate β.

[R: 593
3068X; 593

3069X s, i
594
3069X;5943068X].



Probleme
2. Modelul σ-ω cu autointeract, iuni scalare. Considerăm o extensie

a Lagrangianului Lσ-ω prin adăugarea potent, ialui

U(σ) =
1

3
bmb(gσσ)

3 +
1

4
c(gσσ)

4. (29)

a) Să se arate că ecuat, iile pentru ωµ s, i ψb rămân neschimbate.
b) Să se găsească ecuat, ia pentru σ ı̂n aproximat, ia câmpului mediu.

R: gσσ =
g2σ

m2
σ

 2m∗

π2

∫ pf

0

dp p2

E∗p
− bmb(gσσ)

2 − c(gσσ)
3



c) Să se găsească modificările δϵ s, i δP. [R: δϵ = −δP = U(σ)]
d) Să se arate că dϵ

dnb
= gωω0 + Ef .

e) Să se calculeze derivata d(gσσ)/dnb.R: d(gσσ)

dnb

m2
σ

g2σ

+
3m2
∗

π2
ln

m∗

Ef + pf

+
pf

π2Ef

(E2
f + 2m2

∗) + 2bmbgσσ + 3c(gσσ)
2

 =
2m∗p3f

3π2Ef nb

.



f) Impunând ca la nb = n0 = 0, 138 fm−3 să se recupereze
ϵ = ϵ0 = 127 MeV, P = 0,
m∗ = 0, 75mb s, i K = 234 MeV, să se găsească valorile parametrilor
modelului.

[R: gσ/mσ = 3, 44 fm, gω/mω = 2, 54 fm, b = 0, 00585, c = −0, 00410]



Probleme
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2. Modelul σ-ω cu autointeract, iuni scalare. (continuare)
g) Să se arate prin comparat, ie vizuală că ecuat, ia de stare a modelului

cu interact, iuni este mai put, in rigidă decât, cea a modelului σ-ω
original, mai ales la energii mici.

h) Să se calculeze diagrama M-R s, i să se găsească masa maximă
admisă, precum s, i raza s, i densitatea barionică centrală pentru
această stea.

[R: Mmax = 2, 231M⊙, R = 10, 56 km, nb;c = 7, 6n0]



Probleme
3. Teorema Noether pentru simetrii interne. Fie Lagrangianul
L(ϕ, ∂µϕ) având unul sau mai multe grade de libertate ϕ. Fie
transformarea independentă de punct
ϕ→ ϕ′ = Λ[ϕ] = ϕ+ εFϕ + . . . , unde ε reprezintă un parametru
infinitezimal iar Fϕ este o funct, ie care depinde de câmpuri. Să se
rezolve următoarele cerint,e.
a) Să se găsească δL = L(ϕ′, ∂µϕ

′)− L(ϕ, ∂µϕ) ı̂n ordinul 1 ı̂n rap. cu
ε. R: δL =

 ∂L
∂ϕ
Fϕ +

∂L

∂(∂µϕ)
∂µFϕ

 ε.


b) Folosind ecuat, iile Euler Lagrange,
∂L
∂ϕ

= ∂µ
∂L

∂(∂µϕ)
, să se găsească

expresia curentului conservat Jµ a.̂ı. δL = ε∂µJ
µ. [R: Jµ = ∂L

∂(∂µϕ)
Fϕ]

Considerăm Lagrangianul barionic liber din ec. (5), Lnucl = ψb(i
←→
/∂ − mb)ψb.

c) Să se arate că tranformarea (8), ψ → e−iθψ, lasă invariant Lnucl s, i
să se arate că Jµ

b = ψbγ
µψb.

d) Să se arate că Lnucl este invariant la transformările SU(2) ale

grupului de izospin, Λ(ψb) = e−
i
2
λ·τψb, unde λ sunt cei trei

parametri reali ai transformării iar matricile Pauli τ act, ionează
asupra structurii de izospin a lui ψb.

e) Să se calculeze curentul barionic de izospin I
µ
b asociat transformării

de la punctul anterior. [R: I
µ
b = 1

2
ψbγ

µτψb]



Probleme

4. Simetria de izospin s, i mezonul ρ. Considerăm că parametrul
λ = 1

2λ · τ al transformării de izospin, Λ[ψb] = e−iλψb, depinde de
punct. Invariant,a Lnucl la astfel de transformări locale poate fi
asigurată prin metoda cuplajului minimal, ∂µ → Dµ = ∂µ + igρρµ,
unde câmpul Yang-Mills ρµ = 1

2ρµ · τ constă din tripletul bozonic

ρµ = (ρ1µ, ρ
2
µ, ρ

3
µ).

a) Presupunând că sub transformarea SU(2), ρ→ ρ+ δρ, să se

calculeze variat, ia termenului cinetic δ
(

i
2
ψbγ

µ←→D µψb

)
.

[R: δ
(

i
2
ψbγ

µ←→D µψb

)
= ψbγ

µ(Dµλ − gρδρµ)ψb, Dµλ ≡ ∂µλ + igρ [ρµ, λ]]

b) Să se găsească variat, ia δρµ a.̂ı. variat, ia de la punctul a) să se
anuleze. [R: δρµ = g−1

ρ Dµλ]

c) Notând T a = 1
2
τ a, să se arate că {T a,T b} = 1

2
δab s, i să se găsească

constantele de structură f abc a.̂ı. [T a,T b] = if abcT c . [R: f abc = εabc ]

d) Să se găsească δρµ. [R: δρµ = 1
gρ
∂µλ + ρµ × λ]

e) Să se calculeze variat, ia tensorului ρµν = ∂µρν − ∂νρµ + igρ[ρµ, ρν ].
[R: δρµν = i [ρµν, λ]]

f) Să se arate că Lagrangianul Lρ = − 1
2
Tr(ρµνρ

µν) este invariant la
transformări gauge infinitezimale s, i să se calculeze expresia acestuia
efectuând urma peste structura de izospin. [R: Lρ = − 1

4
ρµν · ρµν ]



Probleme

4. Simetria de izospin s, i mezonul ρ. (continuare)

g) Lagrangianul final al teoriei invariante la transformările SU(2) este
Lnucl+ρ = Lnucl + Lρ + Lρ

int, unde L
ρ
int = −gρρµ · Iµ. Să se

găsească expresia curentului de izospin Iµ compatibil cu teorema
Noether pentru transformări globale (λ e independent de punct),
t, inând cont că acesta are pe lângă componenta barionică I

µ
b indusă

prin cuplajul minimal s, i o componentă I
µ
ρ care depinde de ρµ.

[R: Iµ = I
µ
b

+ I
µ
ρ , I

µ
b

= 1
2
ψbγ

µτψb , I
µ
ρ = ρν × ρµν + 2gρ(ρ

µ × ρν ) × ρν ]

h) Folosind formalismul Euler-Lagrange, să se obt, ină ecuat, ia Dirac.
[R: [iγµ(∂µ + i

2
gρρµ · τ ) − mb ]ψb = 0]

i) Folosind formalismul Euler-Lagrange, să se obt, ină ecuat, ia pentru
câmpul gauge.

[
R: ∂νρ

νµ + 2gρ [∂ν (ρν × ρ
µ) + ρ

µν × ρν ] + 4g2ρρν × (ρµ × ρ
ν ) = I

µ
]



Probleme
5. Modelul σ-ω-ρ cu autointeract, iuni scalare. Considerăm adit, ia

mezonului ρµ la modelul σ-ω cu autointeract, iuni scalare, discutat la
problema 2. La fel ca pentru bozonul ωµ, considerăm că ρµ capătă
masă:10

Lρ = −
1

4
ρµν · ρµν +

1

2
m2
ρρµ · ρµ, (30)

unde ρµν = ∂µρν − ∂νρµ − gρρµ × ρν . Considerând cuplajul
minimal ı̂ntre ψb s, i ρ discutat ı̂n problema anterioară, să se rezolve
următoarele cerint,e:

a) În aproximat, ia câmpului mediu, presupunem că ρ1µ = ρ2µ = ρ3ℓ = 0 iar
ρ30 = const. Să se arate că ρµν = (ρµ × ρν)× ρν = 0 s, i să se
găsească curentul de izospin. I

µ = I
µ
b = 1

2
ψbγ

µτψb.

b) Să se scrie ec. Dirac s, i ec. pentru ρ
3
0.

R: [
iγµ∂µ − (gωω0 + gρρ

3
0)γ

0 − (m − gσσ)
]
ψb = 0, gρρ

3
0 =

g2ρ

m2
ρ

⟨ψbγ
0 1
2
τ
3
ψb⟩



c) Având ı̂n vedere că ∂µI
µ = 0, definim proiect, ia pe axa 3 a sarcinii de

izospin, I3 =
∫
d3x Iµ=0

a=3 . Considerând baza de helicitate s, i izospin

discutată pe pagina 38, să se calculeze operatorul : Î3 :.
[R: : Î3 :=

∑
j Ij (b̂
†
j
b̂j − d̂

†
j
d̂j )]

10Eventual datorită unei rupere spontane de simetrie prin mecanismul Higgs.



Probleme

5. Modelul σ-ω-ρ cu autointeract, iuni scalare. (continuare)

d) Interpretând stările cu I3 =
1
2
s, i − 1

2
ca protoni, respectiv neutroni, să

se construiască operatorii Q̂p s, i Q̂n de sarcină protonică s, i
neutronică. [R: Q̂p/n = 1

2
Q̂b ± Î3]

e) Cu interpretarea de mai sus, să se arate că ⟨Î 03 ⟩ = 1
2
(np − nn).

f) Să se calculeze Lσ−ω−ρ.
[R: L = − 1

2
m2
σσ

2 + 1
2
m2
ωω

2
0 + 1

2
m2
ρρ

2
3;0 −

1
3
bm(gσσ)

3 − 1
4
c(gσσ)

4]

g) Să se arate că ϵ s, i P sunt date de ec. (21) s, i (22).
h) Să se găsească spectrul energetic al ec. Dirac.

[R: E
±
p;I3

= ±gωω0 ± gρρ
3
0 I3 + E∗p ]

i) Folosind ρ̂ = Z−1 exp[− 1
T
(Ĥ − µpQ̂p − µnQ̂n)] pentru calculul

valorilor medii care implică câmpurile nucleonice, să se calculeze
densităt, ile de protoni s, i neutroni.

R: nn/p =
p3
f ;n/p

3π2
, pf ;n/p =

√
E2
f ;n/p

− m2
∗, Ef ;n/p = µn/p ± gρρ

3
0 − gωω0





Probleme
5. Modelul σ-ω-ρ cu autointeract, iuni scalare. (continuare)

j) Să se arate că

ϵ =
1

2
(m2
σσ

2 + m2
ωω

2
0 + m2

ρρ
2
3;0) +

1

3
bmb(gσσ)

3 +
1

4
c(gσσ)

4 +
1

2π2

∑
B∈{p,n}

∫ pf ;B

0
dp p2E∗p .

k) Notând nb = nn + np s, i t = (nn − np)/nb, să se arate că
pf ;n/p = pf ;b(1± t)1/3, unde pf ;b = (3π2nb/2)

1/3.
l) Considerând ϵ ≡ ϵ(nb, t, σ), să se arate că ∂ϵ/∂σ = 0.

m) Să se calculeze dϵ
dt

= ∂ϵ
∂t

+ ∂ϵ
∂σ

dσ
dt

(t, inând nb const.) s, i să se arate că

ϵ atinge valoarea minimă când t = 0. [R: dϵ
dt

=

(
nbgρ
2mρ

)2
t +

nb
2

(Ef ,n − Ef ;p )]

n) Să se calculeze ∂2ϵ/∂t2.
R: d2ϵ

dt2
=

 nbgρ

2mρ

2

+
nbp2f ;b

6

 (1 + t)−1/3

Ef ,n

+
(1 − t)−1/3

Ef ,p



o) Să se calculeze gρ/mρ a.̂ı. aas = 2 d2(ϵ/nb)

dt2
⌋t=0,nb=n0 = 94, 78 MeV,

s, tiind că ceilalt, i parametri ai modelului sunt identici cu cei obt, inut, i
ı̂n modelul σ-ω cu autointeract, iuni scalare (problema 2).R: gρ

mρc2
=


2

n0(ℏc)3

aas − 2ℏ2c2

3Ef

 3π2n0

2

2/3



1/2

= 1, 689 fm/ℏc,
mρc

2

gρ
= 117 MeV


p) Considerând mρc

2 = 770 MeV, să se găsească valoarea constantei
de cuplaj gρ. [R: gρ = 6, 59]



A. Anexă: Calculul mărimilor din modelul σ-ω.

▶ În această anexă sunt discutat, i pas, ii necesari pentru obt, inerea
relat, iilor pe baza cărora se calculează ecuat, ia de stare a modelului
σ-ω, prezentate pe pag 23.

▶ Pe pag. 38 s, i 39 sunt prezentate solut, iile spinoriale ale ec. Dirac (16)
ı̂n spat, iul izospinului s, i operatorul de câmp.

▶ Teoria câmpului cuantic termic necesară pentru evaluarea valorilor
medii ale divers, ilor operatori este prezentată pe pag. 40.

▶ Valorile medii ale curentului barionic Jµb = ψbγ
µψb, densităt, ii

scalare ns = ψψ s, i a tensorului energie-impuls (ϵ s, i P) sunt
prezentate pe pag. 41–46.



A.1. Spinorii liberi barionici.
▶ Spinorii de tip particulă ı̂n baza de helicitate sunt:

U lib
k,λ(x) =

e−ik·x

(2π)
3
2

√
2

(
κ+

2λκ−

)
⊗ ξλ(φ, ϑ),

ξ 1
2
(φ, ϑ) =

(
e−

iφ
2 cos ϑ2

e
iφ
2 sin ϑ

2

)
, ξ− 1

2
(φ, ϑ) =

(
−e−

iφ
2 sin ϑ

2

e
iφ
2 cos ϑ2

)
, (31)

unde κ± =
√

1±m∗/k0.

▶ Spinorii de tip antiparticulă satisfac

V lib
k̃,λ

(x) = iγ2U lib;∗
k̃,λ

(x). (32)

▶ Spinorii barionici Ub pot fi caracterizat, i prin sarcina de izospin
I3 = 1/2 (proton) sau −1/2 (neutron):

U lib
b;I3=

1
2 ,k,λ

(x) =

(
U lib
k,λ(x)
0

)
, U lib

b;I3=− 1
2 ,k,λ

(x) =

(
0

U lib
k,λ(x).

)
.

(33)



A.2. Operatorul de câmp.
▶ Impunând

⟨Up,λ,Up′,λ′⟩ = ⟨Vp,λ,Vp′,λ′⟩ = δ3(p− p′)δλλ′ , ⟨Up,λ,Vp′,λ′⟩ = 0,

unde ⟨ψ, χ⟩ =
∫

d3x ψ(x)γ0χ(x),

operatorul de câmp admite dezvoltarea

ψ̂b =
∑
j

(Ub;jbj + Vb;jd
†
j ),

∑
j

≡
∑
I

∑
λ

∫
d3p, j ≡ (I ,pj , λj).

(34)
▶ Hamiltonianul s, i densitatea de sarcină barionică au forma canonică:

: Ĥ := :

∫
d3xH :=

∑
j

(E+
j b̂†j b̂j + E−j d̂†j d̂j),

: Q̂b := :

∫
d3xψ̂bγ

0ψ̂b :=
∑
j

(b̂†j b̂j − d̂†j d̂j), (35)

astfel ı̂ncât

[Ĥ, b̂†j ] = E+
j b̂†j , [Ĥ, d̂†j ] = E−j d̂†j , [Q̂b, b̂

†
j ] = b̂†j , [Q̂b, d̂

†
j ] = −d̂

†
j .



A.3. Teoria câmpului cuantic termic.
▶ Atingerea echilibrului ı̂n sistemele mezoscopice are un sens

fundamental termodinamic.
▶ Stările interesante pentru SN sunt cele termice la T = 0,

corespunzătoare unui µb ̸= 0.
▶ Din punct de vedere cuantic, astfel de stări se prepară cu ajutorul

operatorului statistic

ρ̂ = Z−1 exp

[
− 1

T
(Ĥ − µbQ̂b)

]
, (36)

unde funct, ia de partit, ie Z = tr(ρ̂) normează op. statistic.
▶ Valorile medii ale observabilelor se calculează efectuând urma pe

ı̂ntreg spat, iul Fock: ⟨Â⟩ = tr(ρ̂Â). (37)

▶ Calculând urma la nivelul produsului a doi operatori uni-particulă,
rezultă:

⟨b̂†j b̂j′⟩ =
δ(j , j ′)

e(E
+
j −µb)/T + 1

, ⟨d̂†j d̂j′⟩ =
δ(j , j ′)

e(E
−
j +µb)/T + 1

. (38)

▶ În limita T → 0 se obt, ine:

⟨b̂†j b̂j′⟩ = δ(j , j ′)θ(µb−E+
j ), ⟨d̂†j d̂j′⟩ = δ(j , j ′)θ(−µb−E−j ). (39)



A.4. Calculul componentelor curentului barionic.

▶ Înlocuind dezvoltarea (34) s, i folosind ec. (39), rezultă:

Jµb =
∑
I3

∑
λ

∫
d3p

[
θ(µeff − E∗p−gωω)U

lib

k,λγµU
lib
k,λ

−θ(−µeff − E∗p+gωω)V
lib

k̃,λγµV
lib
k̃,λ

]
, (40)

unde µeff = µb − gωω0.

▶ Folosind ec. (32), se poate arăta că

V
lib

k̃,λγµV
lib
k̃,λ

= (U
lib

k̃,λγµU
lib
k̃,λ

)∗. (41)

▶ Suma după izospin furnizează un factor 2.

▶ Deoarece E∗p±gωω nu depinde de λ, suma poate fi efectuată la nivelul
spinorilor.



A.4.1. Anularea componentei spat, iale Jℓb.
▶ Pentru partea spat, ială, avem:∑

λ

U
lib

k,λγ
ℓU lib

k,λ =
1

16π3

∑
λ

(
κ+ −2λκ−

)( 0 1
−1 0

)(
κ+

2λκ−

)
ξ†λσ

kξλ

=
|k|

4π3k0

∑
λ

λξ†λσ
ℓξλ. (42)

▶ Efectuăm ultima sumă pentru cazul particular ℓ = 3:

∑
λ

λξ†λσ
3ξλ =

1

2

(
e

iφ
2 cos ϑ2 e−

iφ
2 sin ϑ

2

)(1 0
0 −1

)(
e−

iφ
2 cos ϑ2

e
iφ
2 sin ϑ

2

)

− 1

2

(
−e

iφ
2 sin ϑ

2 e−
iφ
2 cos ϑ2

)(1 0
0 −1

)(
−e−

iφ
2 sin ϑ

2

e
iφ
2 cos ϑ2

)

= cosϑ =
kz

|k|
. (43)

▶ Relat, ia de mai sus se poate generaliza pentru ℓ = 1 s, i 2:∑
λ

λξ†λσ
ℓξλ =

kℓ

|k|
⇒
∑
λ

U
lib

k,λγ
ℓU lib

k,λ =
kℓ

4π3k0
. (44)



▶ Înlocuind rezultă:

Jℓb =
1

2π3

∫
d3p

kℓθ(µb − E+
p )√

k2 +m2
∗

−
k̃ℓθ(−µb − E−p )√

k̃
2
+m2

∗

 . (45)

▶ Schimbând variabila de integrare ı̂n primul termen la
K = k = p− gωω iar ı̂n al doilea termen la K = k̃ = p+ gωω,
rezultă:

Jℓb =
1

2π3

∫
d3K K ℓ√
K2 +m2

∗

[θ(µeff − E∗K)− θ(−µeff − E∗K)] .

▶ Deoarece integrandul este impar ı̂n raport cu schimbarea
K ℓ → −K ℓ, rezultatul este nul:

Jℓb = 0⇒ m2
ωω

ℓ = 0. (46)

▶ De asemenea, spectrul energetic se simplifică la:

E±p = ±gωω0 + E∗p , k = k̃ = p, k0 = k̃0 = E∗p . (47)



A.4.2. Densitatea barionică nb s, i nivelul Fermi.
▶ Pentru partea temporală, avem∑

λ

U
lib

k,λγ
0U lib

k,λ =
1

8π3

∑
λ

ξ†λξλ =
1

4π3
. (48)

▶ Densitatea barionică devine:

J0b ≡ nb =

∫
d3p

2π3

[
θ(µeff − E∗p )− θ(−µeff − E∗p )

]
. (49)

▶ T, inând cont că E∗p nu depinde de direct, ia lui p, integrala poate fi
calculată ı̂n coordonate sferice:

nb =
2

π2
sgn(µeff)

∫ ∞
0

dp p2θ(|µeff | − E∗p )

=
2p3f
3π2
× sgn(µeff)θ(Ef −m∗), (50)

unde Ef = |µeff | s, i pf =
√

E 2
f −m2

∗.
▶ Pentru nb > 0, pf s, i Ef pot fi obt, inute prin

pf =

(
3π2

2
nb

)1/3

, Ef =
√
p2f +m2

∗. (51)



A.5. Densitatea scalară ns s, i valoarea lui σ.
▶ Valoarea medie a mezonului σ este dată de

m2
σσ = gσns, ns = ⟨: ψ̂bψ̂b :⟩ .

▶ Procedând ca s, i mai sus, rezultă:

ns =
∑
I3

∑
λ

∫
d3p

[
θ(µb − E+

p )U
lib

k,λU
lib
k,λ − θ(−µb − E−p )V

lib

k̃,λV
lib
k̃,λ

]
.

▶ Suma după λ poate fi calculată:∑
λ

U
lib

k,λU
lib
k,λ =

m∗
4π3k0

,
∑
λ

V
lib

k̃,λV
lib
k̃,λ

=
m∗

4π3k̃0
,

unde k0 = k̃0 =
√
p2 +m2

∗.
▶ Pentru nb > 0, pf > 0 s, i deci θ(Ef −m∗) = 1, a.̂ı.

gσσ =
2

π2

(
gσ
mσ

)2 ∫ pf

0

dp p2m∗√
p2 +m2

∗

=

(
gσ
mσ

)2
m∗
π2

(
Ef pf +m2

∗ ln
m∗

Ef + pf

)
, (52)

unde pf s, i Ef sunt dat, i ı̂n ec. (51) iar m∗ = m − gσσ.



A.6. Densitatea de energie s, i presiunea.
▶ Luând ca parametru independent nb (s, i deci pf = 3π2nb/2), ecuat, ia

de stare poate fi generată sub forma ϵ(nb) s, i P(nb).
▶ Procedând ca s, i pentru calcularea lui nb, se poate arăta că

i

2
⟨: ψ̂bγ

0←→∂t ψ̂b :⟩ = 2

π2

∫ ∞
0

dp p2[E+
p θ(µeff − E∗p ) + E−p θ(−µeff − E∗p )]

=gωω0nb +
2

π2

∫ pf

0

dp p2E∗p . (53)

▶ Înlocuind rezultatul de mai sus ı̂n ec. (21) s, i (22), rezultă pentru ϵ s, i
P:

ϵ =
1

2
(m2

σσ
2 +m2

ωω
2
0) +

2

π2

∫ pf

0

dp p2E∗p ,

P =
1

2
(−m2

σσ
2 +m2

ωω
2
0) +

2

3π2

∫ pf

0

dp p4

E∗p
. (54)

▶ Integralele de mai sus pot fi calculate analitic (vezi prob. 7a din
cursul 11): ∫ pf

0

dp p2E∗p =
1

8

[
pf Ef (p

2
f + E 2

f ) + m4
∗ ln

m∗

pf + Ef

]
,∫ pf

0

dp p4

E∗p
=
1

8

[
pf Ef (5p

2
f − 3E 2

f )− 3m4
∗ ln

m∗

pf + Ef

]
. (55)


