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Continutul cursului

Capitolul V. Modele politrope.
» V.1. Ecuatia Lane-Emden.
» V.2. Ecuatia Tolman-Oppenheimer-Volkoff.
» V.3. Masa maximad a stelelor neutronice.
» V.4, Teoria nucleara de camp.
» V.5. Echilibrul 3 in stelele neutronice. Materia nepy.



V.2. Ecuatia Tolman-Oppenheimer-Volkoff.

V.2.1.

>

>

Campuri gravitationale intense.

Relatia masa-volum aratd c3 Vi, a piticelor albe sustinute de
presiunea de degenerare a e~ nerelativisti scade invers prop. cu M,.
Pe masura ce R, scade si M, creste, e~ devin ultrarelativisti.
Pentru M, peste limita Chandrasekhar, mecanismul de sustinere prin

presiunea de degenerare a electronilor nu mai este suficient - Tn acest
caz, materia nuclear3 a stelei se neutronizeaza.

Stelele neutronice sunt compuse preponderent din neutroni (90% din
nucleoni sunt neutroni, fatd de ~ 50% Tn cazul materiei nucleare
normale).

Considerand o stea cu M, = 1,44M, (limita Chandrasekhar)
alc3tuitd din nucleoni la pyua = 2,3 x 101 kg/m3, rezult3

3m, \Y3 Rse,  2GM.,
R.= (") ~144km= — ~0,21, (1
(47Tpnucl ) o R* R* C2 ( )

ceea ce indica faptul c3 intensitatea campului gravitational este
suficient de mare incit s3 fie necesara tratarea acestora in cadrul
teoriei relativitdtii generale (TRG).



> Stelele neutronice care rezultd in urma exploziei de supernovi se
nasc extrem de fierbinti (T ~ 5,8 x 10! K sau kg T ~ 50 MeV),
nsd temperatura acestora se reduce la sub 1 MeV (~ 101°K) dup3
cateva minute.

» Urmeaz3 o perioads de ~ 10° — 10° ani de ricire pan3 la T ~ 10° K
prin emisia de neutrini datorat proceselor de tip URCA,*

Direct : n—p+e + e,
pt+e —n—+ve,
Indirect : (n,p)+n—(np)+p+e + D,
(np)+p+e” —(np)+n+ve. (2)

» Sub aceastd temperaturd, procesul dominant de ricire devine emisia
de fotoni (desi 10° K ~ 173T ., L~ 0,3Ls).

» Fat3 de m,c? ~ 940 MeV, temperatura tipic3 a stelelor neutronice
este neglijabila = T e neglijabild, putand fi folosita aproximatia
materiei degenerate.

IProcesele poart3 acest nume in amintirea cazinoului omonim din Rio de Janeiro,
unde G. Gamow si M. Schenberg au opinat c3 energia din nucleul supernovelor dispare
la fel de repede ca si banii la jocul de ruleta.



V.2.2. Metrica pentru stele statice cu simetrie sferica.

» Pentru modelarea stelelor avand campuri gravitationale intense,
presupunem c3 acestea sunt statice si au simetrie sferica.

» Considerand ca steaua este in echilibru termondinamic global,
tensorul energie-impuls (TEI) ia forma corespunzitoare fluidului

fect: e
pertec TH — (e+ P) “Cg + Pghv, (3)

unde € = pc? este densitatea de energie (inclusiv energia de repaus),
P este presiunea izotropa, iar u* este cuadriviteza fluidului.
» Elementul de linie ds? = gudxtdx” este:

ds? = —e®®d(ct)? 4 e*\dr? + r?d6? + r?sin® d?, (4)

unde functiile ¢ si A depind doar de coordonata radiala.
» Impunand ca fluidul stelar s3 fie Tn repaus, cuadrivectorul de viteza
poate fi scris dupa cum urmeaza:

. 5
O(ct) (5)
» Impunand u? = —c?, rezults:

ut =ce ®, u" =0, u? =0, u? = 0. (6)



V.2.3.

>

Repere locale.
Elementul de linie poate fi pus sub forma:

ds? = g, dx" @ dx” = 77@3“’& ®w?, (M)

unde 7,5 = diag(—1,1,1,1) este metrica spatiului Minkowski iar
wd = wi‘dx“ sunt unu-formele reperului local:

wt = e®d(ct), o =eldr, w? = rdh, w? = rsinfdp. (8)

Vectorii duali e5 = e‘f@u satisfac:

(W eg) =wielt = 3%, nPelel =g, 9)

unde gh” este inversul tensorului metric (g g, = 0,).

Ui

Tetrada {e;, €, €5, €3} duald unu-formelor din ec. (8) este:
0 0
—o —A 4 »
eg=e "0 e =e "0 e = — e; =——. (10
t cts r ry 0 r ’ ®» rsm9 ( )

Componentele vitezei (6) si ale tensorului energie-impuls (3) se pot
scrie Tn raport cu tetrada dupa cum urmeaza:

bt = Wl = (c,0,0,0)7, T = wiw] T = diag(e, P, P, f)')
11



V.2.4. Unu-formele de conexiune.

» Unu-formele de conexiune w® ; pot fi obtinute calculand derivata
~ 6 '
exterioara a unu-formelor w®:

dw® + w5 Aw? =0. (12)
» Pentru unu-formele din ec. (8) rezulta:

. LA s . .
wh =d e N, Wl =r~te b,

w? =rte Nw?, w?y =r"tcotw?. (13)

» Folosind definitia coeficientilor de conexiune:

Wy =T%.07, (14)

se obtin urm3torii coeficienti de conexiune:

=rte N r?;, =r"tcot. (15)



V.2.5. Doi-formele de curbura.
» Doi-formele de curburd R&B = dwdg + wdrycﬂé au expresiile:

R —Ewt AW, RY —Ewt Awf,
R —Ew! Aw?, R =Fuw' AW?,
RM =Fuw’ Aw?, R =Fuw? Aw?, (16)

unde functiile E, E, F si F sunt:
E — _e—2/\(¢// + ¢/2 _ q>//\/)’
E=—rle ¢/, F=r21-e2"), F=r"te N,

(17)
» Tinand cont de relatia
N 1 4
Re BZ*R Bvéuﬂ/\w (18)
pot fi obtinute componentele RaB ale tensorului Riemann:

R =E, R'45 =Rz = E,

4 ? ? =
R® 265 =F, Rg:6 =R e = F. (19)



V.2.6. Tensorul Einstein.

» Tensorul Ricci RAB = R’AYMB are componentele:
R2327E72E, RWIE+2f, RA@IRA¢:E+F+f.

» Scalarul Ricci R = R%, este:
R =2(E + F)+4(E + F). (21)

» Neglijand contributia constantei cosmologice, tensorul Einstein
Guv = Ruv — 3R gy are componentele:

G;f =F+ 2?, Gy = —(2E+ F),
Gy = Gpp = —(E+E+F). (22)



V.2.7. Ecuatiile Einstein.

» Ecuatiile Einstein sunt:

» Componentei (%, t) 7i corespunde:

1d _oA 8mpG
AU
» Notand
re2 2M(r)G]*
O —2A 2N _ |1 _

M(r) = (1 e M =>e {1 2 ] ,

rezulta: M(r)z/ dr’47rr’2p(r/).

0

» Componentei (7, 7) 7i corespunde:

47 r3

1+ ——P
ge_QAdJ’— 1 87TGP d® MG Mc2

1o o a® MG~ M2
r r2(1 e )= ct = dr  r2c? 1 2MG -
rc?

» in limita ¢ — 0o, c2®’ — MG /r?.



V.2.8.

>

>

>

>

Ecuatia echilibrului hidrostatic.

Ecuatia de conservare a TEI este:

VT = b0, T4 410, TP 417,74 =0, (28)

4B

In cazul & = 7, se obtine ecuatia echilibrului hidrostatic:

dP
e*AI +d'e NP+ pc?) =0. (29)

Inlocuind @' folosind eq. (27), rezults ecuatia

Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV):

473
1+ —_p

P _ MG (PN T e (30)
a2 T | 2MG
rc?

unde p = €/c? reprezint densitatea de mas3 aferentd lui .
1

In limita ¢ — oo, =(e+ P) — piar ec. TOV se reduce la ecuatia

echilibrului hidrostatic, dP/dr = —GM(r)p/r?.
Ecuatia TOV reprezinta generalizarea relativista a ecuatiei
echilibrului hidrostatic.



V.2.9. Ecuatiile de structura in TRG,

» Ecuatiile structurii stelare Tn cadrul Newtonian si in TRG sunt:

(Newtonian) (TRG)
dM 9 aM )
W—47rr 0, W—47Tr 0,
14 L 14 4nrdP
dP _ pMG dP _ pMG pc? Mc2
a2 dar— r? 1—2MG/rc? ’
4rr3p
_GM ,dd  GM1t ya 2
E=  “g T A 2MG (31)
1-—3
rc
» in origine avem M(0) = 0 si P(0) = P..
» Pentru r > R, se impune jonctiunea cu solutia Schwarzschild:
2GM,
M(r)=M.,  P(r)=0, *0=1- : (32)

rc?



in ec. TOV, P si € = pc? contribuie pe picior de egalitate, ducand la
o crestere mai brusca a presiunii si deci la configuratii mai compacte.
M, = M(R,) reprezintd masa gravitational3, care apare Tn metrica
Schwarzschild, determindnd cdmpul gravitational Tn exteriorul stelei.
Energia € = pc? poate fi imp3rtit3 in doud contributii: masa de
repaus a barionilor, pm,myc?; si energia interns (cinetic3, de
legdturd, etc), u =€ — un,myc?.

e’ e responsabil pentru contractia lungimilor = volumul continut n

bila de raz3 r poate fi calculat folosind
V(r) = /dzu’%” = 47r/0r dr r’el, u' = c(e™®,0,0,0). (33)
Cantitatea de energie datorata materiei poate fi estimata conform:
Mo(r)c® + U(r) = 4n /Of drr?ele. (34)

Scriind M(r)c? = Mo(r)c® + U(r) + Q(r), energia potentiald
gravitationald Q(r) devine

Q(r) = _47r/0r dr re Kl _ 222/’) _ 1] . (35)

Atractia gravitational3 reduce M. < Mo(R.) + U(R.)/c>.




V.2.10. Stele incompresibile.

> in cazul cAnd € = e, = const, masa M(r) se poate calcula exact:
4rr3 r3
M(r) = 2 pe = Z_M,. 36
()= Fr= 1 (36)
» Ecuatia TOV se reduce la:

dP _ 4nGr(ec + P)(ec +3P)

—_— = . 37
dr 3¢ (1 8rr2G (37)
2 P,
3¢t
» Utilizdnd metoda separdrii variabilelor, se obtine:
/0 dP _ 4nG /R* rdr (38)
€y 8rr’G
P(r — r
0 (P+e) (P+5) L
> Se obtine solutia:
2MG \ M?
P(r) + €c . N R*C2 (39)

3P(r) +ec L 2MG r*
R.c? R2



Prelucrand ec. (39), se obtine:

L _26M.ANYE o 26M M
P(r) R3c2 R,c?

€c 2 1/2 o\ 1/2°
3(1- GM., (1_ 2GM..r
R,.c2 R3c2

Evaluand relatia de mai sus pentru r = 0, rezulta:

1/2
1 (1- 2GM,
& B R, c?

c 12 -
< 4 (1 B 2GM*) _q

R.c?
Numitorul raméne pozitiv si P. rdmane finit cand:
2GM, 8
R, c? <9

Raza orizontului de evenimente al unei gauri negre de masa M.,

satisface 2GM, /R.c?® = 1.

(40)

(41)

(42)

Se poate ar3ta cd restrictii similare celei din ec. (42) se regasesc si in

cazuri mai generale, atunci cadnd se impun un comportament

nesingular al metricii si o presiune monoton descrescatoare.



Probleme

1. Folosind schimbarea de variabila

2GM,.r?
¢(r) = 17R37c2 (43)

™ cazul cand € = e, = const, sa se rezolve urmatoarele cerinte:
a) S3 se arate c3 presiunea P(r) (40) are expresia:

¢ — 2GM,
P(¢) = e : L =4/1- 4 44
(€)=c¢ 3¢ ¢ R (44)
b) S& se demonstreze c3 functia ¢ satisface ecuatia:
do 1
== 45
d¢ ¢ —3¢ (45)
c) Impunand conditia e*® =1 — ZR(’;"f; cand r = Ry, s3 se arate c3

3¢ —¢ 1 \/ 2GM., \/ 2GM., r?
P)=In|="—=)=InZ|34/1—-—F —4/1—-"—F——].
() =1n < 2 ) "2 ( R.c? R3c?

d) Stiind c3 dt/dT = e™°, si se giiseasci valoarea lui x = 2GM../R.c?

pentru care dt/dT = 2 Tn centrul stelei (r = 0). [R: x =5/9]
e) Pentru cazul limit3 x = g, s3 se gdseascd dt/dT pe suprafata stelei
si in centrul acesteia. [R: 3 si o0]



Probleme

2. Aplicand ec. (35) pentru calculul energiei potentiale gravitationale n
cazul modelului materiei incompresibile, sa se rezolve urmatoarele
cerinte:

a) S& se calculeze Q(r).

) = M(r)e? — 3rct (arcsin \/2M(r)G/rc? _ 2M(r)G
R = M(r)e? — 55 ( e \/1 u )]

b) S5 se calculeze Q./M.c? ca functie de x = 2GM, /R, c*. [R:
+ %\/1 — X — 2X%arcsin\/ﬂ
c) S3§ se arate cd n limita Newtoniand (¢ — co) se reproduce expresia
Q™" — _3GM?/5R, si si se gdseasc3 prima corectie la aceast
expresie. R Q= QY (1+ 2x+...)]
d) S3 se calculeze raportul Q*/QNQWt
R: 22 23/2 arcsin /x — 2+/1— x — 1)]
e) S3 se giseascd Q. = Q(R.) si Q. /QN@Wt pentru x = 5.
[R: Q. ~ —o 64M.c?, Q. /QNEWt ~ 2,40]
f) S¥ se giseascd x cand Q. = —IM,c? [R: x ~0,812]
g) S& se gaseascd x cand Q. = 2QN9W'° [R: x ~0,797]




Probleme

3. Consideram nucleul unei stele masive Tn pragul exploziei de

supernova. Considerdm cd o parte avand M = M), fiind initial
sustinutd de presiunea de degenerare a electronilor (Z ~ A/2),

colapseaza la stadiul de stea neutronica.

a)

b)

Folosind relatia mas3-volum, M.V, ~ 2 x 107°M, V), S se
calculeze raza nuceului Thaintea colapsului. [R: Rwa ~ 8770 km]
S3 se calculeze raza nucleului dup3a colaps, presupunand c3
densitatea medie a acestuia este egald cu cea a materiei nucleare,
p=po=2,3x 10" kg/m?>. [R: Rns ~ 12,73 km]
S3 se estimeze durata colapsului n ipoteza c3derii libere. [R:
tg ~ 2,51 S]

S3 se calculeze diferenta de energie potentiald gravitationald Tntre
cele dou3 configuratii. [R: AQ = Qs — Qya =~ 4,14 x 10°7]]
Considerand m, = 1,67 x 107" kg, s se calculeze citi neutroni
(liberi) sunt in relicva neutronics. [R: 1,19 x 10°"]
Considerand c3 teorema virialului este valid3, energia intern3 variaza
cu AU = —AQ/2. S3 se calculeze energia per nucleon si variatia
temperaturii acestora presupunand c3 fiecare nucleon dispune de 3
grade de libertate. [keAT ~ 7,25 MeV]



Probleme

4. Invarianta de scala a ec. TOV. S3 se arate cd ec. TOV nu-si
schimba forma Tn urma transformarii
_p € _
P=— €= —, ?:ral/z, M = Ma'/2,
a a
5. Adimensionalizarea ec. de structura. Pentru obtinerea solutiilor
numerice, ec. (31) trebuie adimensionalizate. Considerand M,
arbitrara, introducem

2 GMref 3 Mref C2
Rref = T35 Cref = —p3 s Pref = €ref-
c ATR>

Notand A = A/A.c pentru o m3rime oarecare A, s3 se scrie ec. (31)
Tn aceastad conventie.

dM  _,_  dP (E+P)M+3FPP) dd  M+3PP

R: — =3r¢, — = — , — —.
dr dr 2F(F — M) dr  2F(F — M)



Probleme

6. In limita ultrarelativistd, € = 3P. 2/ Pouet
a) S§ se scrie ecuatia TOV (30) pentru 10 01X po
acest caz. — pe=1- X Pouct
47_”,3 1 — Pc=10. X Pruci
de  4GMe T 3¢ "
dr — r2c? 1_ 2MG (46) 0.10
rc? '"
b) S& se arate cd € = Kr" satisface
ec. (46) cind n= —2si 05 1 5 10 50 100" (K™
K = 3c*/567G. M(r) | Meyn
c) S& se gdseascd valoarea lui K dup3
adimensionalizare. [R: K =1/7] 1
d) S3 se arate c3 in acest caz, masa
creste liniar cu r, Tn timp ce 0.01
presiunea tinde doar asimptotic — ot x e
catre 0. [R: M = 4z7/7] 107 . petox oo
e) S3 se rezolve numeric ec. (46) si s3 106 — pe=10.X Pt
se verifice ca cele doua trasaturi de
mai sus sunt valabile si pentru cazul 0.5 1 5 10 50 100" fkem]

cand p este finit in r = 0.



Probleme

7. Fluidul Fermi-Dirac perfect. Limita ultrarelativistd discutatd la
problema anterioara este o idealizare valida doar in zona densitatilor
mari. In zona exterioars a stelei, p scade sub densitatea nucleara si
Er devine comparabil cu m,c? = 940 MeV iar ec. de stare Tsi incepe
tranzitia catre limita nerelativista.

a) Considerand distributia Fermi-Dirac pentru particule relativiste,
f= ﬁ[e(Ep_EF)/T +17 = ﬁ@(pp — p), unde

pPF = %\/EE — m2c* si g = 2 reprezinta gradul de degenerare per
constituent, sa se calculeze n, € si P in functie de pr, Er si m.

3
n= PF
3m2h3’
2
2 2 2 4 8 mc
=———— | cprEF(5¢ —3E/)—3mc In ——|,
24h3c37r2|:p,: F(5¢"pr — 3) cpr + EF
22 2 4 8 c
e =———— | cprEF(c +E)+mcln——| .
8h3c3n2 {PF F(cpE ) CPF+EF:|

b) S¥ se arate ci 25 = <P tinand cont c3 pr = (3n2h3n)Y/3 si

on — n !

Er = \/c?pE + m2ct.



Probleme

7. Fluidul Fermi-Dirac perfect. (continuare)
c) S3 se exprime € ca functie de P n limita nerelativist3, pr < mc.

2 3
B2 (672\3 s 3P ) 3P mteS ( g )% 5R3P\ 5
R: P=—|—) n3, e=—+nmc", e=—+ 6.2
5m \ g 2 2 h3 672 m*c5
d) S3 se exprime € ca functie de P in limita ultrarelativistd, pr > mc.
[R: P = (52)in*/?, e = 3P
e) S3 se rezolve numeric ecuatiile de structurd folosind Mrer = Mg

ntre limitele P. = 10™* si 10* si s¥ se giseascd masa maxim3
admis3 de aceastd ecuatie de stare, precum si raza acestei
configuratii maximale. [R: 0,712M, si 9,18 km]

0.8

. :
(Mmax = 0, 712M)

M/Mg

0.4

0.3




