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Capitolul V. Modele politrope.
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V.2. Ecuatia Tolman-Oppenheimer-Volkoff.
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» V.3. Masa maxima a stelelor neutronice.
» V.4, Teoria nucleara de camp.

>

V.5. Echilibrul 8 in stelele neutronice. Materia nepp.



V.1. Ecuatia Lane-Emden.
V.1.1. Ecuatia politropa.

» Rezolvarea ecuatiilor de structura stelard necesita cunoasterea
ecuatiei de stare P(p, T, X;), prin intermediul c3reia acestea devin
cuplate.

> Partea de structurd mecanic3 (care implicd p si P) se decupleaz3 de
cea termica Tn cazul ecuatiei de stare politrope:

P=Kp, r=1+%, (1)
unde K e o constantd iar n este indicele politrop.

» Aceast3 ecuatie este valida n stelele unde transferul convectiv este
dominant (I — «), precum si in nucleul degenerate al piticelor albe
(n = 3/2 pentru cazul nerelativist, n = 3 pentru cazul
ultrarelativist).

> 1n acest caz, e convenabil¥ cuplarea ecuatiei echilibrului hidrostatic
cu ecuatia de conservare a masei dupa cum urmeaza:

14 (7 o)
r2dr \ p(r) dr

) = -4nG(). )



V.1.2.

v

Ecuatia Lane-Emden.
Este convenabild introducerea functiei adimensionale 6(r):

p(r) = pcd"(r) = P(r) = P6™(r), (3)

unde p este densitatea central3 iar P. = Kpl"t/".

Prin definitie, 6(r = 0) = 1.
Consideram c3 suprafata stelei se gdseste unde 6(r = R,) = 0.
Avand Tn vedere ca:

1 dP(r)  (n+1)P. do(r)

= 4
p(r) dr Pe dr ’ )
ecuatia (2) se poate pune sub forma ecuatiei Lane-Emden:
Ld (L,d0E)\ _
g (€%) =, )

unde £ = r/a este definit in functie de constanta «, introdusa prin:

o2 — (n+1)P.  (n+ 1)Kp(17n)/n. (6)

47 G p? AnG €

Suprafatd stelara se gaseste la R, = a&p, unde & este prima
radacind a functiei 6(¢).



V.1.3.

>

v

Solutii particulare.

In vecindtatea originii, se poate scrie

(g)—1+(jz> Et ... (7)

Substituind expresia de mai sus n ec. (5), se poate vedea c3d
membrul sting rdmane finit cand & — 0 doar dac3

(3’2)50 —0. (8)

Ecuatia Lane-Emden se poate rezolva analitic pentru n =0, n=1si
n=>5:

(n=0) (n=1) (n=5)

% sin¢ g2\ 2
0 =1 2 9—6, 9—(1—1-3) . (9)
Cazul n = 0 corespunde unei stele cu p = p. = const, suprafata
acesteia gisindu-se la & = V6 [€30/ (&) = —2V/6).

Cand n=1, fo =T [589 (fo) = — ]

Cand n =5, & — 00 [lime_ 00 £20'(€) = —V/3].

Pentru n > 5, solutiile ecuatiei Lane-Emden nu au radacini reale.
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V.1.4.

>

>

Legatura cu parametrii stelei.

Ecuatia Lane-Emden (5) furnizeazi o familie de solutii (indexat3
dup3 indicele politrop n).

Odat3 stabilits valoarea lui n, profilul (&) este universal, descriind o
clasa de stele care se pot diferentia prin razd si mas3 totala.

Masa totald se poate gasi integrand densitatea pana la R,:

R o
M, = 47r/0 dr r’p(r) = 47rpca3/0 de £20"(¢). (10)

Folosind ec. Lane-Emden pentru eliminarea lui 6"(€) , integrala se
rezolva imediat si rezulta:

M., K(n+1)1%3,_
e —— ) J— Y $ =] (3—n)/2n
Pcx 47.(.589/(50) = 7T£0 (Eo) |: arG :| Pc ;
(11)

unde semnul minus este necesar deoarece ¢'(&y) < 0.
Tinind cont cd a = R, /&, rezulta:

n/(n—1
K(n+1)} /" )R£3—n)/(1—n). (12)



V.1.5. Stele degenerate nerelativiste: relatia masa-volum.

» In cazul cand steaua este sustinuta de presiunea de degenerare a
electronilor nerelativisti (pr < mec), avem

5
GBI pZ 6 (Z) Nm3
P—57rne mHA 7KP3, Kf9,915><10 Z @3

(13)

corespunzand unui indice politrop n = 3/2.
» Rezolviand numeric ecuatia Lane-Emden pentru n = 3/2 rezulta:

€~ 3,65375,  £20'(&) = —2,71406. (14)
» Tnlocuind n = 3/2 1n relatia (12), rezult3 relatia masa-volum:
1672¢3 5K \°
M.V, = - —22¢' —— ] ~5,62x 10> kgm?
~2 x 107°Mg Vs, (15)

unde s-a aproximat Z/A ~0,5.
> Ec. (15) permite aflarea R, dac3 se cunoaste M,:

R. = 0,0126( Mg /M,)?Re. (16)



Denumirel M/M@ 1 R/R@ 1 R5/3/R®
Sirius B 1.0+ 0.016 | 0.0084 £+ 0.0002 0.013
Stein 2051 B 0.48+0.045 | 0.0111 £0.0015 0.016
40 Eri B 0.501 £0.011 | 0.0136 + 0.0002 0.016
Procyon B 0.604 £ 0.018 | 0.0096 + 0.0004 0.015
CD-38 10980 0.74 £0.04 | 0.01245 + 0.0004 0.014
W485 A 0.59 +£0.04 0.0150 £ 0.001 0.015
L268-92 0.70£0.12 0.0149 £ 0.001 0.014
L481-60 0.53£0.05 0.012 4 0.0004 0.015
G181-B5B 0.50 +0.05 0.011 £ 0.001 0.016
G156-64 0.59 +0.001 0.0110 £ 0.001 0.015
G154-B5B 0.46 +0.08 0.0130 £ 0.002 0.016

1J. L. Provencal, H. L. Shipman, Testing the white dwarf mass-radius relation with
HIPPARCOS, Astrophys. J. 494 (1998) 759-767.



V.1.6. Stele degenerate ultrarelativiste: limita
Chandrasekhar.

» In cazul cand steaua este sustinuta de presiunea de degenerare a
electronilor ultrarelativisti (pr > mec), avem

h z \*? Z\ N m?
P_C(37r2)é<p )_ o, K:1,2316x101°<>m

4 mHA A kg4/37
(17)
corespunzand unui indice politrop n = 3.
» Rezolvand numeric ecuatia Lane-Emden pentru n = 3 rezulta:
&o ~ 6,89685, £20' (&) = —2,01824. (18)
» Tnlocuind n = 3 in relatia (12), rezults c¥ masa nu depinde de p,
Ry, .. .:
K\ 3/2
M, = —4m£20'(&) (G) ~ 1,436 Mg). (19)
e

unde s-a aproximat Z/A ~ 0, 5.

> Ec. (19) reprezintd masa maxim3 pe care o poate avea o stea staticd
cu simetrie sferica care este sustinutd de presiunea de degenerare a
electronilor.



V.1.7. Model pentru Soare.

op,
3
A
|

-5 Solar model

Comparatie intre p/p. pentru Soare obtinut cu metode numerice (linia
continud), respectiv cu modelul n =5 (linia punctatd). Rezultatele sunt
bine suprapuse pentru 0 < r < R,/2.



V.1.8. Model pentru Soare (curs 10).
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» Pentru comparatia dintre rezultatul aferent ec. Lane-Emden si
modelul discutat la cursul 10, am considerat formele functionale:

p(r) = pb"(r/a), P(r) = P.6"(r/c). (20)
» Valorile pc, P. si « pot fi determinate prin fitarea formelor
functionale pe rezultatele corespunzatoare modelului din cursul 10.
» Putem obtine perechile (pc, o = o) si (P, = ap) fitand graficele
lui p, respectiv P.
» Deoarece o, si ap are trebui sd aiba aceeasi valoare, vom utiliza
a = (o, + ap)/2 = noi valori pentru p. si P.



Model pentru interiorul solar:?

r M(r) L) T P log P
(Ro) ™) (L) (10°K) (gem™) (dynem™)
0.007 0.00003 0.0002 15.7 150 17.369
0.02 0.001 0.010 15.6 146 17.355
0.09 0.057 0.361 13.6 95.73 17.177
0.22 0.399 0.966 8.77 28.72 16.525
0.32 0.656 1.000 6.42 9.77 15.724
0.42 0.817 1.000 4.89 3.22 15.324
0.52 0.908 1.000 3.77 1.05 14.722
0.60 0.945 1.000 3.15 0.500 14.322
0.71 0.977 1.000 2.23 0.177 13.721
0.81 0.992 1.000 1.29 0.0766 13.119
0.91 0.999 1.000 0.514 0.0194 12.119
0.96 0.9999 1.000 0.208 4.85x107 11.118
0.99 1.0000 1.000 0.00441 2.56x10™ 9.118
0.995 1.0000 1.000 0.00266 4.83x107° 8.118
0.999 1.0000 1.000 0.00135 1.29x10°¢ 6.118
1.000 1.0000 1.000 0.00060 2.18x107 4918

Tn centrul Soarelui, T ~ 1,57 x 107K, p ~ 150 g/cm? si

P ~ 2,3 x 10'% Pa.

2A. N. Cox, Allen’s astrophysical quantities, Springer, New York (2004).



Probleme

1.

S3 se calculeze masa unei stele politrope cu indicele n = 0. S3 se
scrie masa in functie de p. si R.. [R: M, = % pcR3]
S3 se arate cd presiunea intr-o stea de raza R, cu densitate
constanta p este

2
P(r) = TS (R~ ). (21)

Sa se calculeze masa unei stele politrope cu n = 1 in functie de p. si
R..

S3 se calculeze masa moleculard medie p pentru o plasma complet
ionizata n care fractia masica a hidrogenului este X, cea a heliului
este Y, iar cea a metalelor este Z=1-X —-Y. [R:
p=G+3X+3Y)7

S3 se arate c3 pentru x(&) = £60(€), ec. Lane-Emden (5) devine:

d’x(§) _ _x"(¢)

= et @=0 YO=1 @

S3 se arate c3 intr-o gaz alcdtuit din atomi neutri (neionizati), avand
metalicitatea Z < X, Y, masa moleculard medie este aproximativ
_ 1y)-1



Probleme

7. Stele convective. Stelele avand mase mici, precum piticele maro,
pot fi considerate ca fiind Tn echilibru convectiv. Tn acest caz,
exponentul I este identic cu indicele adiabatic 7. S3 se arate ca
ecuatia echilibrului convectiv, dT/dr = —(T/H)(y — 1)/, cu
H = P/pg, admite solutia

T(§) = TcH(8). (23)

8. Model politropic pentru Soare.

a) S3& se arate c3 raportul dintre densitatea medie p. = M,/ V. si
densitatea centrald p. satisface:

P 3,
P 509 (%)
b) S& se calculeze raportul pc/pc pentru Soare, stiind c3
Me = 1,989 x 10°°kg, Ri) = 6,9634 x 10°m si
pe ~ 1,5 x 10°kg/m?. [R: pe/pc =~ 0,009375]
c) S3 se g3seascd valoarea lui n pentru care este atins3 valoarea
calculats la subpunctul anterior. S3 se calculeze & si £30(&) pentru

aceasta valoare a lui n.
[R: n=3,34, & ~ 8,512, £20' (&) ~ —1,927]



Probleme

8. Model politropic pentru Soare. (continuare)
d) S& se giseascs valoarea presiunii in centrul stelei.
[R: @ =8,18 x 10" m, P. ~ 2,91 x 10 Pa]
e) Presupunind c3 nucleul este alcituit dintr-un gaz ionizat format din
ioni de hidrogen si heliu avand fractiile masice X = 0,71, respectiv
Y =0,27(Z=1—- X — Y =0,02), s§ se giseasc3 temperatura

central a stelei. [R: T. =1,44 x 10" K]
" Model Model (c10) ——
100 F=—=o=" Model (A. Cox) - @ - 7 [ Model (A. Cox) - -G - 7

Q n =334 = =

¢ S
T2l T 02| i
1073 | 1073 | 9
(pe = 1,5 x 10° kg) (pe = 1,5 x 10° kg)
(P. = 2,91 x 1016 Pa) (P. = 2,91 x 106 Pa)
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