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Cont, inutul cursului

Capitolul IV. Structura internă a stelelor

▶ IV.1. Teoria lungimii de amestecare.

▶ IV.2. Integrarea ecuat, iilor structurii stelare.



IV.2. Integrarea ecuat, iilor structurii stelare.
IV.2.1. Generalităt, i.

▶ Analiza atomsferei stelare este necesară pentru prezicerea radiat, iei
emise de către aceasta ı̂nspre spat, iul cosmic.

▶ Analiza structurii stelei permite estimarea proprietăt, ilor plasmei
stelare ı̂n interiorul acesteia.

▶ Cunoas, terea structurii interne a stelei permite estimarea ratelor
react, iilor nucleare, sau a frecvent,ei de oscilat, ie a stelelor pulsatoare.

▶ Ecuat, iile care stau la baza structurii stelare sunt:
▶ Ecuat, ia de conservare a masei;
▶ Ecuat, ia de conservare a energiei;
▶ Ecuat, ia echilibrului hidrostatic;
▶ Ecuat, ia transportului energiei.

▶ Suplimentar, trebuie cunoscută ecuat, ia de stare a plasmei stelare.

▶ Transportul energiei poate avea loc atât prin radiat, ie, cât s, i prin
convect, ie s, i/sau conduct, ie.

▶ În cele ce urmează vom presupune că steaua are simetrie sferică s, i se
găses, te ı̂n echilibru termic.



IV.2.2. Structura mecanică.

▶ Ecuat, ia de conservare a masei este:

dM(r)

dr
= 4πr2ρ(r) ⇒ M(r) = 4π

∫ r

0

dr r2ρ(r). (1)

▶ Ecuat, ia echilibrului hidrostatic este:

dP(r)

dr
= −ρ(r)GM(r)

r2
. (2)

▶ În general, P(r) = Pgaz(r) + Prad(r), unde presiunea radiativă este

Prad =
4πK

c
≃ 4σT 4

3c
(aproximat, ia e validă la adâncimi optice mari).

(3)

▶ Relat, ia dintre P(r) s, i ρ(r) este stabilită prin ecuat, ia de stare.



IV.2.3. Ecuat, ia de product, ie a energiei.

▶ Deoarece considerăm că steaua se găses, te ı̂n echilibru, rata de
producere a energiei se traduce printr-o cres, tere a luminozităt, ii:

dL(r)

dr
= 4πr2ρ(r)ε(r) ⇒ L(r) = 4π

∫ r

0

dr r2 ρ(r)ε(r). (4)

▶ În general, ε(r) este neneglijabil doar pentru r ≲ 0.25R⊙.



Product, ia energiei nucleare prin lant,urile pp.

▶ Rata specifică de producere a energiei nucleare εpp prin lant,urile pp
este:

εpp = 0, 241ρX 2fppψppCppT
−2/3
6 e−33,80T

−1/3
6 , (5)

unde
▶ T6 reprezintă temperatura ı̂n 106 K;
▶ ρ e densitatea ı̂n kg/m3;
▶ fpp ≡ fpp(X ,Y , ρ,T ) ≃ 1 e un factor de ecranare pentru lant,ul pp;

▶ ψpp ≡ ψpp(X ,Y ,T ) ≃ 1 + 1, 412× 108(X−1 − 1)e−49,98T
−1/3
6 este un

factor de corect, ie care t, ine cont de derularea simultană a proceselor
PPI, PPII s, i PPIII;

▶ Cpp = 1 + 0, 0123T
1/3
6 + 0, 0109T

2/3
6 + 0, 000938T6 cont, ine corect, ii

de ordin superior ı̂n teoria Gamow.



Product, ia energiei nucleare prin ciclurile CNO.

▶ Rata specifică de producere a energiei nucleare εCNO prin ciclurile
CNO este:

εCNO = 8, 67× 1020ρXXCNOCCNOT
−2/3
6 e−152,28T

−1/3
6 , (6)

unde
▶ T6 reprezintă temperatura ı̂n 106 K;
▶ ρ e densitatea ı̂n kg/m3;
▶ XCNO ≃ Z/2 este fract, ia masică a carbonului / azotului / oxigenului;
▶ CCNO = 1 + 0, 0027T

1/3
6 − 0, 00778T

2/3
6 − 0, 000149T6 cont, ine

corect, ii de ordin superior ı̂n teoria Gamow.



Product, ia energiei nucleare prin procesul triplu-α.

▶ Rata specifică de producere a energiei nucleare ε3α prin procesul
triplu-α este:

ε3α = 50, 9ρ2Y 3T−3
8 f3αe

−44,027T−1
8 , (7)

unde
▶ T8 reprezintă temperatura ı̂n 108 K;
▶ ρ e densitatea ı̂n kg/m3;
▶ Y este fract, ia masică a heliului;
▶ f3α ≃ 1 este factorul de ecranare pentru procesul triplu-α.



VI.3.4. Ecuat, ia transportului energiei.
▶ Transportul energetic are loc prin convect, ie dacă e satisfăcut

criteriul Schwarzschild: ∇rad ≥ ∇med > ∇cel ≥ ∇adi.

▶ Pentru simplitate, vom aproxima

∇med ≃ ∇rad =
3kR

64πr2g

P

σT 4
L(r) (8)

s, i ∇cel ≃ ∇adi = (γ − 1)/γ.

▶ În cazul ∇rad < ∇adi, transferul energetic poate fi modelat prin

dT (r)

dr
= −ρgT

P
∇rad = − 3kRρ

16T 3

L(r)

4πr2σ
. (9)

▶ Dacă ∇rad > ∇adi, putem presupune că transferul energetic
convectiv se face ı̂n condit, ii adiabatice, astfel ı̂ncât:

∇ =
P

T

dT/dr

dP/dr
=
γ − 1

γ
⇒ dT

dr
= −µGMmH

kB r2
γ − 1

γ
, (10)

unde am folosit ec. de stare a gazului ideal, P = ρkBT/µmH ,
presupunând că Prad = 0 (̂ıntrucât transferul energetic este dominat
de convect, ie).



Modelarea opacităt, ii.
▶ Pentru modelarea cu precizie a spectrului atmosferei stelare, este

necesară contabilizarea liniilor spectrale la nivelul ecuat, iei
transferului radiativ.

▶ În ceea ce prives, te structura stelară, se poate rezolva ecuat, ia
energiei utilizând opacitatea Rosseland.

▶ În general, opacitatea medie Rosseland este

kR = κbb + κbf + κff + κH− + σTh, (11)

unde
▶ κbb ≡ opacitatea datorată tranzit, iilor din stare legată (bounded) ı̂n

stare legată, aferente liniilor spectrale;
▶ κbf ≡ opacitatea datorată tranzit, iilor din stare legată ı̂n stare liberă

(aferente ionizărilor);
▶ κff ≡ opacitatea datorată ı̂mprăs, tierii pe e− liberi ı̂n prezent,a

nucleelor;
▶ κH− ≡ opacitatea aferentă fotoionizării anionilor de hidrură, H−

(fiind semnificativă pentru partea continuă a spectrului);
▶ σTh ≡ opacitatea datorată ı̂mprăs, tierii Thomson pe e− liberi;

▶ Deoarece κbb nu are o formulă generală, această contribut, ie va fi
neglijată.



▶ κbf s, i κff admit legile de tip Kramers:

κbf =4, 34× 1021
gbf
t
Z (1 + X )ρT−3,5,

κff =3, 68× 1018gff (1− Z )(1 + X )ρT−3,5, (12)

unde
▶ gbf ≃ 1 s, i gff ≃ 1 sunt factorii Gaunt, reprezentând corect, ii de

natură cuantică;
▶ t = gbf × 0, 708[ρ(1 + X )]1/5 este un factor de ecranare;
▶ X s, i Z reprezintă fract, iile masice ale hidrogenului, respectiv

metalelor;
▶ ρ e densitatea ı̂n kg/m3;
▶ T e temperatura ı̂n K;
▶ Valorile opacităt, ilor sunt ı̂n m2/kg.

▶ Pentru absorbt, ia datorată anionilor de hidrură, opacitatea se poate
aproxima ı̂n intervalul 3000 K < T < 6000 K,
10−10kg/m3 < ρ < 10−5 kg/m3 s, i 0, 001 < Z < 0, 03 prin

κH− = 7, 9× 10−34 Z

0, 02

√
ρT 9, (13)

fiind 0 când T , ρ sau Z nu se găsesc ı̂n interiorul acestor intervale.



▶ Pentru ı̂mprăs, tierea Thomson,

kTh =
ne
ρ
σTh ≃ 0, 04

nemH

ρ
. (14)

▶ Dacă gazul e complet ionizat s, i ignorând metalele (X + Y ≃ 1),
avem

nemH

ρ
=

nH + 2nHe

nH + 4nHe
=

1 + X

2
, (15)

unde am folosit (n = nH + nHe)

nH =
4nX

1 + 3X
, nHe =

n(1− X )

1 + 3X
. (16)

▶ Când plasma este part, ial ionizată, ne trebuie obt, inut din ec. Saha.
▶ Pentru X = 1, Y = Z = 0, avem

nemH/ρ = nHII/n = fHII ≡ nHII/(nHI + nHII).
▶ Observând că nHI + nHII = Pgaz/[kBT (1 + fHII)], rezultă

f 2HII

1− f 2HII

=
kBT

P
A, A ≡

(
2πmekBT

h2

)3/2

e−E∞/kBT . (17)

▶ Rezultă solut, ia

kTh =
σTh

mH
HII ≃ 0, 04

(
1 +

Pgaz

kBTA

)−1/2

. (18)



VI.3.5. Strategia de rezolvare.

▶ Ecuat, iile structurii stelare formează un sistem neomogen s, i neliniar
de 4 ecuat, ii diferent, iale de ordinul 1.

▶ Acest sistem acceptă 4 condit, ii init, iale referitoare la cele 4 variabile
(presiune, masă, temperatură s, i luminozitate).

▶ Din punct de vedere matematic, este convenabilă impunerea
condit, iilor init, iale ı̂n centrul stelei (r = 0),

P(0) = Pc , M(0) = 0, T (0) = Tc , L(0) = 0. (19)

▶ Deoarece ı̂n principiu ne interesează 3 parametri (R∗, M∗ s, i L∗), vom
ı̂ncerca integrarea ecuat, iilor de structură dinspre exterior ı̂nspre
interior, impunând condit, iile:

M(R∗) = M∗, L(R∗) = L∗, (20)

precum si Tef cu ajutorul căreia R∗ poate fi calculată din

L∗ = 4πR2
∗σT

4
ef . (21)



▶ Sistemul de ecuat, ii este:

dM

dr
= 4πr2ρ,

dP

dr
= −ρGM

r2
,

dL

dr
= 4πr2ρε,

dT

dr
=


− 3kRρ

16T 3

L(r)

4πr2σ
, ∇ < ∇adi,

−µGMmH

kB r2
γ − 1

γ
, ∇ > ∇adi,

(22)

unde

∇adi =
γ − 1

γ
, ρ =

µmHPgaz

kBT
,

Pgaz =P − Prad, Prad =
4σT 4

3c
. (23)

▶ Pentru evitarea densităt, ilor negative, impunem

Pgaz = max(P − Prad, fP), f = 0.01. (24)



VI.3.6. Plasma part, ial ionizată

▶ Dacă plasma este complet ionizată, avem

µ =

(
2X +

3Y

4
+

Z

2

)−1

, (25)

ı̂n timp ce indicele adiabatic este γ = 5/3 s, i ∇adi = 0, 4.

▶ În cazul când plasma este part, ial ionizată, avem

µ ≃
[
X (fHI + 2fHII) +

Y

4
(fHeI + 2fHeII + 3fHeIII) + . . .

]−1

, (26)

unde fa = na/(nI + nII + . . . ) este fract, ia de ionizare calculată
separat pentru fiecare specie, pornind de la ecuat, ia Saha:

na+1

na
=

2

ne

(
2πmeKBT

h2

)3/2
Ua+1

Ua
e−E∞,a/KBT . (27)



▶ În cazul ionizării part, iale, s, i indicele adiabatic se schimbă.

▶ Pentru gazul ideal monoatomic, energia internă specifică (per
unitatea de masă) este u = 3P/2ρ = 3kBT

2µmH
.

▶ Dacă gazul prezintă o fract, ie de ionizare nenulă, avem

u =
3kBT

2µmH
+

X

mH
EHI,∞fHII

+
Y

4mH
[EHeI,∞fHeII + (EHeI,∞ + EHeII,∞)fHeIII] + . . . , (28)

unde fract, iile de ionizare depind implicit de P, ρ s, i T .

▶ Indicele adiabatic se găses, te din legea I a termodinamicii,
du + Pdρ−1 = 0.

▶ Pentru cazul Y = Z = 0:

γ =
5 +

(
5
2
+

E∞;HI

kBT

)2

fHIfHII

3 +

[
3
2
+

(
3
2
+

E∞;HI

kBT

)2
]
fHIfHII

,

unde fHI + fHII = 1.

▶ Deoarece γ < 5/3, ∇adi scade, favorizând convect, ia ı̂n regiunile
part, ial ionizate.



VI.3.8. Condit, iile init, iale la suprafat,a stelară.
▶ Deoarece pe suprafat,a stelară, P(R∗) = ρ(R∗) = T (R∗) = 0,

integrarea cu aceste condit, ii init, iale poate fi problematică.
▶ Pentru surmontarea acestei dificultăt, i, intercalăm ı̂ntre suprafat,a

stelară s, i restul stelei un strat subt, ire radiativ, ı̂n care

dP

dT
=

GMT 3

3κR

64πσ

L(r)
. (29)

▶ Presupunând că acest strat are dimensiuni mici, astfel ı̂ncât
L(r) ≃ L∗ s, i M(r) ≃ M∗.

▶ Ignorând opacitatea datorată ı̂mprăs, tierii Thomson, anionilor de
hidrură s, i liniilor spectrale, utilizăm

κR ≃κbf + κff = AρT−3.5,

A =4, 34× 1021
gbf
t
Z (1 + X ) + 3, 68× 1018gff (1− Z )(1 + X ),

unde folosim gbf = gff = 1 s, i t = 100.
▶ Integrând ec. (29), rezultă:

P =

(
1

4, 25

64πσGM∗kB
3µmHAL∗

)1/2

T 4,25. (30)



▶ Putem afla temperatura impunând ∇ = ∇rad, adică

dT

dr
= − 3κRL∗ρ

64πr2σT 3
. (31)

▶ Înlocuind κR = AρT−3,5 s, i ρ = PµmH/kBT (ignorăm deocamdată
efectul presiunii radiative), rezultă:

dT

dr
= −µGmHM∗

4, 25kB r2
. (32)

▶ Integrând relat, ia de mai sus, rezultă:

T (r) =
µGmHM∗

4, 25kB

(
1

r
− 1

R∗

)
. (33)



VI.3.9. Centrul stelei.

▶ Abordarea “dinspre suprafat, ă ı̂nspre centru” permite specificarea din
punct de vedere matematic a trei condit, ii init, iale independente: M∗,
L∗ s, i R∗ (prin relat, ia dintre L∗, R∗ s, i Tef).

▶ În realitate ı̂nsă, doar Tc s, i Pc sunt gradele de libertate reale ale
solut, iei sistemului, deoarece M(0) = L(0) = 0.

▶ Atât din punct de vedere matematic, cât s, i datorită erorilor
numerice, solut, ia obt, inută numeric nu va satisface L(0) = M(0) = 0,
astfel devenind divergentă ı̂n jurul lui r = 0.

▶ Drept urmare, este necesară fixarea capătului inferior al integrării la
o valoare finită, rmin ≪ R∗ (̂ın practică, am folosit rmin = R∗/10).



VI.3.9. Centrul stelei.
▶ Parametrii centrali ai stelei pot fi estimat, i presupunând că ı̂n

interiorul sferei de rază rrmin, densitatea este constantă, având
valoarea ρc determinată de

ρc =
3M(rmin)

4πr3min

. (34)

▶ Presiunea poate fi calculată folosind ecuat, ia echilibrului hidrostatic,

P(r) = P(rmin) +
3GM2(rmin)

8πr4min

(
1− r2

r2min

)
. (35)

▶ Temperatura satisface ecuat, ia neliniară

ρc =
µmH

kBT
(P − Prad), Prad = 4σT 4/3c . (36)

▶ Luminozitatea de asemenea poate fi estimată presupunând că
ε(r) ≃ εc e constantă ı̂n interiorul sferei de rază rmin:

L(r) =
4πr3

3
ρcεc , εc =

3L(rmin)

4πr3minρc
. (37)



VI.3.10. Rezultate.
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▶ Considerăm un gaz complet ionizat (X = 0, 71, Y = 0, 27 s, i
Z = 0, 02);

▶ M∗ = M⊙ = 1, 989× 1030 kg, L∗ = L⊙ = 3, 827× 1026 W s, i
Tef = 5500 K ⇒ R∗ = 1, 1002Rastrosun.

1

▶ Luăm stratul exterior de grosime δr = 0.001R∗ s, i continuăm
integrarea până la rmin = R∗/10.

▶ Obt, inem ı̂n centru ρc = 1, 69× 105 kg/m3 s, i Pc = 4, 11× 1016 Pa,
fat, ă de valorile din Soare, ρ⊙c = 1, 5× 105 kg/m3 s, i
P⊙c = 2, 65× 1016 Pa.

1Valoarea este mai mică decât T⊙
ef ≃ 5780 K din motive de stabilitate numerică.



VI.3.10. Rezultate.
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▶ Obt, inem Tc = 1, 80× 107 K fat, ă de T⊙
c = 1, 57× 107 K.

▶ Nucleul (unde se produce 99% din energie) se ı̂ntinde până la

rnucl = 0, 239R∗, comparat cu r⊙nucl = 0, 24R⊙.
▶ dL/dr atinge un maxim la rLmax > 0, ı̂nsă nu e vizibil deoarece

rLmax < rmin.



VI.3.10. Rezultate.
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▶ ρ(r) prezintă o discontinuitate când r = rmin, care poate fi eliminată
considerând modele mai sofisticate pentru regiunea r < rmin (de
exemplu, o dependent, ă liniară sau pătratică a ρ de rază).

▶ Îmbunătăt, irea modelului pentru ρ(r < rmin) va modifica valorile
parametrilor ı̂n centrul stelei.

▶ Pentru modelul considerat aici, ∇rad < ∇adi pretutindeni ı̂n
interiorul stelei.



VI.3.10. Rezultate.
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▶ κR scade dinspre exterior ı̂nspre
interior.

▶ τc ≃ 9.65× 1012.

▶ Solut, ia pentru atmosfera gri ı̂n
aproximat, ia Eddington,
T (τ) = Tef [

3
4 (τ +

2
3 )]

1/4,
reprezentată cu linie ros, ie
punctată, e validă pentru τ ≲ 1010.

▶ Nucleul ı̂ncepe la τnucl = 5, 68× 1011 (bulina verde).


