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Continutul cursului

Capitolul 1V. Structura interna a stelelor
» |V.1. Teoria lungimii de amestecare.
> IV.2. Integrarea ecuatiilor structurii stelare.



IV.2. Integrarea ecuatiilor structurii stelare.

IV.2.1.

>

2

Generalitati.

Analiza atomsferei stelare este necesara pentru prezicerea radiatiei
emise de catre aceasta Tnspre spatiul cosmic.

Analiza structurii stelei permite estimarea proprietatilor plasmei
stelare n interiorul acesteia.

Cunoasterea structurii interne a stelei permite estimarea ratelor
reactiilor nucleare, sau a frecventei de oscilatie a stelelor pulsatoare.
Ecuatiile care stau la baza structurii stelare sunt:

» Ecuatia de conservare a masei;
» Ecuatia de conservare a energiei;
» Ecuatia echilibrului hidrostatic;
» Ecuatia transportului energiei.

Suplimentar, trebuie cunoscut3 ecuatia de stare a plasmei stelare.

Transportul energiei poate avea loc atat prin radiatie, cat si prin
convectie si/sau conductie.

In cele ce urmeaza vom presupune ca steaua are simetrie sferica si se
gaseste Tn echilibru termic.



[V.2.2. Structura mecanica.

» Ecuatia de conservare a masei este:

dM(r)

9 = 4rr’p(r) = M(r) = 4n /0’ dr r’p(r). (1)

» Ecuatia echilibrului hidrostatic este:

dP(r) p(r)GM(r)

dar r? ' (2)

> in general, P(r) = Pyau(r) + Praa(r), unde presiunea radiativy este

ArK  40T* . - A . .
Prag = ~ (aproximatia e validd la adancimi optice mari).

c 3c
(3)

> Relatia dintre P(r) si p(r) este stabilitd prin ecuatia de stare.



IV.2.3. Ecuatia de productie a energiei.

» Deoarece consideram c3 steaua se gdseste n echilibru, rata de
producere a energiei se traduce printr-o crestere a luminozitatii:

de(rr) = anr?p(r)e(r) = L(r) = 4 /0 Cdr R p(ne(r). (4)

> Tn general, g(r) este neneglijabil doar pentru r < 0.25R,.



Productia energiei nucleare prin lanturile pp.

> Rata specificd de producere a energiei nucleare €, prin lanturile pp

este:

unde

>

>
>
>

epp =0, 241pX? fopVpp Cop T6_2/3e_33’80T6_1/3a (5)

Te reprezinta temperatura n 10° K;

p e densitatea in kg/m?;

fop = fop(X, Y, p, T) = 1 e un factor de ecranare pentru lantul pp;
Yo = Upp(X, Y, T) = 141,412 x 108(X 1 — 1)e=*%%75 " este un
factor de corectie care tine cont de derularea simultan3 a proceselor
PPI, PPII si PPIII;

Coo = 1+0,0123T}/* +0,0109T2/> + 0,000938 Ts contine corectii
de ordin superior in teoria Gamow.



Productia energiei nucleare prin ciclurile CNO.

» Rata specificd de producere a energiei nucleare ecnxo prin ciclurile

CNO este:

ecno = 8,67 x 102°pXXcno Cono Ty 2/ 3e™152287 7 (6)

unde
> T, reprezinti temperatura in 10° K;

> p e densitatea n kg/m3;
» Xcno =~ Z/2 este fractia masicd a carbonului / azotului / oxigenului;

> Cevo = 1+40,0027T2/ —0,00778 TZ/® — 0,000149 Ts contine
corectii de ordin superior in teoria Gamow.



Productia energiei nucleare prin procesul triplu-a.

» Rata specificd de producere a energiei nucleare €3, prin procesul
triplu-a este:

£30 = 50, 9p2 y3 T8—3 f3ae—44,027T;1’ (7)

unde
> Tg reprezintd temperatura in 108 K;
> p e densitatea in kg/m3;
» Y este fractia masic3 a heliului;
» f3, ~ 1 este factorul de ecranare pentru procesul triplu-a.



VI.3.4. Ecuatia transportului energiei.

>

>

>

Transportul energetic are loc prin convectie dacd e satisfacut
criteriul Schwarzschild: Viad > Vied > Veel = Vaai.

Pentru simplitate, vom aproxima

3kr P
64nrig o T*

L(r) (8)

vmed = vmd =

S' vccl =~ vadi = ('Y - 1)/7

n cazul Viad < Vadi, transferul energetic poate fi modelat prin
dT(I’) _ _pgT _ 3kRP L(I’) (9)
d P ™7 T 16T34nr20

Dacd V;aq > Vaqi, putem presupune c3 transferul energetic
convectiv se face n conditii adiabatice, astfel Tncat:
_ PdT/dr ~y-1 dT  pGMmy~y —1

_F _ a_ 10
TdPjdr ~ ~  dr e 10

\Y

unde am folosit ec. de stare a gazului ideal, P = pkg T /umy,
presupunind c3 P.,q = 0 (intrucat transferul energetic este dominat
de convectie).



Modelarea opacitatii.

» Pentru modelarea cu precizie a spectrului atmosferei stelare, este
necesara contabilizarea liniilor spectrale la nivelul ecuatiei
transferului radiativ.

» In ceea ce priveste structura stelard, se poate rezolva ecuatia
energiei utilizdnd opacitatea Rosseland.

> in general, opacitatea medie Rosseland este
kr = Kb + Kbr + KiF + KE- + OTh, (11)

unde
> kp» = opacitatea datoratd tranzitiilor din stare legat3 (bounded) Tn
stare legata, aferente liniilor spectrale;
> Kkpr = opacitatea datorata tranzitiilor din stare legata in stare libera
(aferente ionizirilor);
> K = opacitatea datoratd Tmprastierii pe e~ liberi Tn prezenta
nucleelor;
» k- = opacitatea aferentd fotoionizarii anionilor de hidrura, H™
(fiind semnificativd pentru partea continu3 a spectrului);
» o1 = opacitatea datoratd Tmprastierii Thomson pe e liberi;
» Deoarece kpp nu are o formulad generala, aceasta contributie va fi
neglijata.



P> kpr Si ke admit legile de tip Kramers:

unde

| 2
>

Kpr =4, 34 X 1021%2(1 + X)pT 35,
ke =3,68 x 108 g (1 — Z)(1 + X)pT 3, (12)

gor = 1 si g >~ 1 sunt factorii Gaunt, reprezentand corectii de
naturd cuantics;

t = gbr x 0,708[p(1 4+ X)]'/® este un factor de ecranare;

X si Z reprezinta fractiile masice ale hidrogenului, respectiv
metalelor;

p e densitatea in kg/m?;

T e temperatura in K;

Valorile opacititilor sunt in m?/kg.

» Pentru absorbtia datorata anionilor de hidrurd, opacitatea se poate
aproxima n intervalul 3000 K < T < 6000 K,
10~%%g/m3 < p < 107°kg/m3 si 0,001 < Z < 0,03 prin

V4
S =7,9x107#* = /pT° 13
KH ) X 0’ 02\/5 ) ( )

fiind 0 cand T, p sau Z nu se gasesc in interiorul acestor intervale.



Pentru Tmprastierea Thomson,

ke = “S oy ~ 0,047 (14)
p p

Dacd gazul e complet ionizat si ignordnd metalele (X + Y ~ 1),

avem
nempy  np+2nge 1+ X

= = 15
p ng + 4nge 2 (1)
unde am folosit (n = ng + Nie)
4nX n(1—X)
T ——— :7. 1
nH 1+3X7 nHe 1+3X ( 6)

Cand plasma este partial ionizat3, n, trebuie obtinut din ec. Saha.
Pentru X =1, Y =272 =0, avem

nemy/p = nHII/n = fai = nHII/(”HI + nHH)-

Observand cd nur + nuir = Pgas/[ke T(1 + fair)], rezultd

2 3/2

1-f3, P h?

Rezult3 solutia

OTh P 12
kpp = ZSNHIT ~ 0,04 (1 + 822 . 18
. ’ (+@m) (18)



VI.3.5.

>

>

>

Strategia de rezolvare.

Ecuatiile structurii stelare formeaza un sistem neomogen si neliniar
de 4 ecuatii diferentiale de ordinul 1.

Acest sistem accepta 4 conditii initiale referitoare la cele 4 variabile
(presiune, mas3, temperatur3d si luminozitate).

Din punct de vedere matematic, este convenabild impunerea
conditiilor initiale Tn centrul stelei (r = 0),

P(O)=P., M@O)=0, T(O)=T., L0O)=0. (19)

Deoarece n principiu ne intereseaza 3 parametri (R,, M, si L), vom
incerca integrarea ecuatiilor de structurd dinspre exterior inspre
interior, impunand conditiile:

M(R.) = M., L(R.) = L., (20)
precum si Tor cu ajutorul cdreia R, poate fi calculat3d din

L, = 47R?0 T, (21)



» Sistemul de ecuatii este:

dM dP pGM dL
— =4 2 _ — =4 2
dr e, dr rz’ dr TP
3krp L(r)
dT 1673 4rr2co’ V < Vaai 22)
- 22
dr GMmy v — 1
_HETTHTY TV S Vs,
kgr? ~y
unde
._’7_1 _MmH'Dgaz
vadl - v ) P = kBT 5
4oT*
Pgaz =P — Prad; Prag = U3C . (23)

» Pentru evitarea densitatilor negative, impunem

Pya, = max(P — Pyoq, fP), £ =0.0L. (24)



VI.3.6. Plasma partial ionizata

» Daca plasma este complet ionizatd, avem

3y z\!

in timp ce indicele adiabatic este v =5/3 si V,q4i = 0, 4.

» In cazul cand plasma este partial ionizata, avem

vy 1
e [X(fHI + 2fum) + Z(fHeI + 2fgerr + 3fuertz) + - - } , (26)

unde f, = n,/(ny + nip + .. .) este fractia de ionizare calculatd
separat pentru fiecare specie, pornind de la ecuatia Saha:

na Ne

Nat1 3 2mmeKg T 32 U3+1 eonc,a/KBT (27)
12 U, '



» In cazul ionizarii partiale, si indicele adiabatic se schimba.

» Pentru gazul ideal monoatomic, energia intern3 specificd (per

unitatea de mas3) este u = 3P/2p = ;ﬁfnz

» Dac3 gazul prezinta o fractie de ionizare nenuld, avem

3kg T X
u=_B 4 — Enir,00 frm
myg

o 2umH
Y
+ 47[EHeI,oofHeH + (Ettel, 00 + Enier,o0 ) fiterit] + ..., (28)
my

unde fractiile de ionizare depind implicit de P, psi T.
» Indicele adiabatic se gaseste din legea | a termodinamicii,

du+ Pdp~! =0. :
> Pentrucazul Y =Z =0: S —
5 | Eoo 2 M\\—x\ . xm ; o ,//'/T
5+ (5 + Z;?I) farfun ok =1 ]
,Y = 2 )
3+ {% + (% + Ejj;}}—n) } fer fann ]
unde fgr + farn = 1. 95 <5 o o5 5a T

» Deoarece v < 5/3, V,q; scade, favorizind convectia in regiunile
partial ionizate.



VI.3.8. Conditiile initiale la suprafata stelara.
» Deoarece pe suprafata stelard, P(R,) = p(R,) = T(R.) =0,

» Pentru surmontarea acestei dificultati, intercalam ntre suprafata
stelara si restul stelei un strat subtire radiativ, n care
dP GMT?3 64rc
dT  3kg L(r)’
» Presupundnd c3 acest strat are dimensiuni mici, astfel Tncat
L(r) ~ L. si M(r) ~ M.,.
» Ignorand opacitatea datoratd Tmprastierii Thomson, anionilor de
hidrura si liniilor spectrale, utilizdm

(29)

KR ~kpf + kg = ApT 35,
A =4,34 x 102122(1 +X) + 3,68 x 10%8gr(1 — Z)(1 + X),

unde folosim gpr = g = 1 si t = 100.
> Integrand ec. (29), rezulta:

1 64n0GM. kg \ " 4 s
— 7425,
P (4,25 3umpAL, ) (30)




» Putem afla temperatura impunand V = V.4, adicad

dT  3kgL.p

e Sl 1
dr 64r1r2c T3 (31)

» inlocuind kg = ApT 3% si p = Pumy /kg T (ignorsm deocamdat3
efectul presiunii radiative), rezulta:

dT 7quHM*

P e A 2
dr 4,25kgr? (32)
» Integrand relatia de mai sus, rezulta:
uwGmyM, (1 1
T(r)=——7-—1{|-—=.
() = = 25k (r R, (33)



VI.3.9.

>

>

Centrul stelei.

Abordarea “dinspre suprafatad inspre centru” permite specificarea din

L, si R. (prin relatia dintre L., R, si Te).

In realitate Tnsa, doar T, si P. sunt gradele de libertate reale ale

solutiei sistemului, deoarece M(0) = L(0) = 0.

Atat din punct de vedere matematic, cat si datorita erorilor
numerice, solutia obtinutd numeric nu va satisface L(0) = M(0) =0,
astfel devenind divergentd n jurul lui r = 0.

Drept urmare, este necesara fixarea capatului inferior al integrarii la
o valoare finitd, ruin < R« (in practicd, am folosit i, = Ry/10).



VI.3.9.

>

Centrul stelei.

Parametrii centrali ai stelei pot fi estimati presupunand ca in

interiorul sferei de raza r.min, densitatea este constantd, avand

valoarea p. determinata de

o 3M(I‘min)
T 4ged.

min

(34)

Presiunea poate fi calculatd folosind ecuatia echilibrului hidrostatic,

8mrs r

min min

P(F) = Plrgn) + SV fnin) (1 = f) .

Temperatura satisface ecuatia neliniara

pe=LTH(p _Py), P =40T*/3c.
ko T

Luminozitatea de asemenea poate fi estimatd presupunand c3
g(r) =~ e, e constant3 in interiorul sferei de razd ryin:

47rr3 3L(rmin)
Lr) = —3-pefe  Ec=gos

(35)

(36)



VI.3.10. Rezultate.

M/M, P [Pa]
1.0F 107k
0.8} 101
0.6
10°
0.4F
10°
0.2}
i
J 10
ta L L L L L 1R« L L L L L r/Re
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

» Considerdm un gaz complet ionizat (X = 0,71, Y = 0,27 si
Z =0,02);

> M, = Mgz =1,989 x 10¥kg, L, = Lo = 3,827 x 10*° W si
Ter = 5500 K = R, = 1,1002R,str0sun-

» Luam stratul exterior de grosime §r = 0.001R, si continudm
integrarea pan3 la ryin, = R./10.

» Obtinem n centru p. = 1,69 x 10°kg/m3 si P, = 4,11 x 10 Pa,
fat3 de valorile din Soare, p© = 1,5 x 10° kg/m3 si
P = 2,65 x 10'® Pa.

1Valoarea este mai mici decat Te(? ~ 5780 K din motive de stabilitate numeric3.



VI.3.10. Rezultate.

TIKI

€ [Wikg]

0.100 02 0s 06 08 T
0.001
107
107
10°°

107"

1-L/Lx
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d(L/L)d(TR.)

0.4
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0.8

— r/Rx
1.0

0.4

0.6

0.8

> Obtinem T, = 1,80 x 107 K fati de T® = 1,57 x 107 K.

» Nucleul (unde se produce 99% din energie) se intinde pan3 la

fauel = 0,239R,, comparat cu rn?m

| =0,24Rz.

— r/Rx
.0

» dl/dr atinge un maxim la rmax > 0, Insd nu e vizibil deoarece

Mmax < Mmin-



VI.3.10. Rezultate.

Viad
p lkg/m] 1.0p

)5
10 osf

10*
06

1000

0.4 ——--

0.2 0.4 0.6 0.8 1.4

100

— r/Rx
0

: : : : 1R
02 04 0.6 08 1. 0

» p(r) prezintd o discontinuitate caAnd r = ry;y, care poate fi eliminat3d
considerand modele mai sofisticate pentru regiunea r < ry;, (de
exemplu, o dependent liniard sau patraticd a p de razd).

» Imbunitdtirea modelului pentru p(r < rpin) va modifica valorile
parametrilor Tn centrul stelei.

» Pentru modelul considerat aici, V,aq < Vaq; pretutindeni in
interiorul stelei.



VI.3.10. Rezultate.

K [mPlkg]
5.

4f

3L

oL

— r/Rx

O:Z 0‘,4 04‘6 018 1.0
kg scade dinspre exterior inspre
interior.

Te ~ 9.65 x 10'2.
Solutia pentru atmosfera gri in
aproximatia Eddington,

_ 3 2\11/4
T(r) = Tul3(r + IV,
reprezentata cu linie rosie

101

108

10°

TK

107

punctat3, e valid3 pentru 7 < 10%°.

Nucleul incepe la Tue = 5,68 x 101! (bulina verde).



