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III.5. Opacitatea Rosseland.
III.5.1. Cazul general.

▶ Fluxul Eddington Hν poate fi scris ı̂n funct, ie de Kν , care e dat prin:

Kν =
1

4π

∫
dΩ Iν u

2. (1)

▶ Derivata lui Kν ı̂n raport cu τν se poate scrie t, inând cont de
ec. transferului radiativ:

dKν

dτν
=

1

4π

∫
dΩ(uIν − uSν) = Hν , (2)

unde a doua egalitate este valabilă doar când Sν e funct, ie pară de u
(de ex., pentru Sν = κν

kν
Bν + σν

kν
Jν).

▶ T, inând cont că dτν = −kνρdz , ec. (2) devine:

Hν = − 1

kνρ

dKν

dz
. (3)

▶ Opacitatea Rosseland kR se defines, te ca acea valoare a opacităt, ii
pentru care fluxul Eddington integrat satisface (K =

∫∞
0

dν Kν):

H = − 1

kRρ

dK

dz
,

1

kR
=

1

dK/dz

∫ ∞

0

dν

kν

dKν

dz
. (4)



III.5.2. Adâncimi optice mari.

▶ La adâncimi optice mari, Kν = 1
3Bν iar K = 1

3πσT
4, ı̂n timp ce kR

este dat prin:
1

kR
=

π

4σT 3

∫ ∞

0

1

kν

dBν

dT
dν, (5)

unde s-a t, inut cont că Bν depinde de z prin T , astfel că
dBν/dz = (dBν/dT )× (dT/dz).

▶ Fluxul Eddington integrat devine:

H = − 4σT 3

3πkRρ

dT

dz
, (6)

astfel recuperând legea lui Fick (H ∼ −dT/dz).

▶ Conform ec. (6), când H este constant, dT/dz trebuie să crească
când kR cres, te (ment, inând pe ρ constant).



III.6. Modelarea absorbt, iei s, i emisiei.
III.6.1. Surse de opacitate.

▶ Opacitatea kν = κν + σν se datorează:
▶ ı̂mprăs, tierilor (σν);
▶ absorbt, iei (κν).

▶ În plasma stelară, electronii reprezintă principala cauză de opacitate.

▶ În funct, ie de starea (legat/liber) ı̂n care se găses, te electronul ı̂nainte
sau după absorbt, ie, distingem următoarele procese:

1. Tranzit, ii din stare legată ı̂n stare legată κν,bb;
2. Tranzit, ii din stare legată ı̂n stare liberă κν,bf ;
3. Tranzit, ii din stare liberă ı̂n stare liberă κν,ff .



III.6.2. Opacitatea datorată ı̂mprăs, tierilor σν.

▶ Împrăs, tierea luminii ı̂n plasmă este un proces complex ce depinde de
condit, iile ı̂n care se găses, te plasma.

▶ În plasma stelară, fenomenul dominant este cel de ı̂mprăs, tiere
Thomson pe electronii liberi, pentru care σν are forma

σν =
ne
ρ
σTh, σTh =

8π

3
r2cl, rcl =

q2

4πε0mc2
, (7)

unde σTh este sect, iunea eficace totală Thomson iar raza clasică rcl
are valorile:

Electroni : σe ≃66, 5 fm2 (rcl ≃ 2, 82 fm),

Protoni : σp ≃19, 73× 10−6 fm2 (rcl ≃ 0, 0015 fm). (8)

▶ Deoarece σTh nu depinde de ν, kR;Th = ne
ρ σTh.



III.6.3. Opacitatea datorată tranzit, iilor bb.
▶ Opacitatea datorată absorbt, iei aferente tranzit, iei de pe nivelul i pe

nivelul j este:

kν =
ni
ρ
α(ν), α(ν) = πcre fijφν , (9)

unde
1. ni este densitatea atomilor pe nivelul i ;
2. re ≃ 2, 82× 10−15 m este raza clasică a electronului;
3. fij este tăria oscilatorului asociat tranzit, iei;
4. φν este profilul tranzit, iei.

▶ Pentru tranzit, iile din starea fundamentală a atomului de hidrogen,
avem:

f1,2 ≡fLyα = 0, 4162,

f1,3 ≡fLyβ = 0, 1193,

f1,4 ≡fLyγ = 0, 04467. (10)

▶ Deoarece kν este puternic centrat pe frecvent,a tranzit, iei, obt, inerea
unei formule analitice pentru opacitatea Rosseland kR aferentă
tranzit, iilor bb nu este posibilă.



Opacitatea Rosseland a profilului Lorentz.
▶ La adâncimi optice mari, opacitatea Rosseland e dată de:

kR =
ni
ρ
4σT 3cre fij

(∫ ∞

0

dν

φν

dBν

dT

)−1

, (11)

. . . de unde rezultă:

kR =
ni
ρ

Γ

4πν20
cre fij

[
1 +

(
Γ

4πν0

)2

− 900ζ(5)

π4

KBT

hν0
+

20π2

7

(
KBT

hν0

)2
]−1

,

(12)
unde s-au folosit relat, iile:∫ ∞

0

x3dx

ex − 1
=

π4

15
≃ 6, 5,

∫ ∞

0

x4dx

ex − 1
= 24ζ(5) ≃ 24, 8863,∫ ∞

0

x5dx

ex − 1
=

8π6

63
≃ 122.

▶ Opacitatea Rosseland (12) atinge maximul când

Tmax =
hν0
KB

315ζ(5)

2π6
≃ 0, 17× hν0

KB
. (13)
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Opacitatea Rosseland corespunzătoare liniei Lα a hidrogenului pentru
care se neglijează lărgirea Doppler (ν0 ≃ 2, 463× 1015 Hz,
Γ ≃ 0, 4699 GHz, fij ≃ 0, 4162). Maximul se găses, te la
Tmax ≃ 20 089, 4 K.



Opacitatea Rosseland a profilului Voigt.

▶ La T ≃ 20 000 K, lărgirea Doppler joacă un rol important ı̂n profilul
liniei Lα a hidrogenului.

▶ Deoarece φν,Voigt depinde de temperatură, este convenabilă

utilizarea proprietăt, ii dBν/dT = −ν4

T d(Bν/ν
3)/dν pentru a obt, ine:∫ ∞

0

dν

φν

dBν

dT
=

1

T

∫ ∞

0

dν Bν
1

ν3
d

dν

(
ν4

φν

)
, (14)

. . . de unde rezultă:

kR =
ni
ρ
4σT 4cre fij

[∫ ∞

0

dν

ν3
Bν

d

dν

(
ν4

φν,Voigt

)]−1

, (15)

unde

1

ν3
d

dν

(
ν4

φν,Voigt

)
=

1

φ2
ν

a

π3/2∆νD

∫ ∞

−∞

dy e−y2

(v − y)2 + a2

▶ Ecuat, ia (15) trebuie evaluată numeric.
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Opacitatea Rosseland corespunzătoare liniei Lα a hidrogenului obt, inută
pentru profilele Lorentz s, i Voigt. Temperatura pentru care kR este maxim
cres, te de la Tmax ≃ 20 000 K (Lorentz) la Tmax ≃ 36 200 K (Voigt). De
asemenea, kR;max cres, te de la ≃ 0, 007 m2/kg (Lorentz) la
≃ 0, 011 m2/kg (Voigt).



III.6.4. Opacitatea datorată tranzit, iilor bf s, i ff.

▶ Tranzit, iile bf sunt permise doar când energia fotonilor incident, i
depăs,es, te energia de ionizare a atomilor din mediu.

▶ Tranzit, iile ff se referă la absorbt, ia unui foton de către electronii
liberi ı̂n prezent,a unui ion care preia reculul.

▶ κbf s, i κff admit legile de tip Kramers:

κbf =4, 34× 1021
gbf
t
Z (1 + X )ρT−3,5,

κff =3, 68× 1018gff (1− Z )(1 + X )ρT−3,5, (16)

unde
▶ gbf ≃ 1 s, i gff ≃ 1 sunt factorii Gaunt, reprezentând corect, ii de

natură cuantică;
▶ t = gbf × 0, 708[ρ(1 + X )]1/5 este un factor de ecranare;
▶ X s, i Z reprezintă fract, iile masice ale hidrogenului, respectiv

metalelor;
▶ ρ e densitatea ı̂n kg/m3;
▶ T e temperatura ı̂n K;
▶ Valorile opacităt, ilor sunt ı̂n m2/kg.



Probleme
1. Un electron efectuează o mis,care oscilatorie cu pulsat, ia ω0 = 2πν0.

Pierderile radiative din decursul acestei mis,cări accelerate sunt
modelate printr-un coeficient de atenuare constant γ = 2ω2

0rcl/3c .
O undă electromagnetică care străbate spat, iul act, ionează asupra
electronului prin câmpul electric Eν(t) = E0 cosΩt, unde Ω = 2πν.
Să se rezolve următoarele cerint,e:

a) Presupunând că electronul satisface ecuat, ia ẍ + γẋ + ω2
0x = e

m
Eν(t),

să se arate că ı̂n limita timpilor mari, legea sa de mis,care devine:

x(t) = A cosΩt + B sinΩt,

A =
eE0

m

ω2
0 − Ω2

(ω2
0 − Ω2)2 + γ2Ω2

, B =
eE0

m

γΩ

(ω2
0 − Ω2)2 + γ2Ω2

.

b) Să se arate că variat, ia ı̂n timp a energiei totale, E = m
2
(ẋ2 + ω2

0x
2),

satisface

dE

dt
= W − D, W = eẋEν(t), D = mγẋ2,

unde W reprezintă lucrul mecanic efectuat de unda electromagnetică
asupra electronului iar D reprezintă pierderea de energie datorată
disipării.



Probleme
1. (continuare)

c) Să se arate că media temporală pe o perioadă 2π/Ω a lucrului
mecanic absorbit este

⟨W ⟩ = eE0

2
ΩB =

e2E 2
0

2m

γΩ2

(ω2
0 − Ω2)2 + γ2Ω2

,

s, i să se arate că ⟨W ⟩ = ⟨D⟩.
d) În limita când |(ν − ν0)/ν0| ≪ 1, să se arate că ⟨W ⟩ ≃ e2E 2

0φν/8m,
unde φν este profilul Lorentz pentru Γ = γ.

e) Considerăm acum că un flux de radiat, ie de intensitate Iν = ε0c ⟨E 2
ν⟩

străbate un mediu având o densitate n de oscilatori. Considerând că
dIν/dt = −⟨W ⟩ s, i impunând dIν/dt = −ρkν Iν , să se arate că
opacitatea mediului satisface kν = n

ρ
α(ν), unde α(ν) = πcrclφν .

2. Profilul Doppler. Să presupunem că profilul natural al unei linii
spectrale este φν = δ(ν − ν0). Să se arate că ı̂n urma lăt, irii Doppler,
acesta devine

φDoppler
ν =

c

ν

√
m

2πkBT
exp

[
− mc2

2kBT

(
ν − ν0

ν

)2
]
.



Probleme
3. Puterea emisă prin dezexcitarea spontană a unui ansamblu de atomi

urmează legea exponent, ială e−Γt . Să se rezolve următoarele cerint,e:

a) Interpretând această lege ca s, i o probabilitate de dezexcitare
p(t) = p0e

−Γt , să se calculeze p0 a.̂ı.
∫∞
0

p(t)dt = 1. [R: p0 = Γ]

b) Să se găsească timpul mediu de viat, ă τ =
∫∞
0

dt p(t)t. [R: τ = Γ−1]
c) Presupunând că dezexcitarea se face ı̂ntre nivelurile j s, i i având

timpii de viat, ă τj , respectiv τi , să se estimeze folosind principiul lui
Heisenberg (∆τ∆E = ℏ) lăt, imea ı̂ntreagă la jumătatea intensităt, ii
Γ/2π = ∆E/h aferentă tranzit, iei.

d) Să se calculeze Γ pentru tranzit, ia Balmer-α a hidrogenului,
presupunând că τi=2 = τj=3 = 10−8 s. Să se compare cu valoarea
măsurată experimental, Γ = 44, 1 MHz. [R: Γ = 1/(τ2 + τ3) = 50 MHz]

4. Electronii liberi pot absorbi fotoni ı̂n câmpul Coulomb al unui nucleu,
astfel având loc o tranzit, ie din stare liberă ı̂n stare liberă. Opacitatea
monocromatică pentru aceste procese poate fi aproximată prin

kν = α
ρ

ν3T 1/2
(1− e−hν/kBT ),

unde α este o constantă. Să se arate că opacitatea Rosseland
depinde de temperatură prin kR ∝ ρT−7/2.



Probleme

5. Pornind de la expresia profilului Lorentz, să se arate că lărgimea
ı̂ntreagă a acestuia este Γ/2π. La ce valoare a raportului
(ν − ν0)/(Γ/4π) are profilul Lorentz o valoare egală cu 1% din
valoarea sa centrală? Dar pentru 0, 1% din valoarea sa centrală?

[R: 10; 31, 6]

6. Spectrul unei stele este deplasat relativ la frecvent,ele naturale
datorită unei viteze a stelei de-a lungul direct, iei de observare. Să se
găsească modulul s, i semnul acestei viteze dacă linia Hβ este
deplasată cu ∆λ = 0, 4 Å. [R: 24, 6 km/s]

7. Să se arate că cea mai probabilă viteză V0 ı̂ntr-un gaz de particule
de masă m aflat ı̂n echilibru termodinamic la temperatura T este
V0 =

√
2KBT/m.

8. Să se calculeze procentul de electroni liberi ı̂ntr-un gaz aflat la
T = 10.000 K care au o energie cinetică suficient de mare pentru a
ioniza atomii de hidrogen aflat, i ı̂n prima stare excitată. [R: 4, 8%]


