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[11.3. Ecuatiile Boltzmann si Saha.
[11.3.1. Modelul Bohr.

> Nivelele energetice electronice ale unui atom hidrogenoid au fost
prima datd calculate de Bohr pornind de la presupunerea c3a
momentul cinetic orbital este cuantificat:

L, = nh,

unde n reprezinta numdarul cuantic principal al electronului.

» Presupunand c3 orbitele electronilor sunt circulare, rezulta:
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unde p este masa redus3 a sistemului nucleu-electron iar ag
reprezinta raza Bohr.



[11.3.2. Nivelele energetice ale atomilor hidrogenoizi.

> Energia aferentd nivelului n este:
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unde Rg ~ 13,6 eV este energia Rydberg.

» In cazul atomului de hidrogen, Z =1, u/me = 1 iar Rg = E, este
energia de ionizare, astfel incat ¢, = — OO/n2.

» In cele ce urmeaza, este convenabild exprimarea energiei nivelului n
fata de energia nivelului fundamental:

n2
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» Tranzitiile Tntre nivelul n si nivelele superioare dau nastere
urmatoarelor serii spectrale:
n =1: Seria Lyman;
n = 2: Seria Balmer;
n = 3: Seria Paschen;
n = 4: Seria Brackett.
s.a.m.d.

> In functie de distanta k dintre nivelul superior m = n+ k si n, liniile
poartd denumirile:
k = 1: Linia « (linia Ly-« corespunde tranzitiei dintre n = 1 si n = 2);
k = 2: Linia 8 (linia H3 corespunde tranzitiei dintre n = 2 si n = 4);
etc.



111.3.3. Degenerarea nivelelor energetice (ec. Schrodinger).

» Modelul Bohr explica existenta nivelelor energetice discrete Tntr-un
atom si ofera o buna aproximatie pentru valoarea acestora ca functie
de numarul cuantic principal n.

> Valoarea obtinut3 de Bohr coincide cu cea obtinutd folosind ecuatia
Schrodinger.

» Ec. Schrodinger permite demonstrarea degener3rii nivelului energetic
n datorita valorilor permise momentului cinetic orbital
I=0,1,...n—1si a numarului magnetic m=—/,—/+1,.../ (in
total n? st3ri).

» Suplimentar fatd de momentul cinetic orbital, electronul posed3 un
moment cinetic intrinsec (spinul), care dubleazi gradul de
degenerare a stdrilor energetice.
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[11.3.4. Ecuatia Boltzmann pentru nivele excitate.

» Spectrul de absorbtie, determinat de tranzitiile permise ntre nivelele
atomice, depinde de stadiul de excitare al atomului.

» Cand procesele de coliziune domina repartitia energiei intr-un gaz,
raportul populatiilor de atomi n stdrile energetice E; si E; este dat
de ecuatia Boltzmann:
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unde g;, n; si E; reprezintd gradul de degenerare, populatia si energia
raportatd fata de nivelul fundamental aferente starii /.

» Luand j =1 si notand cu n = Zzl ny populatia totald Tnsumata pe
toate nivelele energetice ale atomului, rezulta:

N _ 8 —E/KeT NC L L EKeT
= e/, U—;@efs, (5)

unde U reprezint3 functia de partitie a ionului corespunzator.



I11.3.5. Regularizarea functiei de partitie.

» in cazul atomului de hidrogen, gy = 2¢2, in timp ce
Ey = E(1—1/02).
» Deoarece £, — E, cand ¢ — oo, Uy diverge.

» Divergenta este datorata luarii in calcul a nivelelor energetice cu /¢
mare, cdrora le corespund r, = agf? (ag este raza Bohr).

> Intr-un sistem real, distanta medie 2d dintre atomi este finitd =
doar nivelele cu rp < d reprezintd stari legate.

» Functia de partitie Uy se calculeaza pentru 1 < £ < £,.«, unde

d 1
gmax = T Tqe A 6
ag  n'/%\/2a, (6)
unde n = 1/(2d)? este densitatea de ioni.

» In cazul atomilor complet ionizati, U = 1 deoarece acestia pot exista
ntr-o singurd stare (starea fundamental).



111.3.6.

>

Coeficientii Einstein.

Intr-un gaz oarecare au loc procese de excitare radiativa (Bj),

dezexcitare spontand (Aj;) si dezexcitare radiativa (B;i) sub influenta

unui flux de radiatie /.
Impunand echilibrul secular se obtine urmatoarea ecuatie:

I‘I,'B,'J'/V = njAj,- -+ I?ij,'Il,7
unde n; si n; sunt populatiile nivelelor i si j iar By, Aj; si Bj;
reprezintad coeficientii Einstein.
Echilibrul secular impune urmatoarea relatie pentru /,:

-1

b= A A 8By ey
niBj — njB;  Bji | gBji

unde s-a aplicat statistica Boltzmann.
Impunand ca /, = B, (radiatia corpului negru), rezults:

AJ',' o 2/71/3 g,'B,'J'

Bj' C2 ’ g:ij,'

Valorile coeficientilor Einstein se calculeaza folosind mecanica
cuanticd sau se determinad experimental.

(7)



111.3.7. Ecuatia Saha.
[Vezi Harwit 4:16 The Saha Equation (pg. 141)]
» Fie n, num3arul total de atomi aflati Tn starea de ionizare a.
» Num3rul de atomi n,,; Tn starea de ionizare a+ 1 (avand cu un
electron mai putin decat cei din starea a) este dat de ecuatia Saha:

Nay1 2 (27rmeKB T>3/2 Uat1 b u/KsT
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unde n. este densitatea electronilor liberi iar Eo , reprezinta energia
de ionizare a ionului in starea a (exprimata fat3 de starea
fundamentald a ionului a).

» n,.1 creste relativ la ny cand T creste, insa scade cu n, deoarece
probabilitatea de recombinare creste cu ne.

» Fractia de ionizare f; reprezinta raportul dintre densitatea ionilor Tn
starea a fata de densitatea tuturor ionilor ai aceluiasi atom:
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» Energiile de ionizare sunt maxime pentru ionii avand configuratiile

Alartranira Ala caoalAar mAkIla (vr Aa AlacrtrAan: Aacta D9 10 O29°N A+~ )

(10)
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S3 consideram ca la o anumit3 adancime, plasma stelars este
alc3tuita din hidrogen, heliu si ionii lor, Tmpreuna cu electronii
aferenti acestora.

Avem deci 6 necunoscute aferente celor 6 specii de particule: ngr,
NHIL, NHel, NMHell, MHelll Si Ne.

Se pOt scrie ecuatii Saha pentru nHH/nHI, nHeH/nHeI SI NHeIll /
NHell -

Aceste 3 ecuatii sunt suplimentate de ecuatia de stare a gazului
ideal:

P=nKpT, Niot = NHT+NHTT+ Mol + NHel1 + Mot +Ne, (12)

Tmpreund cu conditia de neutralitate ne = nyr + Nerr + 2NHelIr-

Pentru a Tnchide sistemul de ecuatii, este necesara specificarea
fractiilor de hidrogen (Ap) si heliu (Ane), definite prin:

A nyr + Ny
H — )
Nyt + NHI1 + NHel + NHell + NHelll
Nigel + NHell + NHelll

= b
nu1 + nuir + NHel + NHell + NHeIll

tindnd cont cd Ag + Apge = 1.
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I11.4. Largirea liniilor spectrale.

[11.4.1. Introducere
» Modelarea proceselor care

. IV E; L AE;

implic3 liniile spectrale ale I = 1A

atomilor se face utilizdnd

profilul liniei <py ) e E - E alb -
» Pentru o tranzitie intre doua h

linii ideale i si j, @, ~ 6(v — 1p)

este infinit localizat pe frecv. vg

coresp. tranzitiei, i 7=} AE;
Vg = (EJ — E,)/h

» in realitate, liniile spectrale au o latime specifica Av > 0, definita ca
intervalul de frecvent3d centrat pe 1y pentru care intensitatea liniei
satisface ¢, > ¢, /2.

» Largirea liniilor spectrale ale atomilor si moleculelor se datoreaza n
principal urm3toarelor 3 cauze:
» L3rgimea naturald (datoratd principiului de incertitudine);
» Lirgirea Doppler (datoratd miscirii termice si a rotatiei stelei);
> Largirea datoratd coliziunilor;
> Largirea datorata presiunii.



I11.4.2. Largimea naturala: Profilul Lorentz.

» Deoarece nivelele energetice superioare nivelului fundamental nu
sunt stabile, durata lor de viatd At este finit3, ceea ce duce la

incertitudinea n energie: B
AEAt> 7, (14)
» Unei linii de frecvent3 v 1i corespunde urmatorul profil Lorentz:
r/4n? /°°
= , dvy, ~ 1, 15
S Ty (7o R (49)

unde I este constanta de atenuare radiativa iar ['/27 reprezint3
|atimea Tntreagd a profilului la jum3tatea intensitatii.

» De reguld, timpul de viata al nivelelor excitate este de ordinul
10785, ducand la Av ~ 108 Hz, sau A\ ~ 10~*A (mult mai putin
decit ceea ce se observa in spectrele stelare).
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Profilul Lorentz ¢, l3rgimea naturald a liniei corespunzdtoare tranzitiei
Lo a hidrogenului (1o = 2,463 x 10 Hz), avand |3timea Tntreag¥
/27 ~ 75 MHz.



I11.4.3. Largirea Doppler.

» S3 presupunem c3 distributia atomilor este de tip
Maxwell-Boltzmann:

m 32 V22K T
F(V) = —mV?/2Ks T,
(V) (277KBT> ¢

/d3va ,/SKBT

n timp ce viteza cea mai probabild este dat3 de:

» Viteza medie este:

d(fv?)

2Kg T
dv '

m

J =0= VW=
V=V

» Distributia Maxwell-Boltzmann poate fi deci scrisd sub forma:

)= e

(16)

(19)
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Distributia Maxwell-Boltzmann la 7 = 10.000 K (normat3 la unitate) a
atomilor de carbon si hidrogen.



Functia Voigt.

» S3 consideram un atom care se deplaseaza cu viteza V, < ¢ Tnspre
observator.

» Un foton de frecventd v va avea frecventa v(1 — Vi /c) in sistemul
propriu al atomului.

» Drept urmare, profilul liniei se va modifica dupa cum urmeaza:
o = pu(Vo) :/d3 Vf(V)%(lva/c)
2 (19)2
Rz a /°° exp [_y (70) } (20)
v m2Avp oo Y (v—y)2+a "~
> Integrarea in ec. (20) se face dupd y = Av/Avp, iar

vV, Vo r vV—1p
a= v )
c c 4nAvp’ Avp




Considerand deplasdri Doppler mici (aferente limitei Vo — 0),
rezulta:

v(Vo) —wu(O){l—zwz (1_ rwf(0)> [”%(CO)V(’T+...}.
(21)

Deoarece termenul ¢, (0)v ~ v~! pentru |v — 1| > T, corectia
Doppler afecteaza semnificativ doar zona centrald a spectrului

(v ~ 1), In timp ce l3rgirea naturald ramane dominantd in zonele
periferice.

Facand aproximatia v/vp =~ 1, ¢, (Vo) ~ ¢u voigt Se poate scrie
folosind functia Voigt H(a, v):
H(a,v) a [~ e’
pVoigt = L Ha,v)=Z | dy ——————, (22
P, Voigt Avpy/T (,v) W[m y(v—y)2+a2 (22)

unde raportul U(a, v) = H(a, v)/+/7 poartd numele de functie Voigt
normata.
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Largirea Doppler a liniei corespunzatoare tranzitiei Ly-a a hidrogenului
(vo = 2,44 x 10'° Hz) datorat agitatiei termice la T = 10000 K.
Latimea Tntreagd este in acest caz /27 ~ 175 GHz (comparat cu
/27 ~ 0.095 GHz aferent3 profilului Lorentz).



I11.5.6. Largirea datorata rotatiei.

i

no rotation large rotation

» Dac3 axa de rotatie a unei stele nu este paraleld cu directia de
observare, rotatia acesteia induce o largire de tip Doppler a liniilor
spectrale.

» Efectul variaza monoton, astfel ca spectrele atomilor aflati pe partea
care intra vor fi deplasate spre ultraviolet, in timp ce cele
corespunzatoare atomilor care ies vor fi deplasate Tnspre infrarosu.

» Spectrele atomilor coliniari cu observatrul si axa de rotatie ramane
nealterat.

» Variatia lungimii de und3 este proportionald cu viteza pe directia de

observatie V,:
ANV,
- =" (23)
/\0 C
» Rotatiile suficient de rapide pot duce la fuziunea liniilor spectrale
care altfel ar ap3rea distincte.



I11.5.7. Largirea datoratd coliziunilor (presiunii).

» In urma interactiunii cu atomii Tnvecinati, spectrele atomice suferd
modificari datoritd perturbatiilor asupra potentialului Coulombian
care genereaza nivelele Tntr-un atom liber.

» Interactiunea cu ioni sau electroni poate duce la despicarea nivelelor
energetice prin efect Stark (despicarea in cdmp electric), insd
deoarece diferenta energetica este prea mica, rezultatul observat este
o largire a liniilor respective.

» Interactiunea cu momentul dipolar al atomilor neutri duce la I3rgirea
de tip Van der Waals.

> Atat largirea prin efect Stark, cat si cea de tip Van der Waals, duc la
profile de tip Lorentz si se pot lua in considerare prin adaugarea unei
constante de atenuare prin coliziune ., la constanta de atenuare
radiativa .
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Largirea in atmosfera a doua stele cu Tegectiv = 10.000 K avand

logg =2 (1 m/s, stea supergigantd) si logg = 4 (100 m/s°, stea de pe
secventa principald). Linia reprezentatd corespunde tranzitiei Balmer-~y
(n = 2-n=15). Liniile vizibile in spectrul stelei cu g = 2
(corespunzitoare metalelor) dispar la g = 4.



Probleme

1.

S3 se gaseasca temperatura la care densitatea de atomi de hidrogen
in starea fundamental3 (n = 1) este egal3 cu cea corespunzitoare
celei de-a doua stari excitate (n = 3). [R: 63.850 K]

S3 se gaseasca temperatura la care densitatea de atomi de hidrogen
Tn prima stare excitata este egala cu o zecime din cea
corespunzatoare starii fundamentale. [R: 32.088 K]

Presupunem c3 g, = 4n? pentru un anumit ion. Stiind c3 la

T =40.000 K, n3 = ny /4, s3 se gdseascd E3. [R: Ez3 ~ 12,36 eV]
S3 se gadseasca fractia de hidrogen neutru intr-o stea compus3 din
hidrogen pur la o adancime unde T = 12.000 K si

ne =2 x 10'® cm =3, presupunand c§ U, =2 (Uy = 1).

[fi =~ 24,5 %]

S3 se calculeze densitatea electronilor liberi ne Tntr-un gaz la

T = 14.000 K compus din hidrogen pur unde 70% sunt ionizati,
presupunand c3 U, = 2. [ne = 2,18 x 10%cm 3]
Care este fractia de ionizare a HI la o adancime la care T = 9000 K

si P = 14 Pa intr-o stea compusa din hidrogen pur (presupunind c3
UHI = 2)? [R f~ 55%]



Probleme

7. Sa se calculeze densitatea totald ny.: si densitatea masica p intr-o
stea compus3 din hidrogen pur la o adancime la care T = 9500 K
dacd 35% dintre atomi sunt ionizati (presupunind c3 Uy = 2). Ce
procent din atomii de hidrogen sunt pe nivelul energetic n = 27

8. La o anumitd adancime intr-o stea, trei dintre ionii unui element au
fractiile de ionizare f; = 0.1, f, = 0.85 si f3 = 0.05. Cunoscand
functiile de partitie Uy =1, U, = 2 si Us = 8 si energiile de ionizare
Esw1=30¢eV si Ei o =55 eV, sd se calculeze n. si T la aceastd
adancime. Se presupune c3 ionul 3 are cu un electron mai putin
decét ionul 2, care are cu un electron mai putin decét ionul 1.

[R: T =51,200 K; n. = 1,4 x 102 m~3]



