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I11.1. Intensitatea campului radiativ.
[11.1.1. Intensitatea specifica

z

> Intensitatea specifica /, defineste
intensitatea cdmpului de radiatie printr-o
anumitd suprafata pe o directie data.

» Cantitatea de radiatie emanatd de \
suprafata dA centrat3d pe vectorul de
pozitie r, emisd sub un unghi solid d{2
centrat pe directia n, in domeniul de
frecventa v si v + dv, per unitatea
de timp, este:

1, (r,n, t) cos 0dAdQdvdt.

» [I,]s1 = W/Hzm?sr.!

» Exceptand stadiile de evolutie
stelard rapidd, /, nu depinde de/timp.

» [, reprezintd intensitatea unei raze infinit de subtiri, care in absenta
opacitatii sau surselor din mediu raméane constantad de-a lungul razei.

ISterradianul sr este unitatea de m3surd a unghiului solid:



11.1.2.

>

Momentele campului radiativ.
Momentele campului radiativ prin suprafata dA = nadA sunt

ME)(r,ng, t ]{dQ/ r,n t)(n-ny)°. (1)

> Intensitatea medie: J, = M) = —j{dﬂl (r,n, t).

» Densitatea de energie cu frecventd v: U, 47TJ

» Fluxul radiativ monocromatic: F, = fdQ L(r,n, t)(n-ngy).

F,
Fluxul Eddington: H, = M() =

v _E

Fluxul radiativ integrat: F = F(r,na, t) :/ dv F,.
0

v

> Integrala K: K, = M? = %dﬂ L(r,n, t)(n-ny)2.

Luminozitatea L, (m3suratd in W) a unei suprafete inchise X
reprezintd puterea radiativa totald emanata de aceasta:

Lz, t) = 752 A F(r,na, 1), 2)

unde r reprezinta vectorul de pozitie al elementului d¥.



[11.1.3. Exemplu: Sfera izotropa.

» S3 consideram o sferd de raza r a carei
suprafata emite radiatie Tnspre mediul
exterior vid avand intensitatea specifica

1, 9<73,

/1/ 701 ;7-97 :fux
(r.6,0:9,9) {o, 9>

» Pentru simplitate, f, nu depinde de pozitia pe sferd (6, ¢) sau de
directia de emisie (¢, ¢).
» Momentele acestui cdmp radiativ Tntr-un punct de pe suprafata
sferei sunt:
1

1
*fya Hu 707 :7fu~
- (r0.0) =4 3)

» Luminozitatea total3 la suprafata sferei este

Jy(ra 07 QD) =

/erGgp) (r,0, ) = 4r%r / dvf,. (4)



[11.1.4. Emisia izotropica sferica.

» Fie o sferd de raz3 r’ > r, concentric3 cu cea
de raza r.

» Orice punct de pe sfera de raz3 r’ primeste
radiatie dinspre sfera interioara doar intr-un
interval 0 < ¥ < Ypax:

(0, 0:9,6) = £, {1’ Y < Vmax,

0, ¥ > Vmax.

P cosUmax = v/1 — r?/r'? este unghiul ficut de tangenta la sfera
interioara care trece prin punctul de observatie.

> Momentele campului radiativ pe suprafata sferei sunt:

1 2 2
D(r',0,p) = 1-— 1_ﬁ f,, H,(r',0,¢) = 4/21‘

> intrucat d¥(r',0,¢) = e 3dX(r,0, ), luminozitatea satisface

L(r) = L(r).



111.1.5.

>

>

>

Functia Planck pentru radiatia corpului negru.

Un corp care absoarbe toatd radiatia o[ T-7000K —
incidentd asupra sa se numeste ogts |
.0X
1
corp negru. 5
. . . v E
Radiatia emlusa de un corp negru g .
este datoratd exclusiv energiei
. . ~ y 15
termice a acestuia, avand /, 20x10 C
egald cu functia Planck B,(T): P
v (Hz)
-1
2h3 hv
B,(T)=—|exp| —= ] -1 5
V( ) C2 P kBT ) ( )

unde v este frecventa radiatiei emise iar T e temperatura corpului.

In interiorul corpului negru, radiatia este izotropa, astfel Tncat /, nu

depinde de n, ci doar de r prin temperatura local3, T(r).

Figura reprezintd B, (T)/o T* pentru diferite valori ale lui T (vezi
mai jos semnificatia factorului o T%/7).



I11.1.6. Legea de deplasare a lui Wien

T=1000K ——

14 \=5.9x10" Hz
10x10™ | 722500k —— [}
T =10000 K
goxigs | T=v/2.82Kg -----
<
{
o
= 6.0x10™0 |
':> (. v=1.5x10"" Hz
@ 4ox10™
2.0x107% | |
A\ y=5.9x10" Hz
PN el
1M 1012 10™3 10 0 ot

v (Hz)

» Frecventa vyax la care corpul negru radiaza maximul de energie este
dat3d de ecuatia:

2,B.(T)|,_, =0= v _ 3 {1 — exp (— hv )} )

ks T ks T
» Solutia ecuatiei se obtine cu metode numerice:
ke T
Vinax = 2, 8214437. (6)

P Unmax Creste liniar cu temperatura T.



2.5x10°

X ‘ T=1000K —
b 1=289.8 nm T=2500K ——
ol : T = 10000 K ]
2.0x10 i T=hc/iKg - ----
+
o 1.5x10° \
z \
& 1.0x10° |
[
: . A=1159 nm
5 | H
5.0x10 : H
/ . A=2898 nm
107 10° 10°

A (m)

» Functia Planck in lungimi de unda, B, se defineste prin:

c 2hc? hc -t
Byxd\| = |B,d By=—=8B, = -1 .
BN = B, = B = 58, = 2 |ew (57 ) ~1]

> Rezults (hc/Mkg T)max =~ 4.96511, adics Amax = 0.002898 T 1,

unde A\« este Tn m cand T este dat in K.

» S-a obtinut legea lui Wien, conform careia Ay ax este invers
proportional cu T.



11.1.7.

>

Legea Stefan-Boltzmann.

In interiorul corpului negru avem:

1
b=y fdaB, =B, = fdB =0 (1
T
La suprafata corpului negru, alegdnd elementul de suprafata
dA = k dA, avem:
B,, cosf >0,
I,(n) = 8
(n) {O, cosf < 0. (8)
Rezulta:
1 1 27
J, = EB"’ F, = By/ d(cos@)/ dyp cosf =7B,. (9)
0 0
Fluxul total de radiatie F prin elementul de suprafata a corpului
negru Tn unitatea de timp este:
> 2kt
F:/ F,dv=0T* o=~ ~567037x10"°Wm *K*
0 15¢ h3

Legea Stefan-Boltzmann. Fluxul total de radiatie a corpului negru

este proportional cu T#. Constanta de proportionalitate o poart3

numele de constanta Stefan-Boltzmann.



111.1.8.

>

| 4
>

Temperatura efectiva.

Luminozitatea L, reprezintd puterea radiativa totald emanata de
suprafata stelara.

[L*]SI =W = J/S

Luminozitatea unei stele de suprafata ¥ se calculeazd dupa cum
urmeaza:

L(Z,t) = 75 dAF(r,na, t), (10)

unde r reprezintd vectorul de pozitie al elementului dX.

Tn cazul corpului negru sferic de razd R la temperatura T, F =0 T*
pe toatd suprafata acestuia iar L = 4rR%0 T%.

Temperatura efectiva T.¢ a unei stele reprezintd temperatura
corpului negru avand raza si luminozitatea egale cu cele ale stelei:

L 1/4
_ 2 T4 _ *

L* = 47TR*O'TCf = ch = (477'/"\’30’) 5 (11)
unde R, reprezint3 raza stelei iar ¢ ~ 5,67037 x 1078 K—* este
constanta Stefan-Boltzmann.

Fluxul radiativ integrat la o distanta r > R, de centrul unei stele

sferice este L,
F R,) = . 12
(r > ) 47 r2 ( )




[11.2. Ecuatia transferului radiativ.

[11.2.1. Aproximatia plan-paraleld a atmosferei stelare.

» in straturile exterioare ale atmosferei stelare, curbura acestora este
neglijabila.

> in aproximatia plan-paralela, atmosfera stelard este considerata
omogena dupa directiile x si y, care sunt perpendiculare pe directia
radiald z.

» I,(r,n,t) = I,(z,u), unde u = cos@ iar dependenta temporald
poate fi neglijatd cand steaua se gidseste Tn echilibru.

» Rezulta:

1 ].
4,(2) :f/ dul,(z,u),
2/,
1
F.(z) :27r/ duul,(z,u),
-1

1 L
H,(z) :5/ duul,(z,u),
1/ du? 1,(z, u). (13)



[11.2.2. Ecuatia transferului radiativ in aproximatia

plan-paralela.
» S3 consideram un element de volum dV = dXds, unde d¥ = ndX
este paralel cu directia de propagare a radiatiei /,(r,n, t).
» in urma propagarii prin acest volum, intensitatea fasciculului scade
datoritd absorbtiei si creste datorita emisiei:

dl, = — l/pll/ds +jupd57 (14)

unde p este densitatea de mas3a. Mai sus au fost introduse notatiile:
Opacitatea monocromatica: k, = K, + ou;
Opacitatea datorata absorbtiei: «,;
Opacitatea datorata Tmprastierilor: o,;
Emisivitatea monocromatica: j, .
» Tinand cont c3 ds = dz/ cos 6, rezults:

udl,(z,u) )
;T = kl,/,,(z, U)+JV. (15)

» in cazul corpului negru, mediul emite tot atita radiatie cat3
absoarbe iar j, poate fi aproximat prin:

Jv =k,B, +0,J,. (16)



I11.2.3. Adancimea optica 7,,.
» Adancimea optica 7, este un numar adimensional care reflectd
efectul absorbtiei asupra radiatiei e.m. pe o anumit3 traiectorie.
» In aproximatia plan-paraleld, 7, se mdsoara de la suprafata stelei
(z = R.) Tnspre interiorul acesteia:

T,(z) = — /z dz k, p, (17)

R

unde k,pdz reprezintd atenuarea intensitatii specifice pe segmentul
de lungime dz iar semnul — reflectd faptul ca z scade Tnspre
interiorul stelei.

> Prin conventie, 7,(z = R,) = 0.

» Cu ajutorul opacitatii, ec. (14) se poate scrie:

dl, (7, u)
“ dr,

unde S, = j,,/k, poartd numele de functia sursa.
» Aproximind pe j, folosind ec. (16) rezult3:

=1,-5,, (18)

S.(n) = kvBy +ovdy (19)

Ky + 0y



111.2.4.

>

>

Echilibrul radiativ.

Echilibrul radiativ reprezint3d starea Tn care transportul de energie
are loc exclusiv prin transfer radiativ.
Integrand ec. (15) dup3d Q si v rezulta:

1 dF e
-— = Q(—=k,l, + ju)- 2
e /0 dv § 4~ + 1) (20)

Tn atmosferele stelare, nu exist¥ nici surse si nici pierderi de energie.
in aproximatia plan-paraleld, F = o T2 = const la orice adancime
optica.

Tinand cont cd k, nu depinde de €, rezults:

oo o0
/ dz/kl,J,,:/ dvk,S,. (21)
0 0

Tnlocuind aproximatia (19) pentru S, rezulta:

/00 dvk,(J, — B,) =0. (22)
0

Aceast3 ecuatie stabileste o relatie intre temperatura locald (de care
depinde B,) si intensitatea medie J,.



[11.2.5. Solutia n absenta surselor.

» in absentei surselor (S, = 0), ec. (18) se reduce la:

dl, (7,
u# = I(1, u). (23)
» Ecuatia se poate rezolva analitic, avand solutia

b(7y,u) = (7}, u)e=m)/v, (24)

» Presupunand c3 nu existd flux incident asupra suprafetei stelei
dinspre exterior, ,(0, u < 0) = 0 si astfel

(. u < 0) =0. (25)

» Pentru u > 0, la suprafata stelei avem 1,(0, u) = 1,(7,,, u)e™™/".



111.2.6.

>

>

Solutia generald a ecuatiei transferului radiativ.

Solutia ecuatiei transferului radiativ (18) pentru S, arbitrar este:

Tv,2
ﬂ@méw4w.
u
(26)
Contributiile la 1, (7,1, u) cu u > 0 (emergente) provenind de la
adancimi optice cu 7,2 > 7,1 sunt atenuate exponential.

/u(Tu,lv U) = IV(TV,2a U)e(TV'liTV’z)/u + /

Tv,1

Pentru u < 0, /, se poate exprima n functie de un punct de pe
suprafata stelei (7,2 = 0), unde presupunem c3 /,(0,u < 0) = 0:

v dt
hmw<m=—/ &s, (t)elrore, (27)
0
n cazul cand Ty2 — 0o (u > 0), se poate neglija primul termen din
ec. (26):
< dt (v —t)/u
L(r,u>0)= USZ,(t)e v . (28)



[11.2.7. Intensitatea emisa prin suprafata stelara.

» La suprafatd stelard, 7, = 0.

» Presupunand cd adancimea optica in centrul stelei este infinitd
(10,2 — 00), rezulta:

(70 = 0,u > 0) = / % S, (t) et/ (29)
0

in timp ce I,(7, =0,u < 0) =0.
» Factorul e~t/¥ atenueaz3 exponential contributiile care provin de la

straturile interioare pe masura ce adancimea optica creste.

» Contributia dominant3 la /, este datorata straturilor superficiale
(v S 1)

» Drept urmare, clasificarea spectrala a stelelor tine cont doar de
temperatura straturilor lor exterioare.

» Deoarece 7, depinde de v, radiatia corespunzatoare frecventelor cu
k, mare (de ex., v corespunzatoare unei linii spectrale) provin din
straturi mai de suprafatd decat cea corespunzatoare frecventelor cu
k, mic (de ex., v din jurul acestor linii).



111.2.8.

>

Ecuatiile Schwarzschild-Milne.
Pornind de la ec. (27) si (28), rezulta:

o(r) = / / dt S, (t)e ™ ++ / d”/ dt S, (

Integrala se poate scrie folosind functia exponentiald E,(x):

I(r) = ;/OOO dt S, (DEi (|t — ), E,,(x)—/looyexy.

Ecuatia (31) poartd numele de ecuatia Schwarzschild.
Expresia similard pentru H, poarta numele de ecuatia Milne:

H(n) = ®u[S],  ®,[S.] = % /O "t Sy (0)Ba([t—r )sen(t—),

(32)
unde &, [f] poartd numele de operatorul phi.
Functia K se poate scrie similar:

K.(1,) = ;/OOO dt S, (t)Es(|T — 71|)- (33)




111.2.9.

>

>

>

>

Transferul radiativ la adancimi optice mari.
La 7 mare, Anyij al 7y este relativ mic, cdmpul radiativ fiind
determinat preponderent de proprietatile locale ale mediului.
Functia sursa poate fi dezvoltata in jurul lui B,:

5.0 = B(n) +(t - ) G(n) +o = 3 U S B
"~ (34)

Tnlocuind in ec. (28) se obtine:

u dr

Tw n=0 v

(1, u>0) :/ dtSV(t)e(T“_t)/“ = Z u"d Bn,, (1) (35)

Tnlocuind in ec. (27) se obtine:

l(7y,u<0)=— / ’ ﬂsy(t)e(n—t)/u
0 u
— ,d"B 1 T
_ n v _ aT/u - (_'v
,,Z:ou drp (7) [1 € ; i ( u) ] - (36)

Cand 7, /u — —o0, exponentiala este neglijabild, recuperandu-se
expresia din ec. (35).



Indiferent de semnul lui u, avem

W) = S0 S ) (37)

n=0 v

Integrand ecuatia de mai sus se pot obtine momentele campului
radiativ:

= d*"B, = 1 d*B
Ko=) 5t
Laon+1 dr2n” nzzozn+3 dr2n
e d2n+1B
Z 2n+3 d7-2n+1 : (38)
n=0

Observand c3 B,(1,) = B,[hv/kg T(7,)] si presupunind c3
T(7) x 75 (unde v, > 0), rezults:
dB, 0B,0T  a,hv c’B, 5
dr, 0T 0r, T,keT 2h13
Conform legii lui Wien, hv/kg T = 2,82 cand B, atinge val. max, n
timp ce ¢2B, /2hv® < (€282 — 1)1 ~ 0, 063.
Deoarece dB, /dt, ~ ‘f—:, termenii de ordin superior pot fi neglijati:

dB, 1dB, B,
,~B,, H, ~= , Ko(r)~—. (4
dr,’ J 3dm, (7) 3 (40)

(39)

I, ~B,+u




Legea

lui Fick

Deoarece H, o T2 iar B, o< T*, relatia H, ~ %dBy/dTy indic3

T ~ Toer/* (deci o, = 1/4).

Importanta anizotropiei in /, se poate estima analizand raportul:
1 dB, 3H, _ T4
B,dr, B, — T*

<1, (41)

unde s-a tinut cont de faptul c@ T > T cand 7, > 1.

Folosind d1, = —k,pdz, rezulta:
1dB, 1 dB,dT
H, ~ = =— —_ 42
3dr, 3ky,p dT dz (42)
Termenul k! indic c3 H, este mai mare la frecventele pentru care

opacitatea k, este mai mica.

Deoarece H, ~ —dT/dz, ec. (42) poartd numele de aproximatia
difuziei (H, satisface legea lui Fick).



[11.2.10. Acceleratia radiativa.

» Densitatea de energie absorbita in unitatea de timp de plasma

stelara este:
dE o dE, dE,
S d i Y = [ dQk,pl,. 43

dt /0 Ve dt / P (43)

> Aceastd densitate energie transmite in unitatea de timp o densitate
de impuls de-a lungul axei z:

dp,
dt

:/ng(k,,pll,) - ”TpkyHu. (44)

» Acest impuls se traduce prin aparitia unei acceleratii radiative:

1dp, 4n
rad;y — = —k,H,. 45
Erad; p dt c (45)

» Aceastd acceleratie se opune acceleratiei gravitationale, modificand
ecuatia echilibrului hidrostatic:

dP

4 [
- = — — &rad ) rad — —_ d kuHu~ 46
g = P8 = 8uaa)  Gaa= /0 v (46)



» In cazul Tn care opacitatea este dominata de Tmprastierea Thomson,
opacitatea monocromatica k,, se poate aproxima prin:

n
kl, = iUTh, 47
P (47)

unde n. este densitatea electronilor liberi iar oy, ~ 66,5 fm?.
» Deoarece k, nu depinde de v, avem

4 [° oTh neo
8rad = 7/ dv kVHI/ = 7&67’1‘}1' (48)
c Jo c p
» Steaua nu mai poate retine straturile exterioare cand
grad > & = GM, /R? pe suprafata acesteia, mai exact cand
temperatura efectivd depdseste valoarea
1/4
GM..pc
Ta= () (49)
aneaThR*

> Dacs atmosfera e complet ionizat, ne = £-(X + 3Y + 32) si

T \' M, (Ro\>
grad:07075(><+y§z)( f):; g =274 (Q) =

104K Mo \R. ) &2

M. 1/4 Re 1/2 y  z\ A
Toe =77.700 X+ =4+ —= K. 50
() (5) (e3+3) & o



[11.4.11. Presiunea radiativa.

» Interpretdnd gaq ca o presiune, se poate scrie Pyoy = P + Praq, unde

dP;,
= —p(ne(r),
de unde rezulta
dPrad 47T'p *
= — =—— k,H,.
dr p(r)grad(r) c o dv k,H,

> inmultind ec. (18) cu u si integrand dup3 u, se obtine
di dK

d = /IJ — SV = 4 =

dr, u( ) dr,

unde s-a tinut cont c3 S, nu depinde de u.
» Tinand cont c3 d/d7, = —(k,p)~1d/dr, rezults:

Proa _ d 4—”/ dvK, ) = Pra = 22K,
dr dr \ ¢ Jp c

u2

Hy,

» La adancimi optice mari, K, ~ %By, astfel Tncat:
4o T*

Prag = .
d 3c

(51)

(52)

(54)



Probleme

1. Un nor interstelar are grosimea zy si densitatea

p(z) = po (220)2 + po (ZZO) :

Presupunand ca opacitatea k, este constantd, sa se calculeze
adancimea optica pentru 0 < z < zj, stiind ¢d 7,(z =0) = 0. S3 se
gaseasca adancimea optica totala a norului.
[R: 70(2) = kupozo[5(£)° + 3(£)°]: 7u(20) = Ekupozo]
2. Doi nori interstelari adiacenti de grosime d; si d> sunt traversati de
un fascicul de radiatie emis de o surs3 astrofizicd. La intrarea in
primul nor, intensitatea specific3 are valoarea /9. S3 se calculeze n
aproximatia plan-paraleld intensitatea specificd la iesirea din cel de-al
doilea nor, presupunédnd c3 densitatile p; si pa, precum si opacitatile
ky,1 si k, 2, sunt constante (se neglijeazd emisivitatea in interiorul
norilor). [R: 12 exp{—L(p1ky,1d1 + p2ky2d>)} pentru v > 0]



Probleme

3. Un fascicul de radiatie traverseaza un nor interstelar de grosime z,
de emisivitate neglijabil3, a c3rui opacitate este k,p = /z/4£, unde
z este coordonata masurata de la intrarea in nor iar £ este o
constanta. Stiind c3 intensitatea specificd pe directia de observatie
(u=1) la iesirea din nor este o miime din intensitatea specific3 la
intrare (12), s§ se giseasc z. [R: zg ~ 12¢%/3]
4. Un fascicul de intensitate specificd /0 parcurge un nor interstelar cu
densitate p, opacitate k, si emisivitate j, constante. S3 se calculeze
1,(z), unde z m3soard adancimea fat3d de intrarea in nor. S3 se
gaseasca expresia lui 1, la adancimi optice mari.
R: f, =S, + (12 = S,)e kvrz/v]
5. 1n aproximatia plan-paraleld a atmosferei unei stele, intensitatea
specificd are forma I,(z,u) = a,(z) + b,(z)u, unde a,(z) si b,(z)
sunt functii independente de u. S3 se calculeze F,(z).
[R: F.(2) = 5 bu(2)]



Probleme

6. Sa se calculeze intensitatea specifica la suprafata unei stele
semiinfinite formate dintr-un gaz la temperatura constanta care
emite ca un corp negru si pentru care se neglijeazd procesele de
Tmpr3stiere. [R: 1,(0,u) = B)]

7. Presupunand ca functia surs3 a unei atmosfere stelare este
S.(1) = a, + b7, s3 se calculeze 1,(0, u > 0).

[R: 1,(0,u > 0) = S,(1, = u) = relatia Eddington-Barbier]

8. In stratul exterior al unei stele, opacitatea este dominata de
imprastierea Thomson (k, ~ neorn/p, oTn ~ 66,5 fm2).
Presupunand c3 n. = 10%% cm ™3, s5 se gdseascd distanta la care
atmosfera stelei devine opacd. S3 se raporteze r3spunsul la raza
Soarelui. [R:iz/Re ~ 0,21%]



Probleme

9.

10.

Un fascicul de radiatie patrunde intr-un nor interstelar de grosime
10 u.a. La o anumitd frecventd, o tranzitie poate cauza emisia
stimulata de radiatie. Daca intensitatea la iesirea din nor este de 20
de ori mai mare decét la intrarea in acesta, sa se gaseasca valoarea
produsului k, p pe aceasta frecventd, presupunand c3 emisivitatea
este nuld iar opacitatea si densitatea sunt pretutindeni constante.
Sa se calculeze temperatura efectivda maxima pe care o poate avea o
stea la suprafata careia predominad atomii de Helll iar opacitatea
este dominata de Tmprastierea Thomson, stiind c3 acceleratia
gravitationald la suprafata acesteia este:
a) g =274 m/s?; [R: 92.400 K]
b) g = 0.274m/s’. [R: 16.400 K]



