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Verificarea stadiului livrabilelor

In cadrul primei etape s-a elaborat lucrarea [I], care a fost publicatd in
Analele Universitatii de Vest din Timisoara - Fizica, indexata in bazele de
date internationale.

In cadrul etapei a doua s-a elaborat lucrarea [2], care a fost publicata
in jurnalul Physical Review D, fiind clasat in zona galbena dupa scorul de
influenta (AIS), respectiv in zona rosie dupa factorul de impact (IF).

Tot in cadrul acestei etape, a fost elaborata lucrarea [3], care acum este in
curs de evaluare la Journal of Computational Physics, jurnal clasat in zona
rosie atat dupa AIS cat si dupa IF.

Pe parcursul acestei etape, au fost prezentate un numar de 10 lucrari la
conferinte internationale. Pentru doua dintre acestea au fost trimise articole

catre volumul de lucrari (cotat ISI), care au fost deja acceptate [4] 5.
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Raport de activitate

Etapa 1

Obiectiv 1.1. Formalism pentru discretizarea spatiului impulsurilor

folosind tetrade

Acest obiectiv reprezinta piatra de temelie pentru obiectivele urmatoare. Dis-
cretizarea spatiului impulsului exprimat in raport cu campul de tetrade repre-
zinta elementul de noutate principal pe care il aducem comunitatii stiintifice
prin prezentul Proiect. Mai multe detalii prezentam in descrierea activitatii

aferente acestui obiectiv si in sec. [I}

Activitate 1.1.1. Ecuatii de transport folosind tetrade. In cadrul
acestei activitati, a fost elaborata lucrarea [I], pe tema formalismului tetra-
delor aplicat pentru rezolvarea ecuatiei Boltzmann relativiste. Prin aceasta
lucrare am exemplificat aplicarea formalismului tetradelor pentru decupla-
rea spatiului impulsurilor de cel al coordonatelor la o problema de curgere
relativista, acest pas fiind premergator demararii activitatiilor obiectivelor
ulterioare (2.1, 2.2 si 3.1).

Se poate vedea importanta rezultatelor din aceasta activitate deoarece in
cadrul etapei a doua (prezentata mai jos) au fost elaborate doua lucrari [2, 5]
care folosesc formularea ecuatiei Boltzmann in raport cu campul de tetrade.

Mai multe detalii tehnice sunt prezentate in sec. [1}

Obiectiv 2.1. Formalism pentru discretizarea spatiului impulsurilor

In cadrul acestui obiectiv, am ales studiul curgerilor in rotatie avand simetrie
axiali. In aceast categorie intra o gama larga de spatii-timp, dintre care in
lucrarea [2] am ales sa studiem spatiile Minkowski, anti-de Sitter, de Sitter,
Schwarzschild si Reissner-Nortdstrom. In continuare vom discuta stadiul de

implementare a acestui obiectiv la nivelul activitatilor componente.



Activitate 2.1.1. Definirea cuadraturilor pe spatiul impulsurilor in
raport cu campul de tetrade. In lucrarea [2], am explorat o gama larga
de tetrade pentru curgerile in rotatie in jurul unei axe fixe. Formalismul
utilizat in aceasta lucrare are la baza articolul [C. Y. Cardall, E. Endeve,
A. Mezzacappa, Phys. Rev. D 88 (023011) 2013], unde se introduce ecuatia
Boltzmann in forméa conservativa, impreuna cu o metoda pentru construirea
tetradei aferente unui observator care se deplaseaza de-a lungul liniei de cu-
rent. Tot in cadrul acestei lucrari am studiat si proprietatile coeficientilor de
transport cand aproximatia Marle este folosita pentru termenul de coliziune.
Aceste investigatii sunt preponderent de natura analitica, urmand ca rezul-
tatele sa fie folosite pentru validarea metodelor numerice care vor fi in viitor
dezvoltate. Pentru realizarea acestei lucrari au contribuit membrii echipei
Victor E. Ambrus si Ion I. Cotaescu.

In continuare, pentru definirea unei cuadraturi pe spatiul impulsurilor in
raport cu campul de tetrade, am ales sa studiem problema curgerii intre doi
cilindri coaxiali aflati in rotatie. Deoarece geometria frontierei acestui sistem
este curba, problema se preteaza studiului folosind sistemul de coordonate
cilindric (p, ¢, z). Deoarece acest sistem de coordonate este necartezian, se
justifica introducerea unui camp de tip tetradic (triadic in acest caz, intrucat
avem nevoie doar de trei vectori corespunzatori celor trei coordonate p, ¢ si
z) in raport cu care sa se defineasca spatiul impulsurilor.

In urma introducerii campului triadic, definirea cuadraturii si discretiza-
rea spatiului impulsurilor se poate face ca in cazul coordonatelor carteziene.
Pentru a nu incarca aceasta sectiune, am ales sa prezentam detaliile teh-
nice in sectiunea 2] unde se va vedea prin rezultatele prezentate ca aceasta
activitate a fost indeplinita cu succes.

Pentru indeplinirea acestei activitati au participat membrii echipei Victor

E. Ambrus, Sergiu Busuioc, Ion I. Cotaescu si Victor Sofonea.



Activitate 2.1.2. Investigarea caudraturilor pe semi-spatiu. Aceasta
activitate continua Activitatea 2.1.1. Deoarece curgerea Couette intre doi ci-
lindri coaxiali prezinta doua frontiere curbe, definirea unei cuadraturi pe
semi-spatiu cu ajutorul careia sa se implementeze conditiile de reflexie difuza
se poate face urméand aceiasi pasi ca in lucrarea [V. E. Ambrus, V. Sofonea,
J. Comput. Phys. 316 (2016) 760]. Cuadratura pe semi-spatiu relevanta
pentru aceasta curgere este cuadratura Gauss-Hermite pe semiaxa.

Ca si inainte, lasam prezentarea detaliilor tehnice pentru sectiunea [2
Dupa cum se va vedea din rezultate, tehnica utilizata pentru definirea cua-
draturii pe semi-axe este corecta intrucat recupereaza rezultatele analitice
asteptate. Drept urmare, consideram ca aceasta activitate a fost finalizata
CU Succes.

Pentru implementarea acestei activitati au participat Victor E. Ambrus,
Sergiu Busuioc si Victor Sofonea. Rezultatul acestor investigatii este in curs
de redactare si ne asteptam sa putem trimite o lucrare spre publicare in

cadrul etapei urmatoare.

Obiectiv 2.2. Algoritmi pe baza de cuadraturi pentru implementa-

rea ecuatiei Boltzmann

In cadrul acestui obiectiv, s-a pornit de la lucrarile [V. E. Ambrus, V. Sofonea,
Phys. Rev. E 86 016708; P. Romatschke, M. Mendoza, S. Succi, Phys.
Rev. C 84 (2011) 034903] pentru dezvoltarea unei familii de modele lattice
Boltzmann bazate pe cuadraturi de tip Gauss, cu aplicabilitate in simularea
curgerilor relativiste ale particulelor fara masa.

Putem spune ca acest obiectiv a fost finalizat, deoarece la finele acestei
etape am reusit sa trimitem lucrarea [3], prin care finalizam activitatile 2.2.1
si 2.2.3. Mai multe detalii despre continutul acestei lucrari si legatura acesteia

cu planul de realizare a proiectului prezentam in sec.



Activitate 2.2.1. Aplicarea modelelor lattice Boltzmann (LB) sfe-
rice la curgeri relativiste. Extensia modelelor introduse in lucrarea [V.
E. Ambrus, V. Sofonea, Phys. Rev. E 86 016708] pentru cazul curgerilor
relativiste poate fi facuta, metodele de cuadratura prezentand similaritati im-
portante cu cele din lucrarea mentionata anterior. Lasand detaliile tehnice
pentru Sec. |3 putem spune ca aceasta activitate a fost incheiata cu succes,
intrucat modelele LB sferice au fost aplicate cu succes la curgerile relativiste.

Pentru finalizarea acestei activitati au participat membrii echipei Robert
Blaga si Victor E. Ambrus.

Activitate 2.2.2. Investigarea modelelor lattice Boltzmann pe semi-
spatiu pentru curgeri relativiste delimitate de frontiere. In cazul
curgerilor relativiste delimitate de frontiere, solutia este gasirea unei cuadra-
turi pe semispatiu dupa unghiul zenit 6. In urma unui studiu de fezabilitate,
avem indicatii ferme ca astfel de cuadraturi se pot construi, dupa cum se
poate vedea parcurgand materialul din Sec. 4l Pentru fructificarea rezulta-
tului pozitiv obtinut in urma acestei analize, vom urmari implementarea unei
curgeri in teoria relativitatii generale in cadrul activitatii 3.1.2 a etapei 3 a
proiectului.

Pentru derularea acestei activitati, participa membrul echipei Victor E.

Ambrus.

Activitate 2.2.3. Dezvoltarea unui program paralel pentru imple-
mentarea modelelor lattice Boltzmann relativiste (RLB). In cadrul
etapei 2016 a implementarii proiectului Modele lattice Boltzmann pentru si-
mularea curgerii gazelor rarefiate in regim relativist a fost dezvoltat un pro-
gram bazat pe modelele prezentate in lucrarile [4, [3]. Programul a fost testat
si validat prin compararea rezultatelor obtinute cu solutii analitice, precum
si cu rezultate disponibile in literatura de specialitate. Dovada a faptului ca
aceasta activitate s-a incheiat cu succes o reprezinta cele doua lucrari [4) 3],

dintre care [4] a fost deja acceptata spre publicare.
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Mai multe detalii despre acest program prezentam in sec. [3
Pentru realizarea acestei activitati au participat membrii echipei Robert
Blaga si Victor E. Ambrus.

1 Formalismul tetradelor aplicat ecuatiei Bolt-

Z1mann

Formalismul tetradelor permite decuplarea spatiului impulsurilor de metrica

spatiu-timpului. In plus, datorita invariantei campului de tetrade la trans-

formari Lorentz, ecuatia Boltzmann se poate scrie in asa-numitul sistem pro-

priu al mediului fluid, in raport cu care viteza macroscopica este nula.
Aceasta proprietate este explorata in lucrarile [T, 2], unde sunt investigate

proprietatile unui gaz aflat in rotatie rigida in jurul unei axe fixe, mai intai

pe spatiul Minkowski [I] dupa care pe orice spatiu cu simetrie sferica [2].
Elementul de linie pe un spatiu cu simetrie sferica este [2]:

ds® = w? | —dt* + dr” + T—z(d(ﬂ + sin? Ody?) (1)
- U2 U2 gp I

unde u, v si w depind doar de coordonata r. Campul de viteze al unui fluid
in rotatie aflat in echilibru termodinamic este:

5
w(r)

unde factorul Lorentz v este dat prin:

(1,0,0,)7, (2)

unde p = rsiné.



Figura 1: Structura orizonturilor de rotatie in spatiul Reissner-Nordstrom
pentru raportul @) = Q/Mavand valorile (a) @ = 0 si (b) @ = 0.5. Pe
axa verticala e reprezentat raportul z = z/2M (distanta de-a lungul z in
unitati 2M), in timp ce pe axa orizontala avem distanta p = rsin€/2M
masurata perpendicular pe axa de rotatie. Contururile reprezinta orizonturile
de rotatie.

1.1 Orizonturi de rotatie

Sa ne imaginam un fluid in rotatie rigida fata de axa z, astfel ca viteza ele-
mentului de fluidul creste liniar cu distanta p fata de axa z. La o distanta
suficient de mare, viteza fluidului se apropie de viteza luminii, iar factorul
Lorentz tinde spre infinit. Locul geometric al punctelor unde v — oo da-
torita rotatiei poarta numele de orizont de rotatie. In figura [1f sunt reprezen-
tate cateva orizonturi de rotatie pentru felurite valori ale vitezei unghiulare

a rotatiei (2, pentru cazurile metricii Schwarzschild (a) si Reissner-Nordtrom

(b).
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Figura 2: Comparatia intre coeficientii de (a) conductivitate termica A si (b)
vascozitate dilatationala 7 obtinuti in cadrul modelelor Marle si Anderson-
Witting. Se observa ca curbele corespunzatoare lui  (b) sunt suprapuse
cand se foloseste relatia (4.

1.2 Coeficientii de transport

Fluidele relativiste, la fel ca cele nerelativiste, prezinta fenomene disipative

caracterizate prin urmatorii coeficienti de transport:

e Coeficientul de vascozitate volumetrica n (dilatationala);
e Coeficientul de vascozitate dinamica u;

e Coeficientul de conductivitate termica .

Caracteristicile acestor coeficienti depind de fluidul studiat. In ecuatia Bolt-
zmann relativista, proprietatile mediului fluid sunt influentate de catre ter-
menul de coliziune, care descrie interactiunea dintre constituentii acestuia.
In mod uzual, sunt folosite doua modele pentru simplificarea termenului de
coliziune, si anume modelul Marle si modelul Anderson-Witting. In lucrarea
[5], am facut o comparatie a proprietatilor coeficientilor de transport in aceste
doua modele pentru curgeri pe spatii-timp arbitrare. Doua rezultate remar-
cabile merita amintite: in primul rand, coeficientul redus de conductivitate
termicd A = oA (unde o este sectiunea eficace de impréstiere) tinde spre 4/3
in limia ultrarelativista a modelului Anderson-Witting, in timp ce in mode-

lul Marle, X tinde la infinit. Al doilea rezultat remarcabil este ci n=on/m
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Figura 3: Geometria curgerii Taylor-Couette.

(unde m este masa particulelor constituente) in modelul Anderson-Witting
este cu o foarte buna aproximatie legat de 77 in modelul Marle prin urmatoarea

transformare de similaritate:

77A7VV (C/Cmax;AfW) ~ 77M (C/Cmax;M) (4)
ﬁA—W(CmaX;A—W) N 7AjM(Cma,X;M) '

Aceste rezultate sunt ilustrate in Fig. 2| mai multe detalii fiind date in ref. [5].

2 Curgerea Couette circulara

Figura|3| prezinta schematic geometria curgerii Taylor-Couette. Curgerea are
loc intre doi cilindri coaxiali, raza cilindrului interior fiind R; iar cea a celui
exterior fiind Ry. Temperatura peretilor este mentinuta la valoarea constanta
T, = 1. Curgerea este antrenata de cilindrul interior, care se roteste in sens
trigonometric cu viteza unghiulara constanta €2,,, in timp ce cilindrul exterior

ramane fix.
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Figura 4: Profilul componentei tangentiale Uy a vitezei pentru cazul cand
cilindrul exterior este in repaus iar cel interior se roteste cu viteza tangentiala
(a) uy, = 0.1; (b) uy, = 0.5. Rezultatele numerice sunt comparate cu formula
analitica pentru diferite valori ale raportului 5 = R;/Rs dintre raza
cilindrului interior si a celui exterior.
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Figura 5: Profilul temperaturii 7" pentru cazul cand cilindrul exterior este in
repaus iar cel interior se roteste cu viteza tangentiala u,, = 0.5. Rezultatele
numerice sunt comparate cu formula analitica pentru diferite valori ale
raportului § = R; /R dintre raza cilindrului interior si a celui exterior.
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Elementul de linie in coordonate cilindrice se scrie:
ds® = dp* + p*dyp* + d2°. (5)

Acest sistem admite urmatorul camp triadic:

1
€p = 8,), €s = _8<p7 €z = a,;,

w? = dp, w? = pde, w® = dz. (6)

In raport cu acest sistem, se pot defini impulsurile corespunzatoare compo-
nentelor radiald p?, azimutald p? si verticald p*. Presupunand ci curgerea
este omogena de-a lungul coordonatelor z si ¢, ecuatia Boltzmann se poate

scrie In forma conservativa urmand formalismul introdus in [Cardall et al.,

Phys. Rev. D 88 (023011) 2013):

-

a(fp) [ pPO(fp) | 1 [ s00f  50(fpr%)
o Ef%_+ﬁ[(> R

) _ _Prr flea) 7
L p® ) Ly )

Validam implementarea cuadraturilor folosind tetrada @ studiind limita
hidrodinamica a ec. [7], cand profilele vitezei Uy(R) si a temperaturii 7'(R) se

pot obtine analitic:

U,6 (Ry R
Up(R) = e 8
or) = (R - 1), (8a)
12R2R2 (Ing-  R2— R
T(R :Tw -t twtMT M2 R 1 7 Sh
(R) 2 R2 — R? (mg—j R{% — R,? (8b)
unde § = g—; reprezinta raportul dintre raza cilindrului interior si a celui

exterior.
Rezultatele numerice au fost obtinute folosind o cuadratura pe semiaxa
(semispatiu) pe directia radiala (cea care e perpendiculara pe suprafetele

cilindrilor). Metoda de cuadratura folosita se numeste quadratura Guass-
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Hermite pe semiaxa si a fost introdusa in [V. E. Ambrus, V. Sofonea, J.
Comput. Phys. 316 (2016) 760]. In Fig. 4| reprezentdm profilul vitezei
obtinut cu modelele noastre, comparat cu solutia analiticd (8a]). Se observa
o suprapunere excelenta. Mai departre, profilul temperaturii obtinut cu mo-
delele noastre este comparat cu solutia analitica in Fig. [5si din nou se
observa o suprapunere excelenta.

Concluzionam ca formalismul tetradelor a fost utilizat cu succes iar imple-
mentarea ecuatiei Boltzmann folosind cuadratura Gauss-Hermite pe semispatiu
a fost corecta, astfel ca activitatile 2.1.1 si 2.1.2 ale obiectivului 2 au fost
indeplinite cu succes.

Rezultatele prezentate in aceasta sectiune sunt in curs de redactare si
speram sa trimitem o lucrare spre publicare in cadrul etapei urmatoare a

proiectului.

3 Modele LB bazate pe cuadraturi sferice pen-

tru curgeri relativiste

In lucrarea [3], echipa noastri a propus o familie de modele lattice Bolt-
zmann (LB) pentru studierea curgerilor relativiste ale particulelor fara masa.
La baza constructiei modelelor stau cuadraturile Gauss-Laguerre si Gauss-
Hermite.

Pentru validarea modelelor astfel introduse, am efectuat simulari a unui
caz particular a problemei Riemann, denumita problema lui Sod. Configuratia
initiala consta in doua incinte separate printr-o membrana subtire, in cea din
stanga gasindu-se un fluid mai dens decat cel din incinta dreapta. La mo-
mentul initial £ = 0, membrana este scoasa iar fluidul din partea stanga se
propaga sub forma unei unde de soc in incinta din dreapta.

Pentru a ilustra capabilitatile modelelor noastre, am pregatit trei setui
de grafice care se refera la profilele densitatii si a presiunii la un moment

ulterior eliminarii membranei. In Fig. @, comparam rezultatele simularilor

14



1.00—=
~ 1.001
K\ c—i= ys=107
Y — —- ns=10"
- == ws=10"
——— inviscid
075 = 0.75
1
1
n 04 P
0.50 0.50
init. cond.
i—— /s =107 0.25
025 ——- =107
- == qs=10"
— inviscid
0
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4
z z

Figura 6: Profilul densitatii (a) si profilul presiunii (b) la momentum de timp
t = 0.5 1n propagarea undei de soc intr-un mediu fluid cu difusivitate redusa
(limita fluidului ideal). Se pot distinge clar unda de rarefactie, discontinu-
itatea de contact (in cazul densitatii), platoul central (in cazul presiunii) si
frontul de unda.
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Figura 7: Profilul densitatii (a) si profilul presiunii (b) la momentum de
timp ¢ = 0.5 1n propagarea undei de soc intr-un mediu fluid vascos. Se poate
observa efectul vascozitatii de a netezi profilele, aplatizand frontul de unda
si discontinuitatea de contact.
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Figura 8: Profilul densitatii (a) si profilul presiunii (b) la momentum de
timp ¢ = 0.5 in propagarea undei de soc intr-un mediu fluid rarefiat (limita
balistica). Se poate vedea ca, deoarece particulele calatoresc libere fara a se
ciocni cu alti constituenti, se formeaza un numar de paliere egal cu ordinul
cuadraturii Q. In cazul cand ()¢ e mare, tranzitia dintre paliere este neteda
si rezultatul simularii reproduce formula analitica.
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cu solutia analitica pentru fluidul ideal (limita /s — 0). Se observa ca
pe masura ce n/s tinde spre 0, rezultatele numerice se apropie de rezultatul
analitic obtinut in cazul ideal.

Mai departe, in Fig. [6] valoarea lui 7/s este suficient de mare pentru
ca efectele vascozitatii sa duca la o netezire a profilelor in zona frontului
de unda. Pentru validarea profilelor pe care le-am obtinut, am reprezentat
rezultatele obtinute cu metoda BAMPS (Boltzmann approach to multiparton
scattering) din [I. Bouras et al., Phys. Rev. C 82 (2010) 024910]. Se observa
o suprapunere exceleta intre cele doua metode.

Poate cel mai spectaculos rezultat este ca modelele noastre sunt capabile
sa recupereze limita balistica a ecuatiei Boltzmann. Dupa cum se poate
vedea in Fig. [§] cheia pentru realizarea acestei performante este permiterea
cresterii ordinului de cuadratura @, la valori suficient de mari (de ordinul
~ 100), ceea ce pentru modelele noastre nu reprezinta deloc o problema.

Avand 1n vedere realizarile de mai sus, care au fost recent trimise spre pu-
bicare [3], precum si rezultatele preliminare prezentate in lucrarea [4], putem

concluziona ca activitatiile 2.2.1 si 2.2.3 au fost indeplinite cu succes.

4 Cuadraturi pe semispatiu pentru curgeri

relativiste

Sa consideram o curgere intre doi pereti plani paraleli perpendiculari pe axa
z, situati la z = +L/2. Pentru a calcula fluxul de particule incident pe

peretele de la z = L/2, trebuie sa evaluam urmatoarea integrala:

7o | %0<pZ>prJ . (9)

z=L/2
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In cazul particulelor fara masa, integrala de mai sus devine:
oo 1 2
Fi= / dppz/ dcos00(pcos ) COSQ/ dgofJ : (10)
0 —1 0 2=L/2

Presupunand ca curgerea este omogena in planul xOy, se poate presupune
ca f nu depinde de ¢, astfel ca integrala dupa ¢ va da automat 27w. In-
tegrala dupa p se face normal (asa cum e prezentat in ref. [3]), in timp ce

functia treapta (p cos 6) restrictioneaza intervalul de integrare dupa cosf la

00 1
Fi= 27T/ dpp2/ d{me . (11)
0 0 2=L/2

Se observa ca integrala dupa & acopera doar calota nordica a sferei avand

domeniul [0, 1]:

planul ecuatorial perpendicular pe axa z. Astfel de integrale se pot recupera
folosind o varianta modificata a cuadraturii Gauss-Legendre prin efectuarea

schimbarii de variabila ¢ = 2§ — 1:

Q¢

[ arer=3 [ aor (S57) = Suir ) (12)

j=1

unde &; sunt cele ()¢ puncte de cuadratura care se scriu in functie de radacinile
(j ale polinomului Legendre Py, de ordinul Q)¢ astfel:
G +1

§ = 5 (13)

Ponderile de cuadratura se pot obtine utilizand urmatoarea formula:

Y Qe )P GIF (14

¢ 1-¢°
J

Studiul de fezabilitate de mai sus arata ca construirea cuadraturilor pe
semispatiu pentru curgerile relativiste este realizabila. Concluzionam deci

ca activitatea 2.2.3 a fost incheiata cu succes. Ca si aplicatie propunem
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incercarea implementarii unei curgeri in teoria relativitatii generale in cadrul

activitatii 3.1.2 a etapei a treia a proiectului.
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sprijinul CNCS-UEFISCDI acordat prin grantul cu numarul PN-II-RU-TE-
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