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1 Etapele de implementare a proiectului

Tip Etapa: Etapa unica
Etapa 1 Rezultate livrate pe etapa: Data
- Un e-print pe arXiv.org raportare:
07/12/2015
Obiectiv Formalism pentru discretizarea spatiului impulsurilor folosind tetrade.
1.1
Activitate|| Ecuatii de transport folosind tetrade.
1.1.1
Tip Etapa: Etapa unica
Rezultate livrate pe etapa:
Etapa 2 Y P . P Data
- O lucrare intr-un jurnal cotat ISI.
. K . . 5 raportare:
- Prezentarea unei lucrari la o conferinta internationala.
’ ’ 05/12/2016
Obiectiv Formalism pentru discretizarea spatiului impulsurilor.
2.1
Activitate|| Definirea cuadraturilor pe spatiul impulsurilor in raport cu cAmpul de tetrade.
2.1.1
Activitate|| Investigarea caudraturilor pe semi-spatiu.
2.1.2
Obiectiv Algoritmi pe baza de cuadraturi pentru implementarea ecuatiei Boltzmann.
2.2
Activitate|| Aplicarea modelelor lattice Boltzmann (LB) sferice la curgeri relativiste.
2.2.1
L. Investigarea modelelor lattice Boltzmann pe semi-spatiu pentru curgeri relativiste
Activitate L .
delimitate de frontiere.
2.2.2
. Dezvoltarea unui program paralel pentru implementarea modelelor lattice Boltzmann
Activitate o
relativiste (RLB).
2.2.3
Tip etapa: Etapa unica
Rezultate livrate pe etapa:
Etapa 3 . o p P Data
- Doua lucrari in jurnale cotate ISI.
P t i lucrari 1 ferinta internationala raportare:
- area unei lucrari la o conferinta intern .
resen ’ ’ 30/09/2017
Obiectiv Aplicarea metodologiei dezvoltate la Obiectivul 2.2 la curgeri relativiste.
3.1
Activitate|| Compararea rezultatelor RLB cu cele din literatur.
3.1.1
Activitate|| Aplicarea modelelor RLB la curgeri in teoria relativititii generale (TRG).
3.1.2




2.1

2.2

2.3

Verificarea stadiului livrabilelor

In cadrul primei etape:

S-a elaborat lucrarea [I], publicatd in Analele Universitatii de Vest din

Timisoara - Fizica (indexata in BDI).

In cadrul etapei a doua:

S-a elaborat lucrarea [2], publicata in jurnalul Physical Review D (in-

dexat ISI, in zona galbena dupa AIS, respectiv in zona rosie dupa IF).

A fost elaborata lucrarea [3], trimisa spre publicare la Journal of Com-
putational Physics. In urma unei decizii nefavorabile a editorilor, lu-
crarea a fost retrimisa spre publicare la Physical Review C in cadrul

etapei a treia.

Au fost prezentate 10 lucrari la conferinte internationale (7 prezentari
orale [4 B, 6, [7, 8, @, 10], o prezentare invitata [I1] si doud postere
[12, 13]). Pentru prezentarile [5, [7] au fost publicate articolele [14],
respectiv [I5], in jurnalul AIP Conference Proceedings (indexat in ISI

Proceedings).

In cadrul etapei a treia:

S-au elaborat lucrarile [16, [I7], publicate in Physics Letters B (zona

rosie), respectiv in Classical and Quantum Gravity (zona rosie).

Au fost elaborate lucrarile [18| [19], fiind momentan in evaluare la Phy-

sical Review C si Physical Review E.

Au fost prezentate 10 lucrari la conferinte internationale (9 prezentari
orale [21, 22 23 24, 25, 26, 27, 28, 29] si un poster [30]). Pentru



prezentarea [23], lucrarea [20] a fost acceptata pentru publicare in AIP

Conference Proceedings (indexat in ISI Proceedings).

Angajat Realizat Grad de
indeplinire

Un e-print pe ar- | O lucrare publicata intr-un jurnal | Rezultat

Xiv.org. indexat in BDI. livrat.

3 lucrari in jur- | 3 lucrari publicate in jurnale ISI; | Rezultat

nale cotate ISI: | 3 lucrari trimise spre evaluare la | livrat.

jurnale ISI;

Prezentarea  a | 20 de lucrari prezentate la | Rezultat

doua lucrari | conferinte  internationale (17 | livrat.

la conferinte | prezentari orale si 3 postere); 2

internationale: lucrari publicate si una acceptata

in AIP Conf. Proc. (indexat in
ISI Proceedings).




3 Raport de activitate

3.1 Obiectivul 1.1. Formalism pentru discretizarea spa-

tiului impulsurilor folosind tetrade

Discretizarea spatiului impulsului definit in raport cu campul de tetrade
reprezinta elementul de noutate principal pe care il aducem comunitatii

stiintifice.

Activitatea 1.1.1. Ecuatii de transport folosind tetrade. Utilizand
formalismul introdus in lucrarea [31] privind scrierea ecuatiei Boltzmann fo-
losind un camp de tetrade, am studiat proprietatile distributiilor particulelor
de tip Maxwell-Jiittner, Fermi-Dirac si Bose-Einstein cu masa arbitrara aflate
in echilibru termodinamic intr-o stare de rotatie rigida pe spatiul Minkowski
(plat). Pe aceasta tema a fost elaborata lucrarea [I], aceasta reprezentand

un punct de plecare pentru activitatea 2.1.1.

3.2 Obiectivul 2.1. Formalism pentru discretizarea spa-
tiului impulsurilor

In continuarea obiectivului 1.1, in cadrul acestui obiectiv am studiat ecuatia
Boltzmann relativiste scrisa in raport cu campul de tetrade. Caracterul aces-
tui obiectiv este unul teoretic, algoritmii pentru rezolvarea ecuatiei Bolt-

zmann fiind implementati in cadrul obiectivului 2.2.

Activitate 2.1.1. Definirea cuadraturilor pe spatiul impulsurilor in
raport cu caAmpul de tetrade. Pentru studierea proprietatilor ecuatiei
Boltzmann relativiste scrisa in raport cu sistemul de tetrade, am investigat
sistemele mezoscopice 1n rotatie utilizand ecuatia Boltzmann si campurile de
tetrade, pornind de la lucrarea [31], precum si de la lucrarea [1], publicata in

cadrul obiectivului 1.1 descris anterior. Au rezultat lucrarile [2], 15 [16] [17],



precum si prezentirile orale [4, 6, [7], respectiv posterele [12, 13]. In lucrarile
[2, [15] si prezentarile [4, [7, 13] am explorat o gama larga de tetrade pentru
curgerile in rotatie in jurul unei axe fixe. In lucrarea [16] si prezentarile
[6l, 12] s-au studiat corectiile cuantice in sistemele mezoscopice in rotatie
pe spatiul Minkowski. In lucririle [I7, 20] si prezentarea [23] s-au studiat
corectiile cuantice in sistemele mezoscopice statice pe spatiul anti-de Sitter.
In toate cazurile, analiza clasici (necuantica) a sistemelor mezoscopice a fost
facuta utilizand ecuatia Boltzmann relativista scrisa in raport cu campurile

de tetrade pentru particule avand masa arbitrara.

Activitate 2.1.2. Investigarea cuadraturilor pe semi-spatiu. Pentru
studierea cuadraturilor pe semi-spatiu implementate in raport cu campurile
tetradice, am recurs la probleme de curgere a fluidelor nerelativiste. Dupa
scrierea ecuatiei Boltzmann nerelativiste in raport cu campurile de tetrade,
am continuat cu studiul curgerii Couette circulare intre doi cilindri coaxiali
in rotatie, a transferului termic in geometrii necarteziene si a curgerii intr-o
cavitate de tip element cilindric cu capac glisant, pentru care este necesara
utilizarea cuadraturilor pe semi-spatiu definite in raport cu campul de te-

trade. Aceasta activitate este premergatoare activitatilor 2.2.2 si 3.1.1.

3.3 Obiectivul 2.2. Algoritmi pe baza de cuadraturi

pentru implementarea ecuatiei Boltzmann

In cadrul acestui obiectiv, s-a dezvoltat o familie de modele lattice Boltzmann
bazate pe cuadraturi de tip Gauss, cu aplicabilitate in simularea curgerilor
relativiste ale particulelor fara masa, precum si o metodologie privind im-
plementarea cuadraturilor pe semi-spatiu in cazul curgerilor nerelativiste in

geometrii curbe (necarteziene).

Activitate 2.2.1. Aplicarea modelelor lattice Boltzmann (LB) sfe-

rice la curgeri relativiste. Pornind de la lucrarile [32, B3], in cadrul



acestel activitati a fost pusa baza teoretica a modelelor R-SLB (Relativis-
tic Spherical Lattice Boltzmann). Aceasta activitate exploratorie a servit ca
baza pentru realizarea activitatii 2.2.3 privind implementarea algoritmului
lattice Boltzmann intr-un program de simulare numerica, respectiv a obiec-

tivului 3.1.

Activitate 2.2.2. Investigarea modelelor lattice Boltzmann pe semi-
spatiu pentru curgeri relativiste delimitate de frontiere. Intrucas
nu am reusit sa identificam o aplicatie in cadrul curgerii fluidelor relativiste
de suficient interes stiintific pentru validarea implementarii cuadraturilor pe
semi-spatiu, am ales sa cautam aplicatii in curgerea fluidelor nerelativiste.
Pornind de la rezultatele obtinute in cadrul activitatii 2.1.2 referitoare
la formularea ecuatiei Boltzmann in raport cu campurile de tetrade pentru
curgerile nerelativiste in geometrii curbe, am formulat un model lattice Bolt-
zmann bazat pe cuadraturile Gauss-Hermite pe semi-axe (pentru directiile
perpendiculare pe frontiera), respectiv pe toatda axa (pentru directiile de-a
lungul carora curgerea este omogena sau periodica). Implementarea acestui

program a fost efectuata in cursul activitatii 2.2.3, discutata mai jos.

Activitate 2.2.3. Dezvoltarea unui program paralel pentru imple-
mentarea modelelor lattice Boltzmann relativiste (RLB). Pornind
de la cuadraturile dezvoltate in cadrul activitatilor 2.2.1 si 2.2.2, in cadrul
acestei activitati au fost dezvoltate doua programe lattice Boltzmann: unul
pentru simularea curgerilor relativiste ale particulelor fara masa si unul pen-
tru simularea curgerilor nerelativiste in geometrii curbe. Intrucat curgerile
relativiste studiate in cadrul acestui proiect au fost exclusiv unidimensionale,
programul aferent a fost dezvoltat in regim uniprocesor folosind limbajul C++.
Programul pentru curgerile nerelativiste, dezvoltat in limbajul C, utilizeaza
libraria PETSc [34, [35] pentru calculul paralel.

Rezultatele preliminare obtinute in cadrul acestei activitati referitoare la

curgerile relativiste au fost diseminate prin prezentarile orale [5] [10, [11].
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3.4 Obiectivul 3.1. Aplicarea metodologiei dezvoltate

la Obiectivul 2.2 la curgeri relativiste

Acest obiectiv este dedicat validarii metodelor dezvoltate in cadrul obiecti-
velor anterioare folosind rezultate disponibile in literatura. De asemenea, in
cadrul acestui obiectiv am utilizat programele dezvoltate in cadrul activitatii
2.2.3 pentru aplicatii de interes fizic, mai exact: studiul coeficientiilor de
transport al fluidelor relativiste in contextul atenuarii unei unde longitudi-
nale [18]; propagarea undelor de soc cu simetrii cilindrica si sferica [5l 24];
transferul termic in geometrii necarteziane [21) 29]; curgerea intr-o cavitate

de tip element cilindric antrenata de catre cilindrul interior [27].

Activitate 3.1.1. Compararea rezultatelor RLB cu cele din lite-
ratura. Pentru a valida metoda lattice Boltzmann dezvoltata pentru si-
mularea curgerilor relativiste ale particulelor de masa nula, am efectuat si-
mularea propagarii unei unde de soc plane, avand ca directie de propagare
axa z, curgerea fiind omogena dupa directiile z si y. Am validat metoda
noastra prin comparatie cu solutii analitice corespunzatoare regimurilor ideal
(vascozitate si conductivitate termica neglijabile) si balistic (termen de co-
liziune neglijabil). In regimul intermediar (vascozitate neneglijabila, respec-
tiv regimul de tranzitie catre regimul balistic) am validat rezultatele noastre
prin comparatie cu rezultatele obtinute folosind metoda BAMPS (Boltzmann
Approach to Multi-Parton Scattering) [36] 37, [38]. Rezultatele noastre au
fost diseminate prin prezentari orale [5], 111 10l 22] 24] si de tip poster [30]. De
asemenea, aceste rezultate au fost trimise spre publicare sub forma lucrarii
[3], care momentan este in curs de evaluare.

Am continuat validarea metodei dezvoltate in lucrarea [3] prin analiza
atenuarii unei unde longitudinale in contextul ecuatiei Boltzmann relativiste.
Prin comparatia rezultatelor numerice cu cele obtinute analitic prin rezolva-
rea ecuatiilor Navier-Stokes relativiste de ordinul 1 si 2, am reusit sa demon-

stram ca metoda noastra captureaza cu o buna precizie atenuarea disipativa



(datorata vascozitatii si conductivitatii termice) si dispersiva (in regim ba-
listic) a acestui tip de unde, rezultatele fiind trimise spre publicare [I8]. De
asemenea, aceste rezultate au fost diseminate prin prezentarea orala [24].

Pentru validarea implementarii cuadraturilor pe semi-spatiu in cazul cur-
gerilor nerelativiste, am efectuat simulari ale curgerii Couette circulare intre
doi cilindri coaxiali in rotatie. In regimurile hidrodinamic si balistic am vali-
dat schema folosind solutiile analitice ale ecuatiilor Navier-Stokes, respectiv
a ecuatiei Boltzmann in regim balistic. In regimul de tranzitie (grad de
rarefactie mediu si crescut), am validat rezultatele noastre prin comparatie
cu rezultatele publicate in lucrarea [39]. Rezultatele au fost diseminate comu-
nitatii academice prin prezentarile orale [21], 20, 27] si se regasesc in lucrarea
[19], care momentan este in curs de evaluare.

Tot aferenta metodei descrisa anterior, am considerat o aplicatie a me-
todei triadelor pentru investigarea transferului termic intre doua corpuri la
temperaturi diferite. Astfel, am considerat transferul termic intre doua placi
plan-paralele, doi cilindri coaxiali si doua sfere concentrice si am utilizat re-
zultatele din literatura pentru validare [40, 41]. Rezultatele preliminare au
fost prezentate la conferinta ICMMES-2017 [29].

Activitate 3.1.2. Aplicarea modelelor RLB la curgeri in teoria re-
lativitatii generale (TRG). Prima aplicatie pe care am abordat-o a fost
studiul evolutiei unui fluid in cursul expansiunii longitudinale invariante la
boosturi (curgerea Bjorken). Descrierea acestei curgeri este echivalenta cu
o curgere stationara pe spatiul Milne. Rezultatele obtinute pe acest spatiu
sunt incluse in lucrarea [3].

Expansiunea longitudinala reprezinta un model propus de Bjorken [42]
pentru descrierea evolutiei plasmei quarc-gluon in urma ciocnirii a doua nu-
clee cu energii foarte mari (astfel de experimente se fac in acceleratoarele
de particule de inalta energie). De asemenea de interes este curgerea solito-

nica descrisa printr-o stare statica in spatiul adSs ® Ss, care este echivalenta



(printr-o transformare conforma a metricii) unei expansiuni sferice pe spatiul
Minkowski [43]. Programul dezvoltat in cadrul acestui proiect a fost adaptat
la simularea curgerii pe acest spatiu, rezultatele preliminare fiind prezentate
la conferinta DSFD-2017 [25].

3.5 Concluzii si posibile extensii

Pe parcursul acestui proiect, au fost puse bazele unei metode pentru con-
struirea modelelor lattice Boltzmann pentru simularea numerica a ecuatiei
Boltzmann realtivista pe spatii curbe folosind campuri tetradice. Totodata,
am considerat si extensia experientei dobandite in contextul relativist la pro-
bleme nerelativiste, punand bazele unei metode de descriere a curgerilor ra-
refiate in geometrii curbe folosind campuri triadice.

Pe viitor, aceste modele pot fi extinse la studiul curgerilor relevante din
punct de vedere astrofizic (de tip acretie pe gaura neagra sau stea neutro-
nica, propagarea jeturilor relativiste emise de stelele neutronice sau explozi-
ile de supernova), cosmologic (simularea evolutiei perturbatiilor din spectrul
radiatiei de fond) sau al evolutiei plasmei quarc-gluon, prin includerea mai
multor specii de particule (fiind necesare statisticile Fermi-Dirac si Bose-
Einstein pentru descrierea quarcurilor, respectiv a gluonilor).

In sectiunile urmitoare urmeazi o scurtd descriere in limbaj tehnic a

rezultatelor obtinute pe parcursul acestui proiect.
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4 Formalismul tetradelor aplicat ecuatiei Bolt-

Z1mann

4.1 Ecuatia Boltzmann in forma conservativa

Ecuatia Boltzmann pe un spatiu curb descris de metrica g, se scrie [45]:

0 - 0
p“a—i - F’Wp“p”a—]f; = J[f], (1)

unde f = f(z*,p') reprezintd functia de distributie a particulor de impuls
p*, J|f] reprezintd termenul de coliziune iar I'*,,, = g"**I'y,, sunt simbolurile

Christoffel [46]:

1
F/\;uz = 5(9)\/1,1/ + 9w, — gw/,)\)- (2)

In spatiul impulsurilor, componenta p° nu este independenta, ci ea este de-

terminata din conditia de fasie de masa:

Gupl'p” = —m>. (3)

Drept urmare, p° poate fi scris ca [45]:

0_ Do — gini
goo ’

b bo = —\/—ngoo - (googij - gmgoj‘)l?ipj- (4)

Pe un spatiu arbitrar, p° este o functie complicatd nu doar de componentele
spatiale p’ ale impulsului, ci si de coordonate prin intermediul metricii.
O simplificare considerabila apare atunci cand se introduce tetrada orto-

gonald ey = €50, definita prin:

G = T (5)

unde 7,5 = diag(—1,1,1,1) este metrica spatiului Minkowski. Definind unu-
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formele w® asociate vectorilor e4 din tetrada prin:

rezulta relatia:

In raport cu campul de tetrade, conditia devine:
45" = —(0°)? + p? = —m?, (8)
unde componentele tetradice p® se calculeaza folosind:
Pt = wiph, 9)
iar componenta po se determina simplu, doar in functie de p = |p|:
P = V% +m?. (10)

Ecuatia Boltzmann ((1)) scrisa in raport cu campul de tetrade devine [31]:

A;faf iAd,é’af

el — — T, — =J 11
Vg~ Py /1, (11)
unde coeficientii de conexiune I'?, 5 = n?'T_, 5 sunt dati prin relatia:
r 1
366 = 5(Caap T Cypa — Capy)- (12)

Coeficientii Cartan c, B‘A’ =ne, 55 se calculeaza folosind relatia [46]:
Cap) = wZ(egﬁyeg - egﬁyeg). (13)

Ecuatia are dezavantajul ca ascunde legile de conservare (V4N% =

0, V5T = 0). Acest dezavantaj se vede si In implementarile numerice
) 5 )
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unde erorile numerice se reflecta in pierderi de masa sau energie, de regula
proportionale cu o putere a pasului de retea, respectiv a pasului de timp.
Pentru remedierea acestui neajuns, ec. poate fi scrisa in forma conser-
vativa [2, [31]:

X 0 9 L i
=0, (V=i ) - e (Pzrggppé’ M) —Jif (1)

unde p7 = p?(pi) reprezinta o parametrizare arbitrara a spatiului impulsurilor
in functie de componentele tetradice pi ale acestuia (un exemplu este parame-
trizarea in coordonate sferice prezentate in sec. Matricea P%; == 0p'/0p’

reprezinta derivatele componentnelor p’ in raport cu p'.

4.2 Termenul de coliziune J[f]

Sa incepem prin a investiga ecuatiile macroscopice care deriva din ecuatia
Boltzmann relativista. Pentru aceasta, se introduc fluxul de particule N* si

tensorul energie impuls 7" ca momente ale functiei de distributie:
p d’p 1 v d’p oV
NE=V=g [ —fpt T =V=g [ = fp (15)

Din definitiile de mai sus rezulta ca N* si T*” au o dependenta de coordo-
nate atat prin f cat si prin termenul —p, de la numitorul integrandului. Din
aceste motive, definirea unei cuadraturi care sa recupereze exact integralele
din ec. este dificila (mai multe detalii despre cuadraturi se gasesc in
sec. . Luand in considerare trecerea de la componentele p* la componen-
tele tetradice p%, ec. devine:

. a3 . - a3 -
e [SRppr e[Sy (16)
p p
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Se vede ca acum integrarea pe spatiul impulsurilor nu mai prezinta o dependenta
intrinseca de coordonate. Aceste ecuatii se preteaza calculului folosind cua-
draturi de tip Gauss, dupa cum vom arata in sec. 4.3

Inmultind ec. cul/ 0, respectiv cu p° / 0 si integrand dupa dp pe

intreg spatiul impulsurilor, se poate arata ca rezulta ecuatiile:
. a3 s a3 .
Vo NO — /—?J[f], VT — / DL 11417 (17)
p° P’
Pentru a asigura conservarea numarului de particule si a tensorului energie-

impuls, este necesar ca integralele din partea dreapta a relatiilor de mai sus
d*p d®p 5
[0 [l o (18)
p p

Astfel, marimile {1, p°} poartd numele de invarianti de coliziune.

sa se anuleze:

Termenul de coliziune J[f] controleaza interactiunile dintre particulele
constituente. In formularea lui Boltzmann, .J[f] ia in calcul doar interactiunile
binare aproximate ca fiind punctuale si instantanee. Ipoteza cea mai impor-
tanta facuta de Boltzmann cu ajutorul careia a reusit sa demonstreze legea
a doua a termodinamicii a fost cea a haosului molecular, conform careia
functiile de distributie ale particulelor care interactioneaza sunt complet ne-
corelate.

In general, calcularea termenului J [f] este foarte dificila. De aceea, este
foarte convenabil ca J[f] sa fie modelat printr-o expresie mai simpla. In
comunitatea lattice Boltzmann, dar si in comunitatea celor care studiaza
teoria cinetica a gazelor, este foarte comuna aproximatia timpului de relaxare.
In regim relativist, doua astfel de aproximatii au devenit uzuale: cea a lui

Marle [47] si cea propusa de Anderson si Witting [48]:

T e = == (F =79, T flaow =72 = 19, (19)
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unde (9 reprezinta distributia care descrie echilibrul termodinamic local:

fled — 7 [exp (_P  Ufeq) +ﬂ<eq>) N 6} | (20)
T(eq)

unde u® este viteza macroscopica a fluidului, 7 este temperatura locala, p
reprezinta potentialul chimic, Z reprezinta numarul de grade de libertate
(Z = 16 in cazul gluonilor), iar € ia valorile 0, 1 si —1 pentru statisticile
Maxwell-Juttner, Fermi-Dirac, respectiv Bose-Einstein.

Termenul de coliziune Marle reprezinta extensia directa a aproximatiei
BGK, propusa de Bhatnaghar, Gross si Krook [49], de la regimul nerelativist
la cel relativist. Asigurarea pastrarii invariantilor de coliziune impune

pentru termenul de coliziune Marle ecuatiile:

L L & &
ET &= ET(eq);d’ N = Nieg) (21)

in timp ce in cazul termenului de coliziune Anderson-Witting avem:
Ndu& - N(O:;q)u&, T&&ua- - T(&eg)u& (22)

In general, se poate ardta ci N, (‘Zq) si T(é‘eg) au intotdeauna forma:

Nie = ety Tie) = Bleaytieq tleq) + PAG), (23)
unde A% = A% (u) = n% + u®u’ reprezintd proiectorul pe hipersuprafata
ortogonala pe vectorul u.

In hidrodinamica relativista, viteza macroscopica u® nu reprezinta o can-
titate univoc definita, ea fiind legata de transferul macroscopic de particule
si deci de energie. Deoarece in relativitatea speciala, masa si energia sunt
corelate, apare o ambiguitate in definirea vitezei macroscopice, care poate
juca un rol similar cu cel al fluxului de cildura ¢%. Cu toate acestea, exista

o diferenta fundamentala intre u® si ¢, si anume u® este intotdeauna un
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vector temporal (u? = —1), in timp ce ¢® este spatial (¢> > 0), acesta fiind
ortogonal pe u:
q-u=qsu® =0. (24)

In general, N% se poate pune sub forma [16, 138]:

N® = npu® + V%, (25)
unde n = —ugy N este densitatea de particule iar fluxul de particule in sis-
temul propriu V¢ este:

V& = A% N°. (26)

Descompunerea lui 7%% in raport cu u® se face unic dupi cum urmeaza:
T% = Eu®u® + (P + @) A% + W% + Wou® 4 7%, (27)

unde presiunea dinamica w, fluxul de energie in sistemul propriu W si de-
viatorul de presiune 7%, impreuna cu V<, reprezinta termeni de neechilibru
care nu se regasesc in forma lui N, (cq) si T(%g). In fine, fluxul de caldura ¢® se

defineste prin [16, [38]:
E+P

n

¢ =we Ve, (28)

In continuare vom discuta despre doua repere. Primul poarta numele
de reperul Eckart, cunoscut si sub numele de reperul particulei [45, 50] 51],

deoarece u? este definitd ca versorul paralel cu N¢:
N% = nou?, (29)

astfel ca fluxul de particule in sistemul propriu este nul: V% = 0. Conform
ec. (28), ¢¢ = W2, unde W2 este in principiu arbitrar, astfel incat obser-
vatorii vor detecta in sistemul propriu al reperului Eckart un flux nenul de
caldura. Comparand ec. si , se vede ca relatia impune ca viteza
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macroscopica u‘(le Q) sa fie egala cu viteza din reperul Eckart:
Uy = U (30)

Mai departe, relatia dintre 7% si T (deq) 4 (21) defineste temperatura de echi-
libru T(eq).

O problema a termenului de coliziune al lui Marle este ca in cazul masei
nule, J[f]mare = 0, ceea ce este nefizic deoarece chiar si particulele fara masa
prezinta interactiuni (un exemplu ar fi cel al gluonilor, care interactioneaza
copios prin intermediul fortei tari). Pentru a rezolva ecuatiile referitoare
la pastrarea invariantilor de coliziune, trebuie sa discutam despre cel de-al
doilea reper: reperul Landau, supranumit si reperul energiei [45, 50l 52]. In
acest caz, viteza macroscopici u¢ se defineste ca fiind vectorul propriu al lui
T%, corespunzator valorii proprii reale si pozitive care va reprezenta energia
Landau Ey:

ng,ucz = —ELU,%. (31)

Din definitia de mai sus rezulta ca fluxul de caldura in sistemul propriu definit

de reperul Landau se anuleaza (W§ = 0), insd fluxul de particule in sistemul

propriu va fi in general nenul, avand expresia: V[ = — ELn"fPL q7. Deoarece,
conform ec. (23)), T, (%Z)U(eq);a = —E(eq)u‘(ﬁ‘eq), rezulta ca pastrarea invariantilor

de coliziune (22) impune ca u® = uf, ) = uf iar neq) = nr si Eeq) = Er.

4.3 Tehnici de cuadratura

Cuadraturile reprezinta metode de evaluare a unor integrale folosind sume ale
unui numar finit de termeni. Pe noi ne intereseaza evaluarea integralelor
pentru obtinerea fluxului de particule si a tensorului energie-impuls. Pentru
aceasta, introducem coordonatele sferice pz € {p, 0, ¢} in spatiul impulsurilor,

dupa cum urmeaza:
pi = psin @ cos p, pé = psin @ sin @, p3 = pcosb, (32)
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in timp ce pé = /p? + m?. Integralele din ec. se pot factoriza in raport
cu coordonatele sferice din spatiul impulsurilor dupa cum urmeaza:

oo 2 1 27
p-dp &
=[] e [ ey
0 P -1 0
[e’s) 2d 1 27 o
S Y (33)
0 P -1 0

unde £ = cosf. Pe partea unghiulara, integrala dupa ¢ se poate recupera

folosind cuadratura propusa de Mysovskih [32, [33], 53]:

2m
/ dp(sin )™ (cos )" Zw sin ;)™ (cos ;)" (34)
0

unde (), reprezinta numarul de puncte de cuadratura distribuite echidistant
in intervalul [0, 27]: ¢; = @o + 27(i — 1)/Q., (o este o constanta arbitrara),

in timp ce ponderile de cuadratura w; sunt:

27
wf = —. 35
0. (35)
Egalitatea din ec. (34)) este exacta cand @), satisface:
Q, > n+m. (36)

Integrarea dupa & se face folosind cuadratura Gauss-Legendre:

/ € gu(€ Zw 6,(6)), (37)

unde g4(§) este un polinom de ordinul s iar Q¢ reprezintad numarul de puncte

de cuadratura alese ca fiind radacinile polinomului legendre Py, (§) de ordinul
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Q). Ponderile de cuadratura se calculeaza folosind formula [54]:

o an-g
ST @t VP &)F (38)

Egalitatea din ec. este exacta daca

2@5 > S. (39)

Pentru efectuarea integralei dupa p, distingem doua cazuri imporante: cel
al particulelor cu masa nula si cel al particulelor cu masa nenula. In primul
caz, p() = p, astfel ca se poate aplica cuadratura Gauss-Laguerre fortand un
factor e7?/70 in integrand (7T} reprezinta o temperatura de referinta utilizata

pentru adimensionalizarea argumentului exponentialei), dupa cum urmeaza:

00 QL
/ dpp® e Mgu(p) =Y wigs(pr), (40)
0 k=1

unde gs(p) este un polinom de ordinul s in p, Q1 este numarul de puncte de
cuadratura alese ca si radacini ale polinomului Legendre de tipul al doilea
si de ordin @y, Lgi (pe/Tp) = 0, in timp ce ponderile de cuadratura se
calculeaza folosind urmatoarea formula [3] 54} [55]:

wk = (Qr +1)(Qr + 2)py,
(Qu+1)LG) (B

, (41)

unde B, = pr/Tp. In cazul al doilea m # 0, amintim studiul [56], in care se

introduce o noua parametrizare:

po = mcosh (, p = msinh(, (42)
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astfel ca integrala se inlocuieste cu:

0o Q¢
/ d¢ emmeosh¢/Tom? (1 — cosh? ¢)g,(cosh ¢) = Z wgs(cosh ). (43)
0 k=1

In acest caz, se construieste o baza de polinoame ortogonale R,((), primele

astfel de polinoame avand expresiile [56]:

RO(C ) =1,
Ks(z
Ri() =cosh ¢ — KlE%;, -
(O = e+ 8z§K§6I[§11 54122‘})(?%{5%@0]_ Dk —akg 0
3Ky 4+ 20K
+ cosh? ¢ — %, (44)
unde zp = m/Ty. Valorile discrete (j reprezinta radacinile polinomului

Rq.(€), in timp ce ponderile de cuadratura se gasesc rezolvand ecuatiile:

Q¢ Kl(Z(]) Q¢
Suim@ =10 Sun@=o
k=1 k=1

unde 1 < n < Q.. Momentan, aplicarea cuadraturii descrise mai sus pentru
curgerile in care masa constituentilor este nenula nu a fost finalizata, de aceea
in continuare vom discuta exclusiv cazul particulelor fara masa, pentru care
au fost deja trimise rezultatele spre publicare.

Compatibilitatea dintre ecuatia Boltzmann (14]) si metodele de cuadra-

tura descrise mai sus se poate verifica facand urmatoarea dezvoltare polino-
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miala a lui f si f9:

f _e—p/To QLzl 1 ng_l 2s+1 |1 [Asso
feo ) T I A @D+ &2 |27\ Al

Qe /2] -1
1 Aé,s,m Bﬁ,s,m .
+% E ((A(eq) ) cos my + (B(eq) ) Slnmgo) , (46)

m=1 £,s,m l,s,m

si Blea)

unde coeficientii de expansiune Ay, si By sm, respectiv Aes " 0 sum

obtin dupa cum urmeaza:

Aésm B ) @) 1 2w f
<A(eq > —/0 dp Ly” (p/Tp) /_1 dé“Ps(é)/o dip cos mep sl |

l,s,m

Besm\ [~ ) ! o . /
<B<eq> ) - [ wiPem) [ ar© [ desinmg ( f(eq)>. (47)

£,s,m

Dupa discretizarea spatiului impulsurilor, (p, 8, ¢) — (px, 8;, ¢;) si coeficientii

At sm Si By sm se obtin folosind metode de cuadratura:

AZsm 2 QE QLP fzk
( eq>) SO LT <gj>cosmwi((gq)),

k=1 j=1 i=1 fljk

Bz QL QE Q‘P (2) fk
(hr) - S S s mmon@ e f2).

$,m k=1 j=1 i=1 ij

Coeficientii de expansiune ai lui £ pot fi in principiu obtinuti anali-
tic, expresia acestora pentru cazul statisticii Maxwell-Jiittner fiind data in

lucrarea [3].
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Figura 1: Profilul densitatii (a) si profilul presiunii (b) la momentum de timp
t = 0.5 1n propagarea undei de soc intr-un mediu fluid cu difusivitate redusa
(limita fluidului ideal). Se pot distinge clar unda de rarefactie, discontinu-
itatea de contact (in cazul densitatii), platoul central (in cazul presiunii) si
frontul de unda. (Graficele sunt reproduse din lucrarea [3]).

5 Curgeri relativiste

In aceasti sectiune vor fi prezentate rezultatele obtinute de grupul nostru
referitoare la aplicarea metodei lattice Boltzmann descrisi in sec. |4} In sub-
sec. 5.1 vom prezenta validarea metodei in contextul propagérii unei unde
de soc plane. In subsec. va fi discutata propagarea undelor de soc cu
simetrie cilindrica si sferica. In subsec. va fi prezentata validarea metodei
considerand problema atenuarii undelor longitudinale. In fine, subsec.
este dedicata prezentarii rezultatelor obtinute in cazul curgerilor pe spatii

curbe.

5.1 Unde de soc plane

In lucrarile [3, 14], echipa noastra a propus familii de modele lattice Bolt-

zmann (LB) pentru studierea curgerilor relativiste ale particulelor fara masa.
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Figura 2: Profilul densitatii (a) si profilul presiunii (b) la momentum de
timp ¢ = 0.5 in propagarea undei de soc intr-un mediu fluid vascos. Se poate
observa efectul vascozitatii de a netezi profilele, aplatizand frontul de unda
si discontinuitatea de contact. (Graficele sunt reproduse din lucrarea [3]).

n
1.00——
KN -— Q‘t’ =6
"y i ——- Q=20
o --- Q=200
Y ballistic

0.75 " —\:\; '

W

-
Ba
0.50 s ]
S
LN
A
—“1_':.
0.25 L
e
(a) N
-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4
z

(a)

P 1.00

0.75

0.50

0.25

0.00

by e Q=6
Y ——- Q=20
\‘1“ --- Q=200
it ballistic
(N
e
\\ !
Ly
3
AN
Y
.
—-Sery
0
i
.__.\t..\.

c e,
© S
-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4

z

Figura 3: Profilele densitatii (a) si presiunii (b) la ¢ = 0.5 in limita balistica.
Se poate vedea ca, deoarece particulele calatoresc fara a se ciocni intre ele,
se formeaza un numar de paliere egal cu ordinul cuadraturii Q). In cazul
cand ()¢ e mare, tranzitia dintre paliere este neteda si rezultatul simularii
reproduce formula analitica. (Graficele sunt reproduse din lucrarea [3]).
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La baza constructiei modelelor stau cuadraturile Gauss-Laguerre si Gauss-
Legendre descrise in subsec. [4.3]

Pentru validarea modelelor astfel introduse, am efectuat simulari ale unui
caz particular a problemei Riemann, denumita problema lui Sod. Configuratia
initiala consta in doua incinte separate printr-o membrana subtire, in cea din
stanga gasindu-se un fluid mai dens decat cel din incinta dreapta. La mo-
mentul initial ¢ = 0, membrana este scoasa iar fluidul din partea stanga
se propaga sub forma unei unde de soc in incinta din dreapta. In aceastd

situatie, ecuatia Boltzmann relativista se simplifica considerabil:

Ouf +€0.f = —LE(1 = BLE)(f — ), (49)

T

unde & = p*/p, B, este viteza Landau, -y, este factorul Lorentz asociat lui

By, iar timpul de relaxare 7 este calculat folosind urmatoarea formula [3]:

72 557 (D [0 ()] 50)

unde raportul (7/$)planck €ste o constanta iar n si T sunt adimensionalizate
in raport cu valorile densitatii si temperaturii din partea stanga a canalului
la momentul initial. Deoarece problema are simetrie azimutala in spatiul
impulsurilor, numarul de puncte de cuadratura dupa directia ¢ este @), = 1.
Mai mult, numarul de puncte de cuadratura pe directia radiala poate fi ales
ca Qr = 2. Astfel, spatiul impulsurilor este discretizat folosind un numar de
Qr X Q¢ X Q, = 2Q¢ vectori.

Pentru a ilustra capabilitatile modelelor noastre, am pregatit trei setui de
grafice extrase din lucrarea [3] care se refera la profilele densitatii si a presiunii
la un moment ulterior elimindrii membranei. In Fig. [l comparam rezultatele
simularilor cu solutia analiticd pentru fluidul ideal (limita n/s — 0). Se
observa ca pe masura ce 1/s tinde spre 0, rezultatele numerice se apropie de
rezultatul analitic obtinut in cazul ideal.

Mai departe, in Fig. , valoarea lui 77/s este suficient de mare pentru ca
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Figura 4: Densitatea (a) si presiunea (b) fluidului in problema Sod pentru
geometriile carteziand, cilindrica si sferica (7 = 107*). Graficele sunt trasate
la t = 0.4, si corespund unui pas de timp 6t = 5 x 1075, obtinute pe o retea
de Z = 1000 noduri. In starea initiala, ny = P, = 1 si ng = 0.125, respectiv
Pr = 0.1, discontinuitatea gasindu-se la z = 0.5.

efectele vascozitatii sa duca la o netezire a profilelor in zona frontului de unda.
Pentru validarea profilelor pe care le-am obtinut, am reprezentat rezultatele
obtinute cu metoda BAMPS (Boltzmann approach to multiparton scattering)
din lucrarea [38]. Se observa o suprapunere exceleta intre cele doua metode.

In Fig.[3|sunt prezentate profilele densitatii si presiunii in limita balistica.
Modelele noastre recupereaza solutia analitica doar la valori suficient de mari
ale ordinului de cuadratura Q¢ (de ordinul ~ 100).

Rezultatele prezentate mai sus au fost diseminate prin lucrarile [3, [14],

prezentarile orale [5, 24], respectiv a posterului [30].

5.2 Unde de soc cilindrice si sferice

In continuare vom considera propagarea undelor de soc pentru care frontul

de unda are simetrie cilindrica sau sferica. In primul caz, este convenabila
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utilizarea sistemului de coordonate cilindrice:
ds* = —dt* + dR* + R*d¢” + dz*, (51)
pentru care utilizam urmatoarea tetrada:

¢y =0k, ep =0, ey =R"'0p, ez =0;,
w0 =dt, wh =dR, w? =R do, w* =dz. (52)

Ecuatia Boltzmann relativista pentru cazul cand curgerea are simetrie

axiala si este omogena de-a lungul axei z ia forma:

O:f + 2sin 6 cos @% - Slgeaso(sm ©f)
__1 < 0 _ sinQCOSQOUR> (f — fe9). (53)

T

In obtinerea formei de mai sus am considerat ca particulele au masa nula si
am aplicat parametrizarea din ec. cu pi = pR, pi = p‘iS si pg = p’. In
aceasta sectiune am considerat intotdeauna 7 = const.

Pentru discretizarea spatiului impulsurilor, este necesar ca termenul con-
tinand derivata dupa ¢ sa fie dezvoltat in serie Fourier in raport cu unghiul

. Sa presupunem o dezvoltare a lui f in raport cu baza (cosmep, sinme):

1

1 o0
f=gza0+ - mZ::l (@m cOSTNP + by SINMEP) (54)
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Figura 5: Profilul densitatii pentru valori diferite ale timpului de relaxare
7 in cazurile cilindric (a), respectiv sferic (b). Graficele sunt trasate la mo-
mentum ¢ = 0.4 iar parametrii simularilor sunt identici cu cei prezentati in

Fig. [

Inmultind relatia de mai sus cu sin ¢ si derivand dupa ¢ se obtine:

1
Oy(sing f) = 5,7 0 €08 o+

% Z{ame + 1) cos(m + 1)¢ — (m — 1) cos(m — 1))

+bpl(m+1)sin(m+ 1)p — (m — 1)sin(m — 1)¢]}. (55)

In urma aplicrii cuadraturii Mysovskikh [53] descrisi in subsec. ec.

devine:

o
Op(sin @ igk = D Pir fir ks (56)
i'=1
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Figura 6: Evolutia temporala a undei de soc cilindrice in regim balistic. Sim-
bolurile reprezinta rezultatele simularilor in timp ce liniile continue reprezinta
solutia analitica.

unde matricea @, ; are urmatoarele elemente:

1 |Qy/2]
Oy p=— Z n cos[ng; — (n — 1)¢!]
Qap n=1

[Qs/2]-1
— Z n coslng; — (n+ 1)gi] . (57)
n=1

In cazul propagarii undei de soc sferice, este convenabila utilizarea siste-

mului de coordonate sferic:

d82 _ —dt2 + dT‘2 + r2d192 + T2 sin d’l92d¢2, (58)
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Figura 7: Evolutia temporala a undei de soc sferice in regim balistic. Simbo-
lurile reprezinta rezultatele simularilor in timp ce liniile continue reprezinta
solutia analitica.

tetrada asociata fiind:

_ _ _9 __ %
€h _ata €r _aT‘a 61? _77 e(lf _m7
w! =dt, w" =dr, w” =rdv, w® =rsinv do. (59)

Parametrizand spatiul impulsurilor conform ec. , unde pi = pﬁ, pé = p?
si pg = p", ecuatia Boltzmann relativista devine:
§ 2 10 2 L7
Of+=0,(r°f) + —==1(1 — :——(u—u"’> — D), 60
unde am presupus cazul particulelor de masa nula si am folosit faptul ca
curgerea este omogena in raport cu unghiurile ¢ si ¥. In aceastd sectiune am
considerat intotdeauna 7 = const.

Termenul continand derivata dupa £ poate fi proiectat pe spatiul poli-
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noamelor Legendre pornind de la urmatoarea dezvoltare a lui f:

F=" 2R R (61)
=0

inmul‘gind relatia de mai sus cu 1 — €2 si derivand in raport cu & rezulta:
0+ 1
o1 - =3 U E, - Fore) (62)

=0

Dupa discretizarea spatiului impulsurilor, 9¢[(1 — £2) f] se poate obtine folo-

sind urmatoarea relatie:

Qe

{01 = ) igw = Y B figr s (63)

j'=1

unde matricea =; ; are urmatoarele elemente:

Qe—1
=0 =w; 3 L) P - Pl 6)
/=0

In Fig. 4| sunt reprezentate profilele densitatii si presiunii pentru cazul
undei de soc carteziene, cilindrice si sferice, la 7 = 107" (corespunzitor
cazului 1n care vascozitatea si conductivitatea termica sunt neglijabile). Se
poate vedea ca intre capatul undei de rarefactie si discontinuitatea de contact,
densitatea si presiunea raman constante in cazul undei plane, in timp ce in
cazurile undelor cilindrica si sferica, acestea cresc, mai abrupt in cazul sferic
decat in cazul cilindric.

In Fig. |5 sunt reprezentate profilele densitatii in cazul cand frontul de
unda are simetrie cilindrica si sferica pentru valori crescatoare ale lui 7. Se
vede cd la 7 = 1072 frontul de und& este considerabil mai neted decat in

cazul 7 = 1074, cand frontul de unda este ascutit.
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Figura 8: (a) Comparatie intre solutia analitica (70| pentru E (linie con-
tinua) si rezultatele obtinute prin simulare (linie intrerupta si simboluri)
pentru cazul cand fy = 1073 si 7 = 0.0083. Sunt evidentiate atenudrile pre-
zise analitic cand coeficientul de vascozitate n este calculat folosind expresia
obtinuta prin metoda Grad , respectiv prin metoda Chapman-Enskog
(69Dbf). (b) Valoarea coeficientului de atenuare oy obtinuta prin fitarea rezul-
tatelor numerice pe solutiile analitice In care aq si o, sunt considerati
parametri liberi. Liniile fara simboluri reprezinta predictia analitica pentru
ag cand 7 este calculat folosind expresia Grad (linie punctata), respectiv cea
corespunzatoare metodei Chapman-Enskog (linie continua). (Graficele sunt
reproduse din lucrarea [1§]).

In fine, in fig. @ si [7] sunt reprezentate evolutiile temporale ale profilului
densitatii in cazul socului cilindric, respectiv sferic, in regim balistic (7 —
00). In acest caz, ecuatia Boltzmann poate fi rezolvata analitic iar rezultatele
numerice (reprezentate prin simboluri) reproduc foarte bine curbele analitice
(reprezentate prin linii continue).

Rezultatele prezentate in aceasta subsectiune sunt inca in stadiu prelimi-

nar, ele fiind deja diseminate prin prezentarile orale [22], 24].
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5.3 Atenuarea undelor longitudinale

O alta aplicatie a modelelor lattice Boltzmann pe baza de cuadraturi este

studiul atenuarii unei unde longitudinale, descrisa prin [I8]:

n(t,z) =ng + on cos kz, P(t,z) = R+ 5P cos kz, B(t,z) = Bsinkz,

(65)
unde k = 27 /L reprezinta numarul de unde, L este lungimea de unda, ng si
Py reprezinta valorile medii ale densitatii si presiunii iar functiile 5\7/7,, 5P si
B depind doar de timp. Considerand ca perturbatiile dn, P si [ sunt mici,

ecuatiile hidrodinamicii relativiste iau forma [18§]:

3,5571 + n()az/ﬁ = O,
30,0P + APyd. B + 0.q = 0,

Pentru a putea rezolva ecuatiile de mai sus, fluxul de caldura q si deviatorul
de presiune II trebuie specificate. In hidrodinamica de ordinul 1, acestea sunt

date prin ecuatiile constitutive [I§]:

B APy (3 4 __4_ q
q= g (P0825P noﬁzc?n), IT= 362 (5+4P0), (67)

unde A si 7 reprezinta coeficientii de conductivitate termica, respectiv de
vascozitate, ale caror valori sunt in principiu arbitrare, fiind definitorii pentru
proprietatile reologice ale fluidului in cauza. Pornind de la ecuatia Boltzmann
in aproximatia Anderson-Witting, se pot obtine relatii intre A si n si timpul

de relaxare 7, dupa cum urmeaza:

n=noPr, A = A\ont, (68)
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unde constantele adimensionale 1y si Ag pot fi obtinute folosind metoda mo-
mentelor a lui Grad sau procedura Chapman-Enskog [45]. Este remarcabil
ca cele doua metode prezic valori diferite ale acestor coeficienti de transport
in limita ultrarelativista (adica a particulelor fara masa) [45]:

Grad method: Mo, =

s )\O,G ==, (69&)

Ol > W N
W > O >

Chapman-Enskog : No,c—E ==, No,c—E =3 (69Db)

Scopul studiului nostru a fost de a identifica prin simulari numerice care
dintre expresiile de mai sus descrie cu adevarat procesul de atenuare al unei
unde longitudinale. Inlocuind ec. in ec. , se pot obtine urmatoarele
solutii analitice [18]:

3 1
é = 0 (cos oot — Qd sin aot> et
II —8P()Oéd/k (6%

—~ k
on = —Me’adt sin a,t,
A
~ 4k P,
OP = —3—0/806_adt sin a,t, (70)
Qo

unde [y = B(t = 0) reprezinta valoarea perturbatiei vitezei la momentul
t =0 [s-a presupus ca on(t = 0) = JP(t = 0) = 0], in timp ce coeficientul de

atenuare ay si frecventa unghiulara a oscilatiilor «, au expresiile [18]:

k*n k 3a2
= — 0y = — - =,
65’ V3 k2

Qg (71)
In timp ce a, ~ k/v/3+O(72) si deci nu variazi mult cu 7 pentru valori mici
ale lui 7, se vede ca valoarea lui ay depinde puternic de formula de calcul a
coeficientului de vascozitate 7.

Rezultatele studiului nostru numeric sunt prezentate in fig. . In partea

din dreapta este evidentiata concordanta dintre rezultatele noastre numerice
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si formula analitica pentru E in cazul atenuarii unei unde care la mo-
mentul initial este perturbata la nivelul vitezei (densitatea si presiunea la
momentum initial fiind constante). In partea din dreapta este reprezentata
valoarea lui oy obtinuta prln fitarea formulelor pe rezultatele numerice
obtinute pentru 6, 5n 5P si II. Pentru comparatie este reprezentata ex-
presia analitica a lui oy din ec. ., in care se inlocuieste valoarea lui n
corespunzatoare celor doua variante de calcul: Grad si Chapman-Enskog.
Pentru valori nu foarte mari ale lui 7, simularile noastre indica clar ca for-
mula obtinuta prin metoda Chapman-Enskog este cea corecta. Pe masura ce
T creste, curgerea intra in regimul rarefiat iar ecuatiile constitutive ale hi-
drodinamicii de ordinul 1 nu mai sunt valide, astfel explicandu-se discrepanta
dintre rezultatele numerice si cele analitice observate pentru 7 > 0.1.
Rezultatele acestea sunt incluse in lucrarea [18] si au fost diseminate la

conferinta DSFD prin prezentarea orala [24].

5.4 Curgeri in relativitatea generala

Studiul propagarii undelor de soc in fluidele relativiste este util pentru intele-
gerea evolutiei plasmei quarc-gluon creata in acceleratoarele de mare putere
[57, 58]. Astfel de curgeri pot fi intelese si prin prisma simetriilor lor. Astfel,
Bjorken [42] a presupus ca la scurt timp dupa ciocnirea a doua nuclee grele,
mediul care ramane in urma produsilor de reactie reprezinta un fluid care
sufera o expansiune longitudinala invarianta la boost-urile Lorentz, in timp
ce pe directiile transversale, el a aproximat fluidul ca fiind omogen. In aceste
conditii, viteza macroscopica are componentele

W=y, uF =Py, (72)
unde 3 = z/t iar vy = (1—£%)"1/2. Studiul proprietitilor acestei curgeri poate
fi facut trecand la coordonatele 7 = /12 — 22 si w = & 5 In 7 t+z = arctanh?,
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raport cu care elementul de linie al spatiului Minkowski devine:
ds® = —d7? + da® + dy* + T dw’. (73)

Metrica de mai sus descrie asa-numitul spatiu Milne. Componentele vitezei

macroscopice se transforma in:
ut =1, u? =0, (74)

astfel incat in spatiul Milne, expansiunea longitudinala apare ca o stare
stationara.
Pentru a studia proprietatile curgerii Bjorken pornind de la spatiul Milne,

am utilizat urmatoarea tetrada:

(.U+ = COShpdT, uji :dx’ wi :dy’ wﬁ =T d777

1
€r :87, (3 :81, €y :ay, €q :—077. (75)
T

Ecuatia Boltzmann (|14)) este:

Loep) - So,07) - Lodett — )1 = L — feo). (7o)

_p-u
D
Pentru a putea discretiza spatiul impulsurilor, termenii care contin derivatele
dupa ¢ si p trebuie proiectati pe spatiul polinoamelor Legendre, respectiv
Laguerre. Pentru proiectia termenului 9¢[¢(1 — &%) f], inmultim ec. cu
£(1 — €?) si derivam in raport cu &. Urmand aceeasi pasi ca cei prezentati in

sec. [b.2), rezulta:

{3[5(18—52%}

ijk

Qs
=D K fuk (77)
i'=1
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unde matricea IC;-D o are urmatoarele elemente:

Qe—1
, s(s+1) 5+ 2
kP, =w; 8221 — &) |5 g (&)

s s+1 s—1
— — P, (&) — —P,(&)| . (78
(25—1 2s+3) (&) 25 — 1 (&)} (1)
Pentru termenul p~29,(fp*), pornim cu urmatoarea dezvoltare a lui f in
raport cu polinoamele Laguerre:
e P/ & 1

— ()
= ;w Ty Ll /), (79)

Inmultind relatia de mai sus cu p3, derivand in raport cu p si impartind

rezultatul la p?, rezulta (dupd discretizarea spatiului impulsurilor):

QL
18(][?3)} L
SIPTE NTKE 80
[p2 =Kt (80)

unde matricea KF,, are urmétoarele elemente:

Qr-1
) 1 (2) @ (= \_ 1@
Kiw = vk 2 g @ €+ 2L, () — (LY B)| . (51)

unde p;, = pr/To $i Dy = pr/To-
Ecuatia poate fi rezolvata analitic in regimul balistic (cand 7 — oo

si termenul de coliziune poate fi neglijat), avand solutia:

f(m5p,€) =

no P T2
212 g2 ]2
87TT§ eXP ( Ty &+ 7'026 > ’ ( )
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Figura 9: Evolutia presiunii P (a) si a deviatorului de presiune IT (b) in raport
cu timpul spatiului Milne 7, adimensionalizat in raport cu timpul initial 7.
Pentru a le ilustra comportamentul asimptotic, P si II sunt inmultite cu
T/To si sunt adimensionalizate In raport cu presiunea la momentul initial
Py. Curbele corespund diferitelor ordine de cuadratura )¢ (linii punctate si
simboluri). Solutiile analitice sunt reprezentate folosind linii continue.
Rezultatele numerice corespunzatoare lui Q)¢ = 40 se suprapun peste curbele
analitice. (Graficele sunt reproduse din lucrarea [3]).

corespunzatoare urmatoarei conditii initiale la 7 = 7:

f(:p,€) = 5o exp (—%) . (83)

0

Densitatea n, presiunea P si deviatorul de presiune II pot fi calculate in-

tegrand ec. (83):

_ 070
=
1 9 —-1/2 2 1/2 2
P =-nyT, (T—Z - 1) arctan (7_2 — 1) 7_02 )
2 70 T) T
3 T 9 —-1/2 2 1/2 2
P+H:_M 7_2_1 arctan 7—2—1 -, (84)
272 1|\ 7 7o 7
70

Rezultatele analitice de mai sus sunt comparate cu rezultatele numerice
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obtinute cu modelele noastre in fig. [ Pe axa verticald sunt reprezentate
expresiile P(7)7/Pyrg si II(7)7/Py1o, fiind evidentiate urméatoarele compor-

tamente asimptotice:
lim — = ——. (85)

Se vede ca la ordine de cuadratura mici, discrepanta dintre rezultatele nume-
rice si cele analitice este semnificativa, in timp ce rezultatele corespunzatoare
ordinului de cuadratura ()¢ = 40 sunt suprapuse peste curbele analitice. Pen-
tru aceste simulari am folosit pasul temporal d7 = 1072 si conditiile initiale
ng = Py = 1 specificate la 7y = 1.

Cazul expansiunii solitonice (o expansiune radiala, cu simetrie sferica) a

fost prima oara propus in lucrarea [43]. Viteza are urmatoarea structura:

o L+ 4t
VILZ+ (r+ L+ (= 17
o 2tr (86)

VI + (r+ 0?02+ (r—1)?]

Studierea acestei curgeri poate fi facuta efectuand o transformare conforma

asupra metricii Minkowski prin impartirea acesteia la Q? = r=2 [59]:

ds?

ds® = == cosh? pdT? + dp? + df* + sin® Odyp?, (87)

unde 7' si p sunt date prin:

1 L2 + ,,,.2 _ t2
hp=—+/[L? t)2][ L2 —t)2 tanl = ————.
(88)
Utilizand urmatoarea tetrada:
Or Oy
°r :Coshp7 ¢ =0p ¢ =0 “% “sing (89)
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Figura 10: Profilele densitatii (a) si temperaturii (b) in raport cu coordonata
radiala p in starea stationara. Rezultatele numerice sunt reprezentate folo-
sind linii intrerupte si simboluri iar rezultatele analitice date de ec. sunt
reprezentate cu linii continue. Curbele corespund diferitelor valori ale lui ng
$1 To.

singura components nenuld a vitezei va fi w! = 1. In acest caz, ecuatia

Boltzmann devine:

. §a(fp’)  ol(1—&)f]
6Tf—|—§8p(fcoshp)—smhp{]¥ p + o€ }

= —COShp(u% —v- U)[f - f(eq)]7 (9())

T

unde parametrizarea spatiului impulsurilor s-a efectuat conform ec. ,
unde pi = pé, pi = p¥ si pg = pP. In urma discretizarii spatiului impul-
surilor, derivata in raport cu £ poate fi inlocuita folosind ec. , in timp ce
pentru derivata in raport cu p poate fi folosita relatia .
Solutia u® = (1,0, 0,0)T corespunde unei stari de echilibru termodinamic
descrisa de f = f9_ unde
Nno To

n = , T = . 91
cosh? p cosh p (91)

Initializand sistemul cu n = ng si 7' = T} si impunand la p = p,, conditia
f = fC9(ny, T) [unde ny, si T3, sunt date de ec. pentru p = py], se poate
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studia relaxarea lui f catre solutia de echilibru. Rezultatele simularilor noas-
tre sunt reprezentate in Fig. [I0| unde se poate vedea ca starea stationara co-
incide cu starea de echilibru termodinamic descrisa de ec. pentru diverse
valori ale lui ng si Tj.

Rezultatele corespunzatoare spatiului Milne discutate mai sus sunt incluse
in lucrarea [3], in timp ce rezultatele corespunzatoare curgerii solitonice au
fost prezentate oral la conferinta DSFD-2017 [25].

5.5 Cuadraturi pe semispatiu pentru curgeri relati-
viste
Sa consideram o curgere intre doi pereti plani paraleli perpendiculari pe axa

z, situati la z = £L/2. Pentru a calcula fluxul de particule incident pe

peretele de la z = L/2, trebuie sa evaluam urmatoarea integrala:
Epy s
Fo= [ 300 1p J . (92)
p 2=L)2

In cazul particulelor firg masi, integrala de mai sus devine:
00 1 2
F,. = / dpr/ d cos 00(pcos ) COSQ/ dgofJ : (93)
0 -1 0 2=L/2

Presupunand ca curgerea este omogena in planul xOy, se poate presupune
ca f nu depinde de ¢, astfel ca integrala dupa ¢ va da automat 27. Integrala
dupa p se face normal (asa cum e prezentat in lucrarea [3]), in timp ce

functia treapta (p cos 6) restrictioneaza intervalul de integrare dupa cos 6 la

B e’} ) 1 J
Fo=on /0 dpp /0 iees| (94)

Se observa ca integrala dupa & acopera doar calota nordica a sferei avand

domeniul [0, 1]:

planul ecuatorial perpendicular pe axa z. Astfel de integrale se pot recupera
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folosind o varianta modificata a cuadraturii Gauss-Legendre prin efectuarea
schimbarii de variabila ¢ = 2 — 1 [55]:

Q¢

[aro-3 [ ar(55)-Suire) o

j=1
unde &; sunt cele ()¢ puncte de cuadratura care se scriu in functie de radacinile
(j ale polinomului Legendre Py, de ordinul Q). astfel:

G +1

§ = 5 (96)

Ponderile de cuadratura se pot obtine utilizand urmatoarea formula:

w — L-¢
T (@t D P Q) o7)

Studiul de fezabilitate de mai sus arata ca construirea cuadraturilor pe

semispatiu pentru curgerile relativiste este realizabila.

6 Sisteme mezoscopice in rotatie rigida

In cadrul acestei sectiuni vor fi prezentate rezultatele noastre referitoare la
analiza mezoscopica a starilor termale aflate in rotatie rigida pe spatii cu
simetrie sferica.

Elementul de linie pe un spatiu cu simetrie sferica este [2:

2 7,2

dr .
ds® = w? | —dt* + =t ﬁ(dHQ + sin® Odp?) | | (98)
unde u, v si w depind doar de coordonata r. Campul de viteze al unui fluid

in rotatie aflat in echilibru termodinamic este:

ub = wzr) (1,0,0,0)7, (99)

41



Figura 11: Structura orizonturilor de rotatie in spatiul Reissner-Nordstrom
pentru raportul Q = Q/M avand valorile (a) @ = 0 si (b) @ = 0.5. Pe
axa verticala e reprezentat raportul z = z/2M (distanta de-a lungul z in
unitati 2M), in timp ce pe axa orizontala avem distanta p = rsin€/2M
masurata perpendicular pe axa de rotatie. Contururile reprezinta orizonturile
de rotatie. (Graficele sunt reproduse din lucrarea [2]).

unde factorul Lorentz ~ este dat prin:

V= (100)

unde p = rsinf.

6.1 Orizonturi de rotatie

Sa ne imaginam un fluid in rotatie rigida fata de axa z, astfel ca viteza elemen-
tului de fluidul creste liniar cu distanta p fata de axa z. La o distanta suficient
de mare, viteza fluidului se apropie de viteza luminii, iar factorul Lorentz

(100) tinde spre infinit. Locul geometric al punctelor unde v — oo datorita
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Figura 12: Comparatia intre coeficientii de (a) conductivitate termica A si (b)
vascozitate dilatationala 7 obtinuti in cadrul modelelor Marle si Anderson-
Witting. Se observa ca curbele corespunzatoare lui  (b) sunt suprapuse
cand se foloseste relatia (101]). (Graficele sunt reproduse din lucrarea [2]).

rotatiei poarta numele de orizont de rotatie. In figura [11] sunt reprezentate
cateva orizonturi de rotatie pentru felurite valori ale vitezei unghiulare a

rotatiei €, pentru cazurile metricii Schwarzschild (a) si Reissner-Nordtrém

(b).

6.2 Coeficientii de transport

Fluidele relativiste, la fel ca cele nerelativiste, prezinta fenomene disipative

caracterizate prin urmatorii coeficienti de transport:

e Coeficientul de vascozitate volumetrica n (dilatationala);
e Coeficientul de vascozitate dinamica u;

e Coeficientul de conductivitate termica .

Caracteristicile acestor coeficienti depind de fluidul studiat. In ecuatia Bolt-
zmann relativista, proprietatile mediului fluid sunt influentate de catre ter-
menul de coliziune, care descrie interactiunea dintre constituentii acestuia.
In mod uzual, sunt folosite doua modele pentru simplificarea termenului de
coliziune, si anume modelul Marle si modelul Anderson-Witting. In lucra-

rea [I5], am facut o comparatie a proprietatilor coeficientilor de transport
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in aceste doua modele pentru curgeri pe spatii-timp arbitrare. Doua re-
zultate remarcabile merita amintite: in primul rand, coeficientul redus de
conductivitate termici A = oA (unde o este sectiunea eficace de imprastiere)
tinde spre 4/3 in limia ultrarelativista a modelului Anderson-Witting, in
timp ce in modelul Marle, X tinde la infinit. Al doilea rezultat remarcabil
este ca 7 = on/m (unde m este masa particulelor constituente) in modelul
Anderson-Witting este cu o foarte buna aproximatie legat de 1 in modelul

Marle prin urmatoarea transformare de similaritate:

77A—W (C/CmaX;A—W) ~ ﬁM (C/CmaX;M) '

Ta-w(Cmaca—w) T (Cnaxiv) (101)

Aceste rezultate sunt ilustrate in Fig. [[2] mai multe detalii fiind date in

lucrarea [15].

6.3 Rotatia rigida pe Minkowski

Sa consideram acum un fluid in rotatie rigida pe spatiul Minkowski. Starile
de echilibrul termodinamic global ale fermionilor (F-D) si bozonilor (B-E)

fara masa sunt caracterizate de urméatoarele densitati de energie [I}, 2], [16]:

771_274 7.[.2,}/4

Brp=—" . Epp=-—"1
F-D 605&7 B—E 30ﬁ§>

(102)

unde [, reprezinta inversul temperaturii pe axa de rotatie iar v este factorul

Lorentz corespunzitor vitezei v = u?/ u0 aferente rotatiei rigide:
u = y(0, +Q0,), v = pfl, (103)

unde ) reprezinta frecventa unghiulara a rotatiei, p reprezinta distanta de
la axa de rotatie la punctul de observatie iar ¢ reprezinta unghiul in planul
perpendicular pe axa de rotatie. Rezultatele din ec. (102]) sunt obtinute por-

nind de la ecuatia Boltzmann in cazul cand potentialul chimic este neglijabil.
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Figura 13: (a) Comparatie intre densitatea de energie obtinuta din teoria

cinetica Fyx_p si cea cuantica Eg corespunzatoare reperului f3;
(b) Comparatie intre energiile cuantice Ey, si Bg obtinute in re-
perele Landau, respectiv 3; (¢) Comparatie intre viteza Landau v, = pu¥ /ul
si cea corespuzatoare rotatiei rigide (p€2); (d) Diferenta relativa 1 — pQ /vy,
intre vy, si pQ. (Graficele sunt reproduse din lucrarea [16]).

Prezenta orizontului de rotatie se remarca prin factorul % de la numaratorul
expresiilor din ec. , acesta fiind situat la distanta p = Q! fatd de axa
de rotatie.

O analiza similara poate fi facuta folosind teoria cuantica de camp. De-
oarece formalismul teoriei cuantice de camp permite accesul doar la valoarea
medie la temperatura finita a tensorului energie-impuls, viteza macroscopica
nu poate fi definita decat in raport cu reperul Landau. Cu toate acestea, se

poate utiliza un alt reper, numit reperul [, in care viteza este cea definita de

ec. (03).
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In cazul statisticii Bose-Einstein, teoria cuantici de camp prezice ca sta-
rea de echilibru termodinamic nu poate fi atinsa datorita excitarii infinite
ale unor moduri avand energie nula in sistemul propriu al observatorului in
rotatie rigida, in timp ce contributia fiecarui mod de acest tip la densitatea
de energie este finita [60, 61]. Confinarea acestui sistem in interiorul unui ci-
lindru de raza R < Q7! elimind (prin cuantificarea componentei transversale
a impulsului) aceste moduri, astfel permitand echilibrului termodinamic sa
fie atins [106], [61].

In ceea ce priveste starea de rotatie rigida a campului Dirac, aceasta se
poate caracteriza analitic folosind teoria cuantica de camp [60], energia Ejg
si fluxul de energie in sistemul propriu Wy avand in reperul S urmatoarele

expresii:

B 77'('2’74 02

Eg=—_ 4~0 — A2 104
9377 )

Wy =225 (p"Q0; + 9,,). (104b)
1832

Primul termen din ec. coincide cu densitatea de energie Fp_p
obtinuta in contextul teoriei cinetice, in timp ce al doilea termen reprezinta o
corectie cuantica care devine dominanta in vecinatatea orizontului de rotatie.
Figura (a) ilustreaza aceasta proprietate si se poate vedea ca corectia de-
vine mai importanta pe masura ce valorile lui €2 si 3 cresc.

Starea termica a fermionilor in rotatie rigida poate fi caracterizata de

asemenea in reperul Landau [16]:

E 4F?
E, == 4= w2, (105)
3 9
3EL+ E3 3Wy
A e R R e Ea 106
YL 2@E@——E¢)<%T+3Eh—%ﬁk (106)

Raportul Ep/Ej intre energia Landau si energia corespunzatoare reperului
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[ scade de la 1 pe axa de rotatie pana la % + \/Lg in vecinatatea orizontului
de rotatie, unde Wy — %Eg. Pentru pQ) < 1 fixat, £, se apropie de Ejg pe
masurd ce  si § scad, dupd cum se vede din fig. [13(b).

Viteza Landau vy, = pu?/u) > pQ este comparatd cu viteza reperului
o] in fig. [13c). Diferenta 1 — pQ/v;, descreste la 0 cétre orizontul de

rotatie, in timp ce valoarea acesteia la origine creste monoton cu [yf).

6.4 Stari termale pe anti-de Sitter

Elementul de linie pe spatiul anti-de Sitter (adS) este

sin wr

2

—dt* + dr’® + ( ) (d6? +sin29dg02)] , (107
unde w este inversul razei de curburd, z* = {z,y, 2} iar {r,0, p} reprezinta
coordonatele sferice in notatie uzuala, cu r = \/m . Varietatea co-
respunzatoare spatiului adS este periodica in coordonata t, ceea ce duce la
curbe temporale inchise. Pentru evitarea acestor efecte nefizice, consideram
intervalul coordonatei temporale ca fiind ¢ € (—o0,00), spatiul rezultant
purtand denumirea de spatiu de acoperire al spatiului adS. Coordonata ra-
diala ia valori intre r = 0 si r = 7/2w, la capatul superior situandu-se
frontiera spatiului adS. Scalarul Ricci aferent metricii este R = —12uw°.

Pentru analiza starilor termale pe spatiul adS, utilizam urmatoarea te-

trada in etalonarea carteziana [17), 62]:

i i
ey = coswr O, e; = Coswr [ il (5ij — ﬁ) + ﬁ} 0;, (108)

sin wr r? 2
; dt ; 1 [sinwr rlad xiad :
wo = s w' = |: (51 - —2) + D) :| dz’ . (109)
Cos wr coswr | wr r r
Starea stationara u® = (1,0,0,0)7 reprezinta o stare de echilibru termo-

dinamic global. In cazul fermionilor, aceasta stare este caracterizata prin

47



wr=0, k=0

EJE_1(B)
1.0/e;
-,
R ---- O[(Bw)]
0.8 ’I \ R o[(pw)4]
i R =0
] » max
0.6 " ‘?\ —— nmax=5
I --~‘-;\ . Numerical
0.4f | RN
g LYy
I g RN
0.2 | Vo,
2| \
] \ \“*
1 L 3 wp
2 4 6 8 10

Figura 14:  Efectul corectiilor cuantice asupra densitatii de energie Eg.
Punctele albastre reprezinta Ej evaluata numeric pornind de la ec. (112b)),

impartitd la E_y(8) (112a), totul evaluat in origine wr = 0 si reprezentat
in functie de Sw pentru particule Fermi-Dirac fara masa k = 0. Pornind

de la ec. (113)), am reprezentat aproximatiile corespunzatoare primului ordin
O([Bw]?) (lina punctata albastrd), respectiv ordinului O([Sw]*) (linia punc-
tata rosie), corespunzatoare temperaturilor mari. Curbele verde si roz sunt

obtinute folosind dezvoltarea asimptotica (114)) corespunzatoare temperatu-
rilor mici, in care s-au retinut primul termen (n = 0), respectiv termenii pana

la n =5.
densitatea de energie E_(f) si presiunea P_i(3) de mai jos [17]:
~ ~ 2m3 cos wr = (—1)7 mj B3
E_1(8) —3P_1(B) = — 23 ; ; K, (COSW : (110a)
5 2m 2y~ (21 (miB
Falf) =~ T2 5 (coseer) j=1 J? = coswr )’ (110b)

unde am presupus ca potentialul chimic este neglijabil.
Aceleasi marimi pot fi obtinute in contextul teoriei cuantice de camp,
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pornind de la ecuatia Dirac [I7]. Se obtin urmatoarele expresii:

20T (3 + k) (cos wr)+?k & . cosh %8
Eg+ P = — 32414k D (L 4 k) U5 h wj,824+2k
T 3 = (sinh 47)
cos® wr
X oF) k73+k;1+2k;—m] ) (111a)
2
wiT(2 + k) (cos wr)i+2k & ; cosh wip
Fo=- mIR4HRT (L 4 k) U G 2
3 e (sinh “4%)
cos? wr
X o) k,2+k;1+2k’;——sinh2%] , (111b)
2

unde k = m/w.

In limita masei nule, E,l(g) si Eg se reduc la urmatoarele expresii:

(B) = (coswr)! (112a)
1 60/84 r 7
3wt £ . cosh %

Deoarece E_1(f3) si Eg depind de coordonate doar prin factorul (coswr)?,
este suficienta analiza acestora in origine. Considerand ca produsul fw este
mic (corespunzator temperaturilor mari si valorilor mici ale lui w), Eg poate
fi dezvoltat dupa cum urmeaza:

T2 58%w? 17w

EZW(COSW)4 L T g 00D (113)

Primul termen din dezvoltarea de mai sus coincide cu expresia obtinuta fo-
losind teoria cinetica a gazelor ([112a}), in timp ce termenii de ordin superior

reprezinta corectii cuantice care dispar in limita Sw — 0. Pentru valori mari
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ale produsului fw (temperaturi mici), se obtine urmatoarea dezvoltare:

o _ 6w (coswr)* i J— (1 N 13n  3n? n3) 1+ 398

T 1 ol o T2 T3 TG
(114)

In fig. este reprezentata dependenta raportului Eg/ E_l(g) de produsul

wp. Se vede ca la temperaturi mari (w3 — 0), efectele cuantice sunt neglija-

n=0

bile, in timp ce pe masura ce temperatura scade, densitatea de energie devine
din ce in ce mai mica in raport cu predictia clasica (necuantica). Validitatea
dezvoltarilor si este de asemenea evidentiata.

Cazul particulelor cu masa este discutat in lucrarea [17], iar rezultatele

de mai sus au fost diseminate prin prezentarea orala [23)].

7 Curgeri nerelativiste prin geometrii curbe

Varianta nerelativista a ecuatiei Boltzmann este:

of ' Of | 0f 1

— —Z(f — flea)
ot Tmaw T T T U, (115)

unde F reprezinta suma fortelor externe care actioneaza asupra constituentilor
iar termenul de coliziune a fost scris in aproximatia BGK [49].

In cazul curgerii prin domenii ai caror pereti sunt curbi, este de dorit
ca sistemul de coordonate sa fie astfel adaptat incat descrierea frontierei sa
fie facila (in cazul unei frontiere cilindrice, coordonatele cilindrice permit
specificarea frontierei in forma R = Ry). Pentru aceasta, ecuatia Boltzmann
trebuie rescrisa in functie de coordonate curbilinii xz, in raport cu care

elementul de linie devine:
ds* = §;;dr'dr? = do* + dy® + d2* = g;]vdazzdxj, (116)

unde 955 reprezinta componentele tensorului metric corespunzator coordona-
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telor curbilinii z°. Echivalentul formei conservative a ecuatiei Boltzmannn

relativista este [19]:

0 L 0 (W iR\ 0 [(pa_Lpa se) 7] = _L7_ e
at+ < e&f)+ap@ |:(F mF bépbp)f:| - T(f f )7 (117)

oxt \'m

unde e; = e;0; reprezinta un camp triadic care satisface:

g;veéeg =0, (118)

in timp ce
F=1va (119)

In continuare vom discuta trei aplicatii ale formalismului descris mai sus:
curgerea Couette circulard intre cilindrii coaxiali aflati in rotatie (sec. [7.1)),
transferul termic in diferite configuratii (sec. , respectiv curgerea intr-o
cavitate de tip cilindric cu capac glisant (sec. .

7.1 Curgerea Couette circulara
Elementul de linie (116]) in coordonate cilindrice se scrie:

ds* = dR* + R*dp* + dz*. (120)
Acest sistem admite urmatorul camp triadic:

-1
GR:aR, 6¢,ZR &p, €z :@z,

wh = dR, w? = Rdy, w® =dz. (121)

In raport cu acest sistem, se pot defini impulsurile corespunzatoare compo-
nentelor radiald p, azimutala p? si verticald p®. Presupunand ca curgerea

este omogena de-a lungul coordonatelor 2 si ¢, ecuatia Boltzmann in forma
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Figura 15: Geometria curgerii Couette circulara.

conservativa se reduce la:
R . @ ~ o~

o+ it | e O (- ). (22)
unde fv: fRsi f(eq) = flaR,

Curgerea Couette intre doi cilindri coaxiali reprezinta un test de referinta
pentru modelele dezvoltate pentru geometrii curbe. In cazul ecuatiei Bolt-
zmann, ne intereseaza in primul rand capabilitatea modelelor de a captura
efectele de rarefactie care apar la valori mari ale numarului lui Knudsen (Kn),
reprezentand raportul dintre drumul liber mijlociu ai constituentilor gazului
si dimensiunea caracteristica a canalului si fiind proportional cu timpul de
relaxare 7. In acest sens, am considerat comparatia rezultatelor obtinute
folosind modelele noastre cu cele obtinute cu modelele cu viteze discrete
(Discrete Velocity Models, DVM), raportate anterior in lucrarea [39].

In regimul hidrodinamic am validat rezultatele noastre prin comparatie
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Figura 16: Profilele vitezei (a) si temperaturii (b) in regim hidrodinamic
(1 = Kn/nT, unde Kn = 107?). Rezultatele numerice sunt reprezentate prin
linii colorate si puncte, in timp ce curbele analitice (123a]) si (123b]) sunt
reprezentate prin linii negre. Viteza unghiulara a cilindrului interior este
i, = 0.5 (cilindrul exterior este stationar). Curbele corespund diferitelor
valori ale parametrului 5 = Rj,/Rou, reprezentand raportul dintre razele
cilindrilor interior si exterior. (Graficele sunt reproduse din lucrarea [19]).
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Figura 17: Profilele vitezei (a) si temperaturii (b) in regim balistic (7 — o).
Rezultatele numerice sunt reprezentate prin linii colorate si puncte, in timp
ce curbele analitice (124a)) si (124D) sunt reprezentate prin linii negre. In
(a) este reprezentatd si solutia analiticd aproximativd pentru u® obtinuta de
Willis [63]. Curbele corespund diferitelor valori ale lui €y, (cilindrul exterior
este stationar). Parametrul § = Rj,/R.y are valoarea 0.5. (Graficele sunt
reproduse din lucrarea [19]).
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Figura 18: Profilele vitezei (a) si temperaturii (b) in regimul de tranzitie
(r = Boy/n/8, Kn € {0.02,0.1,1,10}). Rezultatele obtinute folosind mo-
delele noastre sunt reprezentate cu linii negre continue, in timp ce punctele
reprezinta rezultatele culese din lucrarea [39]. In aceste simuldri am folosit
O =1/ v/2 (cilindrul exterior este stationar), iar parametrul 8 = Ri,/Rout
are valoarea 0.5. (Graficele sunt reproduse din lucrarea [19]).

cu urmatoarele solutii analitice [19]:

p - Qm Qin‘RiQn
ufhdro - 1 R1712 - R(:th B RRgut - Ri2n7 (123a>
w0 [R2-R? In(B/R)
Tridro =Tw + — = - s 123b
o T AR R {R;f — Rop In(Row/Rin) (1230)

unde T, reprezinta temperatura cilindrilor iar €2, reprezinta viteza unghiu-
lara a cilindrului interior (cilindrul exterior este in repaus). In regimul balis-

tice, solutiile pentru u® si T sunt [19]:

D aniHR —R2 . Rin Rin / Rlzn \/E ~ ~
uial :We m{ arcsin ? - R 1-— ﬁ + EUO(R) + 2[1(R>]},

(124a)

Rin m
a [Qmax - cOS Oppax + %_(Io + 2[1)1 ,

m, neTwR? 7
Tra =T — — (u?)? + 22— f
bal s e

(124b)
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unde 0O, = arcsin(R;,/R) iar notatia I, se refera la urmatoarele integrale:

I

Rin n
Jn(é):/o S e erfC. (125)

\/1—C2/R?

In fig. , si [L8 am reprezentat profilele vitezei (a) si temperaturii (b)
intre cei doi cilindri pentru regimurile hidrodinamic, balistic, respectiv de
tranzitie. In toate regimurile, modelele noastre reproduc cu mare acuratete
rezultatele de referinta.

Elementul cheie care a dus la buna concordanta intre rezultatele noastre
si cele de referinta in special in regimul rarefiat (valori mari ale lui Kn) a fost
utilizarea cuadraturii Gauss-Hermite pe semi-spatiu introdusa in lucrarea
[64]. Mai multe detalii referitoare la rezultatele noastre obtinute pentru cur-
gerea Couette circulara se pot gasi in articolul [19], acestea fiind diseminate

prin prezentarile orale [21, 26], 27].

7.2 'Transferul termic pentru diferite geometrii

Problema transferului termic in regim de rarefactie este una fundamentala,
avand implicatii in construirea si optimizarea canalelor de racire a compo-
nentelor microelectronice. Am studiat aceasta problema in trei geometrii
diferite: intre pereti plan-paraleli (cazul cartezian), intre cilindri coaxiali
(cazul cilindric) si intre sfere concentrice (cazul sferic). Geometriile aferente
acestor probleme sunt reprezentate schematic in fig. [I9}

Pentru geometria carteziana am considerat axa z perpendiculara pe placile
paralele, curgerea fiind omogena dupa directiile x si y, ecuatia Boltzmann fi-
ind data de relatia (115) cu F* = 0. In cazul cilindric, am utilizat triada

(121), ecuatia Boltzmann fiind dati de relatia (122). In cazul sferic, elemen-
tul de linie (116)) se scrie:

ds® = dr® + r*(dv? + sin® ¥d¢?), (126)
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Figura 19: Geometriile corespunzatoare transferului termic intre placi plan
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Figura 20: Profilele densitatii (a) si temperaturii (b) in cazul transferului
termic intre placi plan-paralele aflate la temperaturile 77 = 1 si 7, = 1.01.
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Rezultatele de referinta sunt preluate din lucrarea [40].
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Figura 21: Profilele densitatii (a) si temperaturii (b) in cazul transferului ter-
mic intre cilindri coaxiali aflati la temperaturile 77 = 2 si T, = 1. Rezultatele
de referinta sunt preluate din lucrarea [41].
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Figura 22: Profilele densitatii (a) si temperaturii (b) in cazul transferului
termic intre sfere concentrice aflate la temperaturile 7} = 2 si T, = 1. Re-
zultatele de referinta sunt preluate din lucrarea [41].
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o triada convenabila fiind:

Tfl

sin 198(1)‘

e =0,  eg=1"10y,  e5= (127)

Ecuatia Boltzmann in forma conservativa (117 devine:

o mor  mr

o A A s s .
or vor, 1 [((pe)zﬂp“”)?) g;; —p' <a(£; ) +ag;%)>]

= L(F- 7). (28)

unde am considerat curgerea omogena dupa unghiurile 9 si ¢ iar f: fr?sind
si f(eQ) = fDr2gin . Deoarece lucram in planul ecuatorial, ¥ = 7/2.

In cazul plicilor plan-paralele, am comparat rezultatele obtinute cu mo-
delele noastre bazate pe cuadraturi Gauss-Hermite pe semi-spatiu cu cele
obtinute anterior in lucrarea [40]. In fig. [20/se poate vedea buna concordanti
intre rezultatele noastre si cele de referinta.

In cazul cilindrilor coaxiali, fig. [21|ilustreaza validarea rezultatelor noastre
in raport cu rezultatele prezentate in lucrarea [41]. Cazul sferelor concentrice
este de asemenea validat folosind rezultatele din lucrarea [41], comparatia cu
rezultatele noastre fiind ilustrata in fig. 22

De asemenea, am validat rezultatele noastre considerand solutiile anali-
tice corespunzatoare regimurilor hidrodinamic si balistic, aceste validari fiind

raportate in prezentarile orale [211, 29].

7.3 Cavitatea de tip element cilindric cu capac glisant

Problema cavitatii cu capac glisant constituie unul dintre testele de validare
de baza pentru schemele numerice folosite in simulari hidrodinamice. Majo-
ritatea studiilor de acest tip sunt facute pe cavitati dreptunghiulare, avand
peretii plani. Un neajuns al acestei abordari este dificultatea producerii starii

stationare corespunzatoare valorilor mari ale vitezei capacului glisant in labo-

58



Figura 23: Liniile de curent pentru cazul cand Ay = 90° iar Qfl = 1. Razele
cilindrilor sunt Ry, = 1, Roy = 2, iar cilindrul exterior este in repaus. Timpul
de relaxare este 7 = 0.001 (a) si 7 = 0.1 (b).

Figura 24: Liniile de curent pentru cazul cand Ay = 180° iar Qfl = 1.
Razele cilindrilor sunt R;, = 1, R, = 2, iar cilindrul exterior este in repaus.
Timpul de relaxare este 7 = 0.001 (a) si 7 = 0.1 (b).
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Figura 25: Liniile de curent pentru cazul cand Ap = 270° iar Q?; =1
Razele cilindrilor sunt R;, = 1, Ry = 2, iar cilindrul exterior este in repaus.
Timpul de relaxare este 7 = 0.001 (a) si 7 = 0.1 (b).

rator. In cazul propus de noi, cavitatea este marginita de doi cilindri coaxiali
de raze R; si Ry, respectiv de doi pereti radiali corespunzand unei deschideri
azimutale Ay. Capacul glisant este cilindrul interior, care se roteste in jurul
axei proprii cu viteza unghiulara €2;,. Astfel de experimente pot fi realizate
cu usurinta in laborator, chiar si pentru valori mari ale lui €2;;,.

Pentru simularea acestei probleme, am considerat ecuatia Boltzmann in
coordonate cilindrice , la care am adaugat termenul de advectie cores-
punzator directiei ¢ (in cazul cavitatii cu capac glisant, curgerea nu mai este
omogena dupa aceasta directie):

= pRof pPof 1| L, 0f  R0(fp) 1=

—an T st 5 |P) % - — ——[f — flea)
O+ wRoR T mRas T mR | P g P o —[f = 7.

(129)
Pentru aceasta problema am considerat studiul structurii vartejurilor care

apar in interiorul cavitatii in raport cu unghiul de deschidere Ay si cu timpul
de relaxare 7 = Kn = const. Figurile 23] [24] si [25] ilustreaza liniile de curent
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corespunzatoare valorilor Ay = 90°, 180°, respectiv 270°, pentru 7 = 1073

(regim hidrodinamic) si 7 = 0.1 (regim usor rarefiat). Se observa ca la

7 = 1073 numarul de virtejuri creste pe masura ce creste Ay, in timp ce

pentru un Ay constant, numarul de vartejuri se reduce la 1 cand 7 = 0.1.

Aceste rezultate sunt in concordanta cu observatii similare facute in cazul

cavitatii carteziene [65)]. In toate cazurile, cilindrul interior gliseaza cu viteza

Qi = 1.

Rezultatele de mai sus au fost diseminate prin prezentarea orala [27].
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