
Raport s,tiint, ific sintetic

privind implementarea proiectului PN-III-P1-1.1-PD-2016-1423, intitulat

Corect, ii cuantice ı̂n sisteme mezoscopice

ı̂n perioada mai 2018–iunie 2020

Etapele de implementare a proiectului

Etapa 1

Rezultate livrate pe etapa:

- Un articol ISI;

- O prezentare la o conferint, ă internat,ională.

Data raportare:

07/12/2018

Buget etapă (lei):

83.295,00

Obiectiv

O1

Denumire Obiectiv:

Corect,ii cuantice pe spat,iul Minkowski ı̂n prezent,a frontierelor

Activitate

A1.1

Denumire Activitate:

A1.1. Analiza hidrodinamică a tensorului energie-impuls (TEI) corespunzător

câmpului Klein-Gordon cuantificat ı̂n prezent,a frontierelor

Activitate

A1.2

Denumire Activitate:

A1.2. Analiza hidrodinamică a TEI corespunzător câmpului Dirac cuantificat ı̂n

prezent,a frontierelor

Etapa 2

Rezultate livrate pe etapa:

- Un articol ISI;

- O prezentare la o conferint, ă internat,ională.

Data raportare:

06/12/2019

Buget etapă (lei):

124.943,00 lei

Obiectiv

O2

Denumire Obiectiv:

Corect,ii cuantice pe spat,ii curbe

Activitate

A2.1

Denumire Activitate:

A2.1. Analiză comparativă a TEI obt,inut folosind teoria cuantică de câmp s,i teoria

cinetică a gazelor pe spat,iul anti-de Sitter.

Activitate

A2.2

Denumire Activitate:

A2.2. Analiză comparativă a TEI obt,inut folosind teoria cuantică de câmp s,i teoria

cinetică a gazelor pe Universul Static al lui Einstein (ESU).

Obiectiv

O3

Denumire Obiectiv:

Teoria cinetică pe spat,iul Minkowski ı̂n prezent,a frontierelor (2019)

Activitate

A3.1

Denumire Activitate:

A3.1. Model lattice Boltzmann pentru curgeri ı̂n interiorul unui cilindru.

Etapa 3
Rezultate livrate pe etapa:

- Un articol ISI.
Data raportare:

30/06/2020

Buget etapă (lei):

41.647,00 lei

Obiectiv

O3

Denumire Obiectiv:

Teoria cinetică pe spat,iul Minkowski ı̂n prezent,a frontierelor (2020)

Activitate

A3.1

Denumire Activitate:

A3.2. Analiza cinetică a gazelor Bose-Einstein ı̂n prezent,a frontierelor.

Activitate

A3.2

Denumire Activitate:

A3.3. Analiza cinetică a gazelor Fermi-Dirac ı̂n prezent,a frontierelor.
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1 Verificarea stadiului livrabilelor

1.1 În cadrul primei etape:

• Un articol ISI Proceedings Paper publicat [1];

• O prezentare orală la o conferint, ă internat, ională [2].

1.2 În cadrul etapei a doua:

• Un articol ISI publicat [3];

• Un articol ISI ı̂n evaluare [8];

• Un articol ISI Proceedings Paper publicat [10];

• Un articol ISI Proceedings Paper ı̂n evaluare [4];

• Două prezentări orale la conferint,e internat, ionale [5, 6];

• Un capitol de carte ı̂n evaluare [7].

1.3 În cadrul etapei a treia:

• Un articol ISI ı̂n evaluare [9].

• O prezentare orală la o conferint, ă internat, ională [11].
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Etapa Angajat Realizat Grad de

ı̂ndeplinire

Etapa 1 O lucrare ISI;

O prezentare

la o conferint, ă

internat, ională

O lucrare ISI Article; Proceedings

Paper [1]; O prezentare orală la o

conferint, ă internat, ională [2].

Rezultat

livrat.

Etapa 2 O lucrare ISI;

O prezentare

la o conferint, ă

internat, ională

O lucrare ISI publicată [3]; O lu-

crare ISI ı̂n evaluare [8]; O lucrare

ISI Proceedings publicată [10]; O

lucrare ISI Proceedings ı̂n evalu-

are [4]; Un capitol de carte ı̂n

evaluare [7]; O prezentare orală

[6] s, i un poster [5] la conferint,e

internat, ionale.

Rezultat

livrat.

Etapa 3 O lucrare ISI O lucrare ISI ı̂n evaluare [9];

Un poster la o conferint, ă

internat, ională [11]

Rezultat

ı̂n curs de

livrare

Toate etapele 3 lucrări ISI;

2 prezentări

la conferint,e

internat, ionale

O lucrare ISI publicată [3]; Două

lucrări ISI ı̂n evaluare [8, 9]; Două

lucrări ISI Article; Proceedings

Paper publicate [1, 10]; O lucrare

ISI Article; Proceedings paper ı̂n

evaluare [4]; Un capitol de carte

ı̂n evaluare [7]; Două prezentări

orale [2, 6] s, i două postere [5, 11]

la conferint,e internat, ionale.

Rezultat

ı̂n curs de

livrare
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Raport de activitate

În cadrul experimentelor de ciocnire a ionilor grei ultrarelativis,ti, o parte a energiei disponi-

bile ı̂n centrul de masă al ciocnirii este eliberată prin crearea de materie sub forma perechi-

lor particulă-antiparticulă. În timp ce majoritatea constituent, ilor nucleelor care se ciocnesc

ı̂s, i continuă deplasarea pe direct, ia ı̂nainte, ı̂n urma acestora rămâne un mediu extrem de

dens s, i de fierbinte, a cărui temperatură init, ială e aproximativ ı̂ntre 300–600 MeV (3, 48–

6, 96 × 1012 K) [12]. Printre particulele care alcătuiesc acest mediu se numără s, i quarcurile

up (u) s, i down (d). Aceste particule reprezintă constituent, ii elementari ai protonilor (uud)

s, i neutronilor (udd), fiind la temperaturi normale confinat, i ı̂n stări hadronice caracterizate

prin neutralitatea de culoare. În teoria cromodinamicii cuantice, zidurile acestor veritabile

“̂ınchisori” hadronice dispar când temperatura depăs,es,te o valoare critică, kBTcrit ' 150 MeV

(Tcrit ' 1, 74× 1012 K), astfel ı̂ncât quarcurile componente devin libere. În urma procesului

de deconfinare, quarcurile libere, ı̂mpreună cu gluonii care mediază interact, iunea tare dintre

acestea, formează o nouă stare de materie, cunoscută sub numele de plasmă quarc-gluon

[13, 14]. Durata de viat, ă a acestui sistem este extrem de scurtă (∆τ ' 3 × 10−23 s), ı̂nsă

amprenta existent,ei sale rămâne ı̂nghet,ată ı̂n proprietăt, ile hadronilor care se formează da-

torită răcirii sistemului sub Tcrit (procesul purtând numele de hadronizare). Studiul plasmei

quarc-gluon atât din punct de vedere teoretic, cât s, i experimental, reprezintă una dintre cele

mai importante abordări pentru ı̂nt,elegerea proprietăt, ilor fundamentale ale interact, iunii tari,

guvernate de teoria cromodinamicii cuantice.

În urma coliziunilor necentrale, momentul cinetic unghiular măsurat ı̂n sistemul centru-

lui de masă al celor două nuclee care se ciocnesc atinge valori imense, care se transferă

mediului format ı̂n urma proiectilelor sub formă de vorticitate. Astfel, plasma quarc-gluon

formată ı̂n experimentele de coliziunie a ionilor grei atinge cele mai mari valori ale vorti-

cităt, ii (ω ' 1022 s−1) obt, inute vreodată experimental [15]. Prin cuplajul spin-orbită prezis

de ecuat, ia lui Dirac, vorticitatea mediului este transferată constituent, ilor elementari ai plas-

mei cuarc-gluon, polarizându-i constituent, ii pe direct, ia vorticităt, ii. Această polarizare a fost

evident, iată prin investigarea canalului de dezintegrare Λ→ p+ π− a hiperonilor Λ, rezulta-

tele experimentale ridicând o importantă provocare la adresa teoreticienilor de a le explica

prin modele fizice ale principalelor mecanisme care pot influent,a valoarea polarizării.

Des, i numărul de constituent, i e ı̂n jur de doar 104–105, plasma quarc-gluon creată ı̂n

acceleratori se comportă ca un sistem mezoscopic care, ı̂n ciuda as,tepărilor, prezintă cea

mai mică valoare a raportului dintre vâscozitatea dinamică η s, i densitatea de entropie s,

η/s & ~/4πkB [16]. Des, i plasma quarc-gluon are cele mai apropiate caracteristici ale fluidului

perfect, fenomenele disipative s, i de neechilibru au un rol semnificativ ı̂n evolut, ia acesteia

datorită timpului său de viat, ă, care este extrem de scurt. Din acest motiv, ecuat, iile Euler ale

fluidului perfect relativist (de exemplu, cele utilizate ı̂n modelul lui Bjorken al expansiunii

longitudinale invariantă la boost-uri [17]) nu sunt suficiente, descrierea evolut, iei plasmei

quarc-gluon necesitând o abordare bazată pe teoria cinetică relativistă [18, 19].
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În teoria cinetică relativistă “tradit, ională” [20], polarizarea unui fluid nu este ı̂n mod

normal luată ı̂n considerare. Pentru un tratament corect al polarizării la nivel mezosco-

pic, diferite extensii avându-s, i originea ı̂n teoria cuantică a câmpului au fost propuse. În

lucrările [21, 22], punctul de plecare este ecuat, ia Wigner, urmărindu-se construct, ia unei teorii

hidrodinamice coerente a fluidelor cu spin. În lucrarea [23] este propusă extinderea la nivel

cuantic a operatorului statistic cu o bucată care include operatorul de spin. Un alt exemplu

este lucrarea [24] unde operatorul statistic este extins prin includerea unui termen µAQ̂A

care cont, ine operatorul de sarcină axială, Q̂A, modelând excesul de chiralitate cu ajutorul

potent, ialului chimic axial, µA.

În cadrul acestui proiect de cercetare, am propus o extensie a teoriei cuantice de câmp

la temperaturi finite prin includerea unui termen µHQ̂H ı̂n operatorul statistic, unde Q̂H

reprezintă operatorul de sarcină de helicitate iar potent, ialul chimic helical µH caracterizează

excesul de helicitate din sistem. Avantajul acestei construct, ii este evident deoarece sarcina

de helicitate Q̂H , asociată curentului de helicitate JµH = ψγµhψ + hψγµψ, este conservată

pentru orice masă a câmpului fermionic ψ, spre deosebire de sarcina axială, Q̂A, care este

conservată numai ı̂n limita chirală (a fermionilor de masă nulă). Acest aspect este extrem

de important ı̂n contextul plasmei quarc-gluon, ı̂ntrucât quarcurile capătă, pe lângă masa

lor intrinsecă (care este mică dar nenulă ı̂n cazul quarcurilor u s, i d), s, i o masă efectivă mult

mai mare când sunt confinat, i ı̂n urma hadronizării.

Conceptele de potent, ial chimic s, i curent de helicitate sunt introduse in lucrarea [8]. În

lucrarea [3] sunt discutate proprietăt, ile câmpului Dirac ı̂n rotat, ie s, i la temperaturi finite pen-

tru cazul maselor nenule. Influent,a potent, ialului chimic de helicitate asupra diagramei de

fază a simetriei chirale este discutată ı̂n lucrarea [9]. Pe scurt, aceste lucrări pun ı̂n evident, ă

o serie de proprietăt, i ale fermionilor “helicali.” În primul rând, se evident, iază că sarcina

electrică (vectorială), cea chirală (axială) s, i cea helicală formează o triadă ı̂n cadrul teoriei

câmpului Dirac liber s, i fără masă, când tot, i cei trei operatori de sarcină sunt conservat, i.

Efectele potent, ialului chimic de helicitate sunt relevate la nivelul stărilor ı̂n rotat, ie rigidă

la temperaturi finite. În particular, noi legi constitutive pentru curent, ii asociat, i celor trei

tipuri de sarcină (vectorială, axială s, i helicală) sunt evident, iate la vorticitate nenulă, care

dau nas,tere as,a-numitelor efecte vorticalo-helicale. Robustet,ea legilor ı̂n cazul când masa

e nenulă (de data aceasta, impunând ca potent, ialul chimic axial să se anuleze, µA = 0) e

discutată ı̂n contextul parametrilor corespunzători plasmei quarc-gluon creată ı̂n urmă coli-

ziunii ionilor grei. În fine, dualitatea dintre potent, ialul chimic helical, µH , s, i cel vectorial, µV

(corespunzător sarcinii electrice), este confirmată ı̂n cadrul diagramei care descrie tranzit, ia

de fază chirală, ı̂n contextul modelului σ liniar cu două arome de quarcuri, la temperatură

nulă s, i la temperatură finită [9].

Acest raport sintetic se concentrează cu precădere pe rezultatele obt, inute ı̂n cadrul pre-

zentului proiect care au fost deja trimise spre publicare. În plus, vor fi prezentate rezultatele

preliminare care vor forma nucleul a trei articole care exploatează direct, iile finant,ate ı̂n

cadrul acestui grant s, i care sunt momentant ı̂n lucru.
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Sect, iunea 2 din partea tehnică a raportului prezintă o sinteză a articolelor [3, 8] referi-

toare la introducerea sarcinii de helicitate ca s, i parametru termodinamic ı̂n ansamblurile de

particule fermionice la temperaturi finite.

Sect, iunea 3 prezintă rezultatele principale referitoare la influent,a potent, ialului chimic

helical asupra ruperii spontane a simetriei chirale ı̂n modelul sigma liniar cuplat cu quarcuri

[25, 26] (doar cazul dubletului (u, d) este luat ı̂n considerare), care poate fi considerat ca un

model al cromodinamicii cuantice ı̂n limita energiilor joase.

Sect, iunea 4 prezintă detaliile matematice ce fundamentează, din punctul de vedere al

hidrodinamicii s, i al teoriei cinetice, teoria undelor helicalo-vorticale, care se pot propaga

chiar s, i ı̂n absent,a unui dezechilibru helical persistent, atâta timp cât potent, ialul chimic

helical µH poate fluctua. Predict, ia referitoare la existent,a acestor unde a fost făcută ı̂n

lucrarea [8] iar analiza detaliată la nivelul ecuat, iilor hidrodinamice este momentan ı̂n curs

de finalizare [27].

Sect, iunea 5 tratează o altă fat,etă a transportului anomal, care reflectă conexiunea dintre

legile constitutive ale curent, ilor anomali s, i as,a-numitele anomalii cuantice, reprezentând

violări ale legilor de conservare stabilite la nivelul teoriei libere datorate interact, iunilor .

Legătura dintre anomaliile axiale, relevate la nivelul diagramelor triunghiulare care cont, in

cel put, in un vertex axial, s, i efectele vorticale chirale [28] este cunoscută [29]. Deoarece

includerea elementului helical induce noi termeni ı̂n legile de transport anomal, este firească

căutarea anomaliilor la nivelul diagramelor triunghiulare care cont, in vertexul helical.

Sect, iunea 6 discută problema frontierelor ı̂n sistemele mezoscopice ı̂n rotat, ie. O pro-

blemă deosebit de subtilă este corelarea parametrilor frontierei cu proprietăt, ile gazului ı̂n

vecinătatea acesteia. La nivel macroscopic, gazul poate fi descris prin parametrii termodi-

namici cum ar fi temperatura, presiunea hidrostatică (izotropă) s, i densitatea de sarcină. În

plus, ı̂n cazul când gazul nu se găses,te ı̂n echilibru termodinamic local, pot apărea fluxuri de

căldură sau de sarcină de neechilibru, care nu se anulează ı̂n sistemul propriu local, precum

s, i contribut, ii anizotrope la presiunea gazului. Prezent,a frontierei afectează toate aceste pro-

prietăt, i ale gazului prin caracteristicile sale. În echilibru termodinamic global, proprietăt, ile

peretelui sunt transferate gazului ı̂n totalitate. Când ı̂nsă sistemul nu se regăses,te ı̂ntr-o

astfel de stare, poate apărea o discrepant, ă ı̂ntre proprietăt, ile gazului s, i ale peretelui, chiar

s, i la distant,e infinitezimale de acesta. Din perspectiva teoriei cinetice a gazelor, această

discrepant, ă poate fi explicată considerând că interact, iunea cu frontiera poate fi transmisă

gazului numai prin intermediul fluxului de particule emis de aceasta ı̂napoi spre fluid. Deo-

arece fluxul incident asupra frontierei rămâne ı̂n esent, ă arbitrar, amprenta peretelui asupra

proprietăt, ilor macroscopice va fi doar part, ială, ı̂ntrucât acestea sunt determinate atât de

particulele care revin ı̂nspre fluid dinspre perete, cât s, i de cele care călătoresc ı̂nspre acesta.

În prima parte a acestei sect, iuni sunt expuse câteva detalii ale unui model cinetic pentru

amestecul de bozoni s, i fermioni, bazat pe aproximat, ia timpului de relaxare, care momen-

tan este ı̂n fază preliminară [30]. A doua parte a sect, iunii cont, ine detalii referitoare la

legătura dintre condit, iile pe frontieră s, i proprietăt, ile stărilor termice ale câmpurilor cuan-
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tice ı̂n vecinătatea fontierei. Rezultatele referitoare la câmpul Klein-Gordon (scalar) au

fost prezentate la conferint,a Marcel-Grossmann MG-15 [2], fiind trimise spre publicare ca s, i

contribut, ie ı̂n volumul de Proceedings al conferint,ei [4]. Analiza câmpului Dirac este ı̂ncă ı̂n

fază preliminară.

Ultima sect, iune a acestui raport, sect, iunea 7, prezintă detalii referitoare la analiza stărilor

cuantice ale fermionilor ı̂n rotat, ie la temperatură finită pe un spat, iu-timp curbat. Important,a

analizei teoriei cuantice de câmp pe spat, ii curbe se datorează ı̂n primul rând conjecturii

corespondent,ei adS/CFT ı̂ntre gravitat, ia cuantică descrisă folosind teoria stringurilor com-

pactificată pe spat, iul anti-de Sitter s, i teoriile conforme de câmp pe spat, iul Minkowski [31],

concluzii importante referitoare la proprietătile cromodinamicii cuantice pot fi trase prin

analiza teoriilor Yang-Mills la temperaturi finite pe frontiera spat, iilor asimptotic anti-de Sit-

ter [16]. Un alt motiv ar fi referitor la ı̂nt,elegerea efectelor cuplajului dintre gravitat, ia clasică

s, i teoriile cuantificate. Regularizarea sau renormarea teoriilor cuantice poate evident, ia po-

sibilele direct, ii ı̂n care teoria relativităt, ii generale a lui Einstein trebuie extinsă pentru a fi

compatibilă cu acestea [32]. În fine, un al treilea motiv ar fi aparit, ia unui nou tip de anomalii

la nivelul teoriilor cuantice cuplate cu gravitat, ia. Un exemplu bine-cunoscut este anomalia

conformă, datorită căreia urma tensorului energie-impuls a unui câmp conform (fără masă)

nu se mai anulează, primind corect, ii care depind de curbura spat, iului [33]. Materialul din

Sec. 7 prezintă pe scurt analiza stărilor fermionilor ı̂n rotat, ie la temperaturi finite pe spat, iul

anti-de Sitter. Rezultatele preliminare au fost deja prezentate ı̂n cadrul conferint,ei POTOR-

6 [6] s, i publicate ı̂n volumul de lucrări al acestei conferint,e [10]. O analiză mai pe larg este

ı̂ncă ı̂n fază preliminară, urmând a fi trimisă spre publicare ı̂n lunile care urmează [34].
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2 Câmpul Dirac ı̂n rotat, ie s, i efectele vorticalo-helicale

Sect, iunea aceasta prezintă detalii referitoare la studiul proprietăt, ilor stărilor termice ale

câmpului Dirac ı̂n rotat, ie rigidă folosind metoda timpului real ı̂n teoria cuantică de câmp la

temperaturi finite (mai multe detalii se pot găsi ı̂n cartea [26]). Accentul ı̂n această sect, iune

va fi pus pe modelarea polarizării persistente ı̂n acest tip de sisteme folosind potent, ialul

chimic helical (de helicitate), notat cu µH . Considerarea lui µH ca parametru termodinamic

reprezintă cea mai deosebită inovat, ie dezvoltată ı̂n cadrul proiectului de cercetare la care se

referă prezentul raport de activitate. Pe lângă descrierea macroscopică a polarizării gazului

fermionic, existent, ă lui µH ca s, i grad de libertate termodinamic deschide poarta unui număr

considerabil de aplicat, ii. Câteva dintre acestea sunt influent,a asupra diagramei de fază ı̂n

cromodinamica cuantică, undele helicalo-vorticale s, i anomaliile helicale ı̂n electrodinamica

cuantică, care vor fi prezentate ı̂n sect, iunile 3, 4, respectiv 5.

Sect, iunea este structurată pe 3 subsect, iuni. Subsec. 2.1 introduce operatorul de helicitate,

h, cu ajutorul căruia poate fi construit curentul s, i sarcina de helicitate, JµH s, i QH , care se

conservă pentru orice masă M a fermionilor liberi. Subec. 2.2 prezintă sectoarele vectorial,

axial s, i helical sub forma unei triade (triada V AH), relevând interpretarea fizică a acestora

prin prisma ansamblului de particule s, i antiparticule helicale (sau chirale). O distinct, ie

fundamentală poate fi observată ı̂ntre curent, ii de sarcină V/A/H la nivelul parităt, ii acestora

la transformările de conjugare de sarcină (C), paritate (P ) s, i inversie temporală (T ). Un

model clasic bazat pe teoria cinetică relativistă care t, ine cont de polarizarea particulelor la

nivelul funct, iilor de distribut, ie este introdus ı̂n subsec. 2.3. Detaliile referitoare la analiza

stărilor termice ı̂n rotat, ie ale fermionilor liberi utilizând formalismul timpului real al teoriei

cuantice de câmp la temperaturi finite este prezentat ı̂n subsec. 2.4. Construct, ia acestor

stări se face cu ajutorul operatorului statistic %̂ (căciula denotă operatorii care act, ionează ı̂n

spat, iul Fock). În această subsect, iune se consideră atât cazul când masa fermionilor este nulă

(M = 0) s, i potent, ialul chimic axial µA este nenul, cât s, i cazul particulelor masive (M > 0),

când µA = 0 deoarece neconservarea curentului axial nu permite interpretarea potent, ialului

chimic axial ca o mărime termodinamică. Efectele cuantice sunt evaluate prin comparat, ia

cu modelul cinetic introdus ı̂n subsec. 2.3.

Rezultatele prezentate ı̂n această sect, iune se regăsesc ı̂n articolele [3, 8] s, i ı̂n capitolul de

carte [7], fiind part, ial diseminate prin posterul [11]. Lucrările mai sus ment, ionate reprezintă

contribut, ii aduse cu precădere ı̂n cadrul obiectivelor O1 s, i O3.

2.1 Curentul s, i sarcina de helicitate

Câmpul Dirac liber poate fi descris cu ajutorul act, iunii:

SD =

∫
d4xLD, LD =

i

2
(ψγµ∂µψ − ∂µψγµψ)−Mψψ, (1)
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unde L este Lagrangianul Dirac, M e masa cuantei de câmp, ψ este 4-spinorul Dirac, ψ =

ψ†γ0 este adjuncta sa Dirac iar γµ reprezintă matricile γ. În reprezentarea Dirac, aceste

matrici ı̂mpreună cu γ5 = iγ0γ1γ2γ3 au următoarele expresii:

γ0 =

(
1 0

0 −1

)
, γi =

(
0 σi

−σi 0,

)
, γ5 =

(
0 1

1 0

)
, (2)

unde σi reprezintă matricile Pauli:

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
. (3)

Matricile de spin sunt

Sk =
i

8
ε0ijk[γi, γj] =

1

2

(
σk 0

0 σk

)
. (4)

Pornind de la operatorul Pauli-Lubanski [35],

W µ = −1

2
εµαβλMαβPλ, (5)

exprimat ı̂n funct, ie de operatorul de momentul cinetic total, Mαβ = xαPβ − xβPα + Sαβ

(Sαβ = i
4
[γα, γβ]), s, i al operatorului de impuls, Pλ = i∂λ, se poate introduce operatorul de

helicitate după cum urmează:

h =
1

p
W 0 =

S · P
p

= γ5γ0γ · P
2p

. (6)

Curent, ii de sarcină vectorial (VCC, de la Vector Charge Current), axial (ACC) s, i helical

(HCC) au următoarele expresii:

JµV = ψγµψ, JµA = ψγµγ5ψ, JµH = ψγµhψ + hψγµψ. (7)

T, inând cont de ecuat, ia Dirac,

iγµ∂µψ = Mψ, i∂µψγ
µ = −Mψ, (8)

se poate arăta că divergent,ele curent, ilor de sarcină satisfac

∂µJ
µ
V = 0, ∂µJ

µ
A = 2iMψγ5ψ, ∂µJ

µ
H = 0. (9)

Drept urmare, ı̂n cazul fermionilor fără masă (M = 0), tot, i cei trei curent, i de sarcină se

conservă.

9



Sarcinile totale, QV , QA s, i QH , se pot calcula folosind formulele:

QV =

∫
d3xψ†ψ, QA =

∫
d3xψ†γ5ψ, QH = 2

∫
d3xψ†hψ. (10)

În timp ce QV s, i QH se conservă pentru orice masă M , sarcina totală QA poate suferi variat, ii

când M 6= 0:

∂tQV = 0, ∂tQA = 2iM

∫
d3xψγ5ψ, ∂tQH = 0. (11)

Să considerăm cuantificarea a doua a câmpului ψ, care acum devine operatorul de câmp,

Ψ̂. Curent, ilor de sarcină Jµ` (` ∈ {V,A,H}) li se asociază operatorii de sarcină

ĴµV =
1

2
[Ψ̂, γµΨ̂], ĴµA =

1

2
[Ψ̂, γµγ5Ψ̂], ĴµH =

1

2
[Ψ̂, γµhΨ̂] +

1

2
[ĥΨ, γµΨ̂], (12)

unde comutatorul rezolvă ambiguităt, ile referitoare la ordonarea operatorilor ı̂n spat, iul Fock.

Operatorii de sarcină asociat, i, Q̂`, pot fi diagonalizat, i când se lucrează cu o bază de moduri

{Uj} care sunt simultan funct, ii proprii ale Hamiltonianului, H = i∂t, s, i ale lui h:

HUj = EjUj, hUj = λjUj, (13)

unde λj = ±1
2

reprezintă valoarea proprie a operatorului de helicitate, denumită pe scurt

“helicitate.” În cazul fermionilor cu masă arbitrară, se poate arăta că

γ5Uj =
2λj
pj

(Ej −Mγt)Uj, (14)

de unde rezultă că Uj devine funct, ie proprie a operatorului de chiralitate γ5 doar ı̂n limita

masei nule. Modurile anit-particulă Vj = iγ2U∗j satisfac

HVj = −EjVj, hVj = λjVj, γ5Vj = −2λj
pj

(Ej +Mγt)Vj. (15)

Presupunând că modurile Uj s, i Vj formează un sistem complet de solut, ii ale ecuat, iei Dirac

s, i impunând următoarele relat, ii de ortonormare,

〈Uj, Uj′〉 = 〈Vj, Vj′〉 = δj,j′ , 〈Uj, Vj′〉 = 0, (16)

operatorul de câmp Ψ̂ poate fi descompus după cum urmează:

Ψ̂ =
∑
j

(Uj b̂j + Vj d̂
†
j). (17)

Operatorii uniparticulă b̂j s, i d̂
†
j satisfac relat, iile canonice de anticomutare,

{b̂j, b̂†j′} = δj,j′ , {d̂j, d̂†j′} = δj,j′ . (18)

10



În raport cu această bază, operatorii de sarcină vectorială s, i helicală iau formele

: Q̂V :=
∑
j

(b̂†j b̂j − d̂
†
j d̂j), : Q̂H :=2

∑
j

λj(b̂
†
j b̂j − d̂

†
j d̂j), (19)

unde punctele :: indică ordonarea normală (Wick) a operatorilor. Dacă M = 0, modurile Uj

s, i Vj devin vectori proprii ai lui γ5, satisfăcând

γ5Uj = χjUj, γ5Vj = −χjVj, (20)

unde chiralitatea χj = ±1 se poate scrie ı̂n funct, ie de helicitate după cum urmează:

χj = 2λj sgn(Ej). (21)

Cu ajutorul relat, iilor de mai sus, se poate obt, ine expresia lui Q̂A:

: Q̂A :=
∑
j

χj(b̂
†
j b̂j + d̂†j d̂j). (22)

2.2 Triada VAH

În subsect, iunea anterioară, s-a văzut că curent, ii corespunzători sarcinilor V , A s, i H se

conservă ı̂n cazul câmpului Dirac liber s, i fără masă. Conform ec. (21), chiralitatea unui

fermion poate fi dedusă cunoscând helicitatea s, i sarcina electrică (particulă/anti-particulă)

a acestuia. Acelas, i lucru ı̂nsă nu poate fi spus despre un ansamblu de fermioni, alcătuit

din particule s, i antiparticule având atât helicitate dreaptă cât s, i stângă. Cunoscând doar

sarcinile totale 〈: Q̂V :〉 s, i 〈: Q̂H :〉, sarcina de chiralitate rămâne ambiguă. Pentru a ı̂nt,elege

mai bine această ambiguitate, să considerăm un ansamblu de fermioni caracterizat de sarci-

nile Q` = 〈Q̂`〉. Aceste sarcini pot fi exprimate folosind combinat, ii lineare a patru cantităt, i

care reprezintă numărul de particule (NR
↑ s, i NL

↓ ), repsectiv antiparticule (N̄R
↓ s, i N̄L

↑ ) având

helicitate dreaptă (↑) sau stângă (↓) s, i, ı̂n acelas, i timp, chiralitate dreaptă (R) sau stângă

(L). Acestor cantităt, i li se pot asocia potent, iale chimice (µR↑ pentru NR
↑ , etc). Ansamblul

poate fi descris simultan atât cu ajutorul sarcinilor V , A s, i H, cât s, i cu ajutorul potent, ialelor

chimice, după cum urmează:

δLQ =µVQV + µAQA + µHQH

=µR↑N
R
↑ + µL↓N

L
↓ + µ̄R↓ N̄

R
↓ + µ̄L↑ N̄

L
↑ . (23)

Considerând definit, ia sarcinilor, QV = (NR
↑ +NL

↓ )−(N̄R
↓ +N̄L

↑ ), QA = (NR
↑ +N̄R

↓ )−(NL
↓ +N̄L

↑ ),

respectiv QH = (NR
↑ + N̄L

↑ ) − (NL
↓ + N̄R

↓ ), se poate vedea că ec. (23) implică următoarea
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Figura 1: Relat, iile de dispersie Ep = ±|p| pentru particulele Dirac ı̂n bazele (a) chirală; s, i
(b) de helicitate. Potent, ialele chimice µR/L determină gradul de ocupare pentru particulele
de chiralitate dreaptă/stângă, ı̂n timp ce µ↑/↓ dictează densităt, ile particulelor de helicitate
dreaptă/stângă. Orientările spinilor s ı̂n raport cu impulsul p sunt indicate folosind săget, i
orizontale pentru fiecare ramură energetică ı̂n parte.
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QV QA QH JV JA JH ω
C − + − − + − +
P + − − − + + +
T + + + − − − −

Tabela 1: Parităt, ile operatorilor de sarcină (Q) s, i de curent (J) vectorial (V ), axial (A) s, i
helical (H) corespunzători câmpului Dirac fără masă, precum s, i ale vorticităt, ii (ω = Ω Γ2),
ı̂n raport cu transformările C, P s, i T . Semnele +/− indică parităt, ile pare/impare.

relat, ie ı̂ntre potent, ialele chimice:

µV =
[(
µR↑ + µL↓

)
−
(
µ̄R↓ + µ̄L↑

)]
/4,

µA =
[(
µR↑ + µ̄R↓

)
−
(
µL↓ + µ̄L↑

)]
/4, (24)

µH =
[(
µR↑ + µ̄L↑

)
−
(
µL↓ + µ̄R↓

)]
/4,

de unde se poate vedea că cele trei cantităt, i, µV/A/H , sunt liniar-independente. În cazul ı̂n

care nu este necesară contabilizarea helicităt, ii ansamblului, se poate vorbi de potent, ialele

chimice corespunzătoare particulelor cu chiralitate dreaptă, respectiv stângă, definite prin

µR =
1

2
(µR↑ + µ̄R↓ ), µL =

1

2
(µL↓ + µ̄L↑ ). (25)

Semnificat, ia fizică a acestor potent, iale chimice este relevată cu ajutorul conului Weyl repre-

zentând relat, ia de dispersie a energiei, reprezentat ı̂n baza chirală ı̂n Fig. 1(a). Potent, ialul

chimic axial devine µA = 1
2
(µR − µL). Dacă ı̂n schimb se face abstract, ie de chiralitate,

potent, ialele chimice helicale pot fi scrise după cum urmează:

µ↑ =
1

2
(µR↑ + µ̄L↑ ), µ↓ =

1

2
(µL↓ + µ̄R↓ ). (26)

Cu ajutorul acestor potent, iale, se poate reprezenta relat, ia de dispersie a energiei cu ajutorul

unor conuri Weyl helicale, caracterizând ramurile de energie fără a face apel la chiralitate,

după cum se poate vedea ı̂n Fig. 1(b). Potent, ialul chimic helical ia forma naturală µH =
1
2
(µ↑ − µ↓).

Pe lângă relat, iile stabilite la nivelul potent, ialelor chimice ı̂n ec. (24), curent, ii s, i den-

sităt, ile de sarcină diferă la nivel fundamental datorită proprietăt, ilor acestora ı̂n raport cu

transformările de conjugare de sarcină (C), paritate (P ) s, i inversie temporală (T ). În timp

ce parităt, ile ı̂n raport cu aceste transformări pentru sectoarele V s, i A sunt cunoscute [35],

cele pentru sectorul helical trebuie analizate ı̂n detaliu. Pornind de la relat, iile de comutare

[Q̂V , ψ̂(x)] = −Q̂V , [Q̂H , ψ̂(x)] = −
∑
j

2λj(Uj b̂j + Vj d̂
†
j), (27)

se poate vedea că operatorii corespunzători curent, ilor de sarcină V s, i H pot fi pus, i sub
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forma:

ĴµV =
1

4

(
[[Q̂V , ψ̂], γµψ̂]− [ψ̂, [Q̂V , γ

µψ̂]]
)
,

ĴµH =
1

4

(
[[Q̂H , ψ̂], γµψ̂]− [ψ̂, [Q̂H , γ

µψ̂]]
)
. (28)

Se poate vedea că raportul dintre proprietăt, ile CPT ale sectoarelor H s, i V este identic cu

cel dintre proprietăt, ile CPT ale operatorilor de sarcină Q̂V s, i Q̂H . Cunoscând relat, iile [35]

Ĉb̂j Ĉ† =ηC d̂j, P̂ b̂jP̂† =ηP b̂jP , T̂ b̂jT̂ † =ηT b̂jT e
−iθb,j ,

Ĉd̂j Ĉ† =η∗C b̂j, P̂ d̂jP̂† =− η∗P d̂jP , T̂ d̂jT̂ † =η∗T d̂jT e
iθd,j , (29)

unde ηC , ηP , ηT , e−iθb,j s, i eiθd,j sunt faze irelevante, se poate vedea că

Ĉ Q̂V Ĉ† =− Q̂V , Ĉ Q̂H Ĉ† =− Q̂H ,

P̂ Q̂V P̂† =Q̂V , P̂ Q̂HP̂† =− Q̂H ,

T̂ Q̂V T̂ † =Q̂V , T̂ Q̂H T̂ † =Q̂H , (30)

ı̂n timp ce pentru operatorii curent, ilor de sarcină se obt, ine:

Ĉ ĴµV (x)Ĉ† =− ĴµV (x), Ĉ ĴµH(x)Ĉ† =− ĴµH(x),

P̂ ĴµV (x)P̂† =Ĵ V
µ (x̃), P̂ ĴµH(x)P̂† =− Ĵ H

µ (x̃),

T̂ ĴµV (x)T̂ † =Ĵ V
µ (−x̃), T̂ ĴµH(x)T̂ † =Ĵ H

µ (−x̃), (31)

unde x̃ = (t,−x) atunci când x = (t,x). Pentru indicii spat, iali µ = i, ĴHi = −Ĵ iH , astfel

ı̂ncât părtea temporală a curentului de sarcină helicală e pară ı̂n raport cu transformarea T ,

ı̂n timp ce partea sa spat, ială este pară ı̂n raport cu transformarea P . Rezultatele obt, inute

ı̂n ec. (30) s, i (31) sunt sintetizate ı̂n tab. 1.

2.3 Model cinetic pentru materia helicală

Pentru descrierea stărilor ı̂n rotat, ie rigidă, este convenabilă orientarea sistemului de coordo-

nate cu axa z de-a lungul vectorului de rotat, ie, Ω = Ωk. Pentru a profita de simetria axială

a sistemului, este convenabilă ı̂ntrebuint,area tetradei cilindrice,

e0̂ =∂t, eρ̂ =∂ρ, eϕ̂ =ρ−1∂ϕ, eẑ = ∂z,

ω0̂ =dt, ωρ̂ =dρ, ωϕ̂ =ρ dϕ, ωẑ = dz. (32)

În cele ce urmează, indicii cu căciulă se referă la componente tensoriale exprimate ı̂n raport

cu tetrada de mai sus.

Pe lângă tetrada cilindrică din ec. (32), este convenabilă ı̂ntrebuint,area unei tetrade

cinematice, formată din vectorii care descriu curgerea locală a fluidului [36, 37]. Primul
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Figura 2: Reprezentare schematică a tetradei cinematice corespunzând unui fluid ı̂n rotat, ie
rigidă ı̂n raport cu axa verticală, având viteza unghiulară Ω = Ωez. Schema din stânga
prezintă părt, ile spat, iale ale vectorilor apart, inând tetradei ortogonale (u, a, ω s, i τ ). Schema
din partea dreaptă prezintă vectorii u s, i τ ı̂n raport cu coordonatele (t, ϕ).

astfel de vector este cuadriviteza,

u = Γ(∂t + Ω∂ϕ) = Γ(e0̂ + ρΩeϕ̂), (33)

având următoarele componente ı̂n raport cu tetrada cilindrică:

u0̂ = ut = Γ, uϕ̂ = ρuϕ = ρΩΓ. (34)

Se poate observa că factorul Lorentz,

Γ = (1− ρ2Ω2)−1/2, (35)

diverge când ρ→ ρSLS, unde ρSLS reprezintă distant,a de la axa de rotat, ie până la suprafat,a

luminală, unde fluidul ı̂n rotat, ie rigidă atinge viteza luminii. Valoarea lui ρSLS este

ρSLS = Ω−1. (36)

Pornind de la cuadriviteza dată ı̂n ec. (33), accelerat, ia locală se poate calcula după cum

urmează:

a = ∇uu = aρ̂eρ̂, aρ̂ = −ρΩ2Γ2. (37)

Se vede că ı̂n general a · u = 0 prin construct, ie. Vorticitatea cinematică, ω = ωα̂eα̂, se poate

calcula folosind relat, ia

ω =
1

2
εα̂β̂γ̂γ̂eα̂uβ̂∇γ̂uγ̂ = ωẑeẑ, ωẑ = Γ2Ω, (38)

unde tensorul Levi-Civita satisface ε0̂1̂2̂3̂ = +1. Se poate observa că ω ·u = 0 prin construct, ie.

Mai mult, pentru cazul rotat, iei rigide, când accelerat, ia este dată prin ec. (37), ω este orto-
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gonal s, i pe a. În fine, al patrulea vector al tetradei cinematice, care este ortogonal pe u, a

s, i ω este (definit, ia de mai jos diferă de cea din lucrările [36, 37] printr-un semn minus)

τ α̂ = −εα̂β̂γ̂γ̂ωβ̂aγ̂uγ̂, τ = −ρΩ3Γ5(ρΩe0̂ + eϕ̂). (39)

Vectori u, a, ω s, i τ introdus, i mai sus sunt reprezentat, i schematic ı̂n fig. 2, normele lor

pătratice fiind

u2 =1, τ 2 =− Ω4Γ6(Γ2 − 1),

ω2 =− ω2 = −Ω2Γ4, a2 =− a2 = −Ω2Γ2(Γ2 − 1). (40)

Deoarece mis,carea de rotat, ie rigidă este ı̂n general nedisipativă, ı̂n teoria cinetică re-

lativistă, fluidul care are această mis,care se poate afla ı̂n echilibru termodinamic global,

caracterizat prin cuadrivectorul de temperatură βα̂ = T−1uα̂. Condit, ia de echilibru termo-

dinamic global impune ca βα̂ să satisfacă ecuat, ia Killing, ceea ce ı̂n rotat, ie rigidă impune ca

temperatura locală să fie dată prin [20]

T = ΓT0, (41)

unde T0 reprezintă temperature pe axa de rotat, ie.

În absent,a unei teorii cinetice a particulelor cu spin care să fie general acceptată [21,

22, 38, 39], este convenabilă extinderea distribut, iei canonice Fermi-Dirac prin ı̂ncorporarea

potent, ialelor chimice µA s, i µH care să distingă ı̂ntre polarizarea fermionului la fel cum

potent, ialul chimic canonic (vectorial), µV , distinge ı̂ntre particulă s, i antiparticulă. Pornind

de la proprietăt, ile operatorilor de sarcină (19)–(22), propunem următoarele distribut, ii:

f
(eq)
q/q;λ =

1

(2π)3

{
exp

[
1

T
(pα̂u

α̂ ∓ µV − 2λµA ∓ 2λµH)

]
+ 1

}−1

, (42)

unde pα̂ s, i λ reprezintă cuadriimpulsul s, i helicitatea particulei. Când µA este nenul, parti-

culele trebuie să fie de masă nulă (p2 = 0). Cazul particulelor masive, p2 = M2 > 0, se va

trata doar pentru cazul µA = 0. La fel ca s, i temperatura, potent, ialele chimice locale trebuie

să satisfacă

µV = µV ;0Γ, µA = µA;0Γ, µH = µH;0Γ, (43)

unde µ`;0 reprezintă valoarea potent, ialului chimic pe axa de rotat, ie.

Pornind de la distribut, iile din ec. (42), curent, ii vectorial, axial s, i de helicitate, precum s, i
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tensorul energie-impuls pot fi calculat, i după cum urmează [3, 8, 11]:(
JRKT;α̂
V

JRKT;α̂
H

)
=
∑
λ

(
1

2λ

)∫
d3p

p0̂
pα̂[f

(eq)
q;λ − f

(eq)
q;λ ] =

(
QRKT
V

QRKT
H

)
uα̂,

JRKT;α̂
A =

∑
λ

2λ

∫
d3p

p0̂
pα̂[f

(eq)
q;λ + f

(eq)
q;λ ] = QRKT

A uα̂,

T α̂γ̂RKT =
∑
λ

∫
d3p

p0̂
pα̂pγ̂[f

(eq)
q;λ + f

(eq)
q;λ ] = (ERKT + PRKT)uα̂uγ̂ − PRKTη

α̂γ̂, (44)

unde densităt, ile de sarcină QRKT
` , densitatea de energie ERKT s, i presiunea PRKT satisfac(

QRKT
V

QRKT
H

)
=

1

2π2

∑
λ

(
1

2λ

)∫ ∞
0

dp p2

×
[

1

e
1
T

[p0̂−µV −2λ(µA+µH)] + 1
− 1

e
1
T

[p0̂+µV −2λ(µA−µH)] + 1

]
, QRKT

A

ERKT

ERKT − 3PRKT

 =
1

2π2

∑
λ

∫ ∞
0

p2dp

p0̂

2λp0̂

(p0̂)2

M2


×
[

1

e
1
T

[p0̂−µV −2λ(µA+µH)] + 1
+

1

e
1
T

[p0̂+µV −2λ(µA−µH)] + 1

]
. (45)

În limita masei nule, p0̂ = p iar integralele pot fi calculate ı̂n limita temperaturilor mari:

QRKT
V

⌋
M→0

=
µV T

2

3
+

4TµAµH
π2

ln 2 +
µV (µ2

V + 3µ2
A + 3µ2

H)

3π2

+
µAµH(µ2

A + µ2
H + 3µ2

V )

6π2T
+O(T−3),

QRKT
A

⌋
M→0

=
µAT

2

3
+

4TµV µH
π2

ln 2 +
µA(µ2

A + 3µ2
V + 3µ2

H)

3π2

+
µV µH(3µ2

A + µ2
V + µ2

H)

6π2T
+O(T−3),

QRKT
H

⌋
M→0

=
µHT

2

3
+

4TµAµV
π2

ln 2 +
µH(µ2

H + 3µ2
A + 3µ2

V )

3π2

+
µAµV (µ2

A + µ2
V + 3µ2

H)

6π2T
+O(T−3),

ERKTcM→0 =
7π2T 4

60
+
T 2

2
(µ2

V + µ2
A + µ2

H) +
12µV µAµHT

π2
ln 2

+
µ4
V + µ4

A + µ4
H + 6(µ2

V µ
2
H + µ2

V µ
2
A + µ2

Aµ
2
H)

4π2

+
µV µAµH(µ2

V + µ2
A + µ2

H)

2π2T
+O(T−3),

ERKT − 3PRKT

M2

⌋
M→0

=
T 2

6
+

1

2π2
(µ2

V + µ2
A + µ2

H), (46)

ı̂n timp ce ERKT = 3PRKT ı̂n cazul M = 0. Comparând expresiile pentru densităt, ile de
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sarcină, se observă că potent, ialele chimice joacă un rol perfect simetric. Acelas, i lucru poate

fi observat s, i ı̂n expresia pentru densitatea de energie. Aceste rezultate ı̂ntăresc considerarea

sarcinilor V AH ca făcând parte dintr-o triadă.

La masă finită, potent, ialul chimic axial trebuie pus pe 0. Folosind o tehnică perturbativă

descrisă ı̂n detaliu ı̂n lucrarea [3], următoarele corect, ii masice pot fi obt, inute:

QRKT
± =µ±

(
T 2

3
+
µ2
±

3π2
− M2

2π2

)
+O(M4),(

PRKT

ERKT

)
=

(
1/3

1

)[
7π2T 4

60
+
T 2

4
(µ2

+ + µ2
−) +

µ4
+ + µ4

−

8π2

]
− M2

12

[
T 2 +

3(µ2
+ + µ2

−)

2π2

]
+O(M4), (47)

unde

QRKT
± = QRKT

V ±QRKT
H , µ± = µV ± µH .. (48)

2.4 Efectele vorticalo-helicale

Tranzit, ia de la teoria cinetică relativistă la teoria cuantică de câmp la temperaturi finite

se poate face ı̂nlocuind componentele cuadrivectorul de impuls al particulelor cu operatorii

cuantici corespunzători. Pentru o temperatură finită T0, la potent, ial chimic finit µ0 s, i ı̂n

rotat, ie rigidă cu viteza unghiulară Ω, media unui operator cuantic Â se poate calcula folosind

relat, ia [40]:

〈Â〉T0 = Z−1Tr(%̂Â), %̂F = exp
[
−β0(Ĥ − ΩM̂ z − µV ;0Q̂V − µA;0Q̂A − µH;0Q̂H)

]
, (49)

unde Z = Tr(%̂) este funct, ia de partit, ie, Ĥ este Hamiltonianul, Q̂` reprezintă operatorii de

sarcină, iar M̂ z este proiect, ia pe axa z a momentului cinetic total. Urma se calculează pe

toate stările cont, inute ı̂n spat, iul Fock.

Pentru reprezentarea stărilor din spat, iul Fock, considerăm un sistem complet de solut, ii de

tip particulă Uj(x) ≡ Uλ
E,k,m(x) s, i anti-particulă Vj(x) = iγ2U∗j (x) care sunt vectori proprii

atât ai operatorilor H = i∂t s, i M z care intervin ı̂n expresia lui %̂, cât s, i ai proiect, iei P z pe

axa z a operatorului de impuls s, i ai operatorului de helicitate h = S · P /p:

HUj =EjUj, M zUj =mjUj,

P zUj =kjUj, hUj =λjUj, (50)

Considerăm dezvoltarea operatorului de câmp Ψ̂ ı̂n raport acest set de moduri [41]:

Ψ̂ =
∑
λ=± 1

2

∞∑
m=−∞

∫
|E|>M

dE |E|
∫ p

−p
dkΘ(Ẽ)

[
b̂λE,k,mU

λ
E,k,m(x) + d̂λE,k,m

†V λ
E,k,m(x)

]
, (51)
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unde b̂j reprezintă operatorul de anihilare a unei particule iar d̂†j reprezintă operatul de creare

a unei anti-particule.

La nivelul operatorilor uniparticulă de creare (b̂†j s, i d̂
†
j) s, i anihilare (b̂j s, i d̂j), media la

temperatură finită se poate calcula după cum urmează [42, 35, 3, 8]:

〈b̂†j b̂j′〉 =
δj,j′

exp
[

1
T0

(Ẽj − µV ;0 − 2λjµA;0 − 2λjµH;0)
]

+ 1
,

〈d̂†j d̂j′〉 =
δj,j′

exp
[

1
T0

(Ẽj + µV ;0 − 2λjµA;0 + 2λjµH;0)
]

+ 1
, (52)

unde Ẽj = Ej − Ωmj reprezintă energia măsurată ı̂n reperul aflat ı̂n rotat, ie rigidă.

Pornind de la definit, iile curent, ilor de sarcină,

Ĵ α̂V =
1

2
[Ψ̂, γα̂Ψ̂], Ĵ α̂A =

1

2
[Ψ̂, γα̂γ5Ψ̂], Ĵ α̂H =

1

2
[Ψ̂, γα̂hΨ̂] +

1

2
[ĥΨ, γα̂Ψ̂], (53)

se poate calcula media acestora la temperatură finită:

Jµ` ≡ 〈: Ĵ
µ
` :〉 = Q`u

µ + σω` ω
µ + στ` τ

µ, (54)

unde densităt, ile de sarcină Q` = QRKT
` +∆Q` pot fi scrise ca s, i suma dintre rezultatul prezis

de teoria cinetică relativistă s, i o corect, ie cuantică. În cazul fermionilor fără masă, µA poate

rămâne arbitrar s, i se obt, in expresiile (46) pentru contribut, ia clasică, ı̂n timp ce corect, iile

cuantice sunt date prin

∆Q` =
ω2 + a2

4π2

[
µ` +

1

2T

∂(µV µAµH)

∂µ`

]
+O(T−3,Ω4). (55)

În cazul când masa este nenulă, potent, ialul chimic axial trebuie pus pe 0. Corect, iile la

nivelul densităt, ilor de sarcină devin

∆Q± =
µ±
4π2

(ω2 + a2) +O(M4). (56)

Conductivităt, ile vorticale σω` s, i circulare στ` nu au corespondent ı̂n teoria cinetică relativistă,

descriind fenomene de transport anomal de natură pur cuantică. În limita masei nule, se
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obt, in rezultatele

στ` =
1

6π2

[
µ` +

1

2T

∂(µV µAµH)

∂µ`

]
+O(T−3,Ω2),

σωV =
2µHT

π2
ln 2 +

µAµV
π2

+
µH(µ2

H + 3µ2
V + 3µ2

A)

12π2T
+
µH(ω2 + 3a2)

48π2T
+O(T−3,Ω4),

σωH =
2µV T

π2
ln 2 +

µAµH
π2

+
µV (µ2

V + 3µ2
H + 3µ2

A)

12π2T
+
µV (ω2 + 3a2)

48π2T
+O(T−3,Ω4),

σωA =
T 2

6
+
µ2
V + µ2

A + µ2
H

2π2
+
µV µAµH

2π2T
+O(T−3,Ω4). (57)

Pentru cazul când masa e nenulă dar mică, µA = 0 s, i următoarele corect, ii se pot evident, ia:

στV/H =
µV/H
6π2

+O(M4),

στA =
µV µH
12π2T

{
1− 3M2/Ω2

Γ2(Γ2 − 1)

[
(2Γ2 − 1)

arcsinh(ρΩΓ)

ρΩΓ2
− 1

]}
+O(T−2),

σωV/H =
2µH/V T

π2
ln 2 +

µH/V
12π2T

[
3µ2

V/H + µ2
H/V −

3M2

2

(
1 +

arcsh(ρΩΓ)

ρΩΓ2

)
+
ω2 + 3a2

4

]
+O(Ω4,Ω2M2,M4, T−2),

σωA =
T 2

6
+
µ2
V + µ2

H

2π2
+O(M4). (58)

Operatorul aferent tensorului energie-impuls corespunzător câmpului Dirac este:

T̂µν =
i

4

{
[Ψ̂, γ(µ∂ν)Ψ̂]− [∂(µΨ̂, γν)Ψ̂]

}
. (59)

La temperatură finită, media acestuia poate fi descompusă după cum urmează [43]:

T µν = 〈: T̂ µν :〉 = (E + P )uµuν − Pgµν + Πµν +W µuν + uµW ν . (60)

unde E = ERKT + ∆E s, i P = PRKT + ∆P reprezintă densitatea de energie s, i presiunea

izotropă, care primesc corect, ii cuantice fat, ă de predict, ia teoriei cinetice relativiste. În cazul

particulelor fără masă, se obt, in următoarele corect, ii:

∆E = 3∆P =
3ω2 + a2

24

[
T 2 +

3(µ2
V + µ2

A + µ2
H)

π2
+

3µV µAµH
π2T

]
+O(T−3,Ω4). (61)

Pentru particulele cu masă, când µA = 0, se obt, in:

∆E = 3∆P =
3ω2 + a2

24

[
T 2 +

3(µ2
V + µ2

H)

π2

]
+O(M4). (62)
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Tensiunea anizotropă Πµν s, i fluxul de căldură W µ pot fi descompuse după cum urmează:

Πµν =Π(τµων + τ νωµ) + ΠM

(
τµτ ν +

ω2

2
aµaν +

a2

2
ωµων

)
,

W µ =στε τ
µ + σωε ω

µ. (63)

În cazul fără masă dar pentru µA arbitrar, ΠM = 0, ı̂n timp ce coeficientul Π s, i conducti-

vităt, ile termice circulară (στε ) s, i vorticală (σωε ) sunt

Π =− µA
3π2
− µV µH

6π2T
+O(T−3,Ω2),

στε =− 1

3

[
T 2

6
+
µ2
V + µ2

A + µ2
H

2π2
+
µV µAµH

2π2T

]
+O(T−3,Ω2),

σωε =
µAT

2

3
+

4µV µHT

π2
ln 2 +

µA(µ2
A + 3µ2

V + 3µ2
H)

3π2

+
µV µH(3µ2

A + µ2
V + µ2

H)

6π2T
+
ω2 + a2

12π2

(
µA +

µV µH
2T

)
+O(T−3,Ω4). (64)

În cazul particulelor masive, când µA = 0, se obt, in expresiile:

ΠM =O(M4),

Π =− µV µH
6π2T

+O(T−3),

στε =− 1

18

[
T 2 +

3(µ2
V + µ2

H)

π2

]
+O(M4),

σωε =
4µV µHT

π2
ln 2 +

µV µH
6π2T

(
µ2
V + µ2

H +
ω2 + a2

4

)
− µV µHM

2

16π2T (Γ2 − 1)

[
2Γ2 − 1− arcsinh(ρΩΓ)

ρΩΓ2

]
+O(T−3). (65)

3 Tranzit, ia chirală a fermionilor helicali ı̂n QCD

În această sect, iune este abordată problema influent,ei dezechilibrului de polarizare, modelat

prin intermediul potent, ialului chimic helical, asupra proprietăt, ilor termodinamice ale sis-

temelor care interact, ionează prin fort,a tare. Aceste proprietăt, i pot fi studiate la echilibru

termodinamic utilizând o abordare efectivă, bazată pe modelul liniar sigma cuplat cu quar-

curi (LSMq, Linear sigma model coupled to quarks), care poate fi folosit pentru modelarea

cromodinamicii cuantice la energii mici [63]. Analiza acestui tip de sisteme se va face uti-

lizând metoda integralei de drum la temperaturi finite, folosind metoda timpului imaginar.

În subsec. 3.1, formalismul va fi prezentat pentru cazul câmpului Dirac liber cu masă, mo-

tivându-se de ce potent, ialul chimic axial nu poate avea o valoare nenulă ı̂n cazul fermionilor

masivi [64]. Detaliile referitoare la modelul LSMqsunt prezentate ı̂n subsec. 3.2. Influent,a

potent, ialului chimic helical asupra diagramei de fază a simetriei chirale este discutată ı̂n

subsec. 3.3.
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Rezultatele prezentate ı̂n această sect, iune sunt discutate ı̂n detaliu ı̂n lucrarea [9], elabo-

rată ı̂n cadrul proiectului de cercetare la care se referă prezentul raport.

3.1 Termodinamica fermionilor liberi cu potent, iale chimice vec-

torial, axial s, i helical

Pentru a t, ine cont de potent, ialele chimice µV/A/H finite, Lagrangianul câmpului Dirac liber

(1) se poate modifica după cum urmeaza [25]:

LD = ψ
(
i/∂ + µV γ

0 + µAγ
0γ5 + 2µHγ

0h−M
)
ψ, (66)

unde M reprezintă masa cuantei de câmp. Pornind de la ecuat, ia Dirac,

(
i/∂ + µV γ

0 + µAγ
0γ5 + 2µHγ

0h−M
)
ψ = 0, (67)

considerând solut, ii de tip unde plane ψ(x) = χp e
−ipµxµ , se obt, ine ecuat, ia

M(p)χp = 0, (68)

unde matricea M(p) are următoarea expresie:

M(p) = /p+ µV γ
0 + µAγ

0γ5 + 2µHγ
0h−M. (69)

Impunând anularea determinantului matriceiM(p), se obt, ine ecuat, ia polinomială detM(p) =

0 ı̂n componenta temporală p0, având patru rădăcini p0 = p
(s)
0,κ(p):

detM(p) =
∏
κ=±1

∏
s=±

[
p0 − p(s)

0,κ(p)
]
. (70)

Etichetarea acestor rădăcini face referire la helicitatea κ = ±1 s, i natura de particulă (s = 1)

sau antiparticulă (s = −1) a solut, iei. Expresia exactă a rădăcinilor este

p
(s)
0,κ(p) = −µV − κµH + s

√
m2 + (|p| − κµA)2. (71)

Energia liberă la temperatură finită T , considerând valori nenule pentru potent, ialele

chimice µV/A/H , se poate calcula trecând la spat, iul Euclidean obt, inut ı̂n urma rotat, iei Wick

a coordonatei temporale t → τ = it, când p0 → ip4. În formalismul integralei de drum,

sistemul devine anti-periodic ı̂n raport cu timpul imaginar τ , având perioada egală cu inversul

temperaturii, T−1. Drept urmare, componenta temporală p4 a impusului poate lua doar

valorile discrete date de frecvent,ele Matsubara fermionice, p4 → $n = $n = πT (2n + 1)

[25]. Aplicând acest formalism, ı̂n urma calculelor se obt, ine următoarea expresie pentru
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energia liberă:

Ω =ΩZP + ΩT ,

ΩZP =− 1

2

∑
κ=±1

∑
s=±

∫
d3p

(2π)3
sp

(s)
0,κ(p),

ΩT =−
∑
κ=±1

∑
s=±

∫
d3p

(2π)3
T ln

(
1 + e−sp

(s)
0,κ(p)/T

)
, (72)

unde ΩZP reprezintă de regulă contribut, ia datorată vidului, ı̂n timp ce termenul ΩT cont, ine

contribut, ia termică s, i a materiei.

Densităt, ile de sarcină n` = 〈Ĵ0
` 〉 corespunzând curent, ilor de sarcină Ĵµ` pot fi obt, inute

prin derivarea energiei libere ı̂n raport cu potent, ialul chimic corespunzător:

n` = − ∂Ω

∂µ`
, ` = V,A,H. (73)

Pentru a testa fiabilitatea includerii potent, ialului chimic helical ca s, i variabilă termodina-

mică, considerăm mai ı̂ntâi cazul potent, ialului chimic axial nul (µA = 0). Fără a prezenta

detaliile de calcul, energia liberă Ω devine

ΩV H(T, µV , µH) = Ωvac + ΩV H
T (µV , µH), (74)

unde contribut, ia vidului este infinită

Ωvac ≡ ΩV H
ZP = −2

∫
d3p

(2π)3
ωp(m), (75)

ı̂n timp ce partea termodinamică e finită:

ΩV H
T = −T

∑
s=±1

∑
κ=±1

∫
d3p

(2π)3
ln
(

1 + e−
ωp−s(µV +κµH )

T

)
, (76)

unde s-a folosit notat, ia ωp =
√
p2 +M2 pentru energia particulei. Deoarece Ωvac nu de-

pinde de T , µV sau µH , e clar că această cantitate nu va avea efect asupra proprietăt, ilor

termodinamice ale sistemului. Densităt, ile de sarcină se pot obt, ine ı̂n limita masei mici,

nV (T, µV , µH) =
µV T

2

3
+
µ3
V + 3µV µ

2
H

3π2
− µVM

2

2π2
+O(M4),

nH(T, µV , µH) =
µHT

2

3
+
µ3
H + 3µHµ

2
V

3π2
− µHM

2

2π2
+O(M4), (77)

fiind ı̂n acord cu rezultatele obt, inute ı̂n cadrul teoriei cinetice relativiste (47) s, i al analizei

folosind formalismul timpului real al teoriei cuantice de câmp la temperaturi finite (56). E

interesant de observat că ΩT ≡ ΩV H
T rămâne invariant la transformarea (µV , µH)→ (µH , µV ),
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ı̂n sensul că

ΩT (µV , µH) = ΩT (µH , µV ). (78)

Să considerăm acum cazul când µV = µH = 0 iar µA 6= 0. În acest caz, teoria funct, ionează

perfect pentru cazul masei nule,

nA(T )cM=0 =
µAT

2

3
+
µ3
A

3π2
. (79)

Când masa e nenulă, pentru µA � M s, i considerând regimul |p| � µA, nA(T ) primes,te

contribut, ii divergente logaritmic datorită comportamentului ı̂n ultraviolet al energiei libere.

În limita temperaturii nule, se obt, ine

nA(µA)cT=0
M�|µA| =

µ3
A

3π2
+
M2µA
π2

ln
ΛUV

M
+ . . . , (80)

unde punctele indică contribut, ii nedivergente având ordinul O(µA), iar ΛUV indică tăierea

domeniului de integrare ı̂n domeniul ultraviolet.

Divergent,a logaritmică relevată ı̂n ec. (80) poate fi corelată s, i cu pierderea simetriei axiale

când fermionii devin masivi, ceea ce sugerează că introducerea simlutană a potent, ialului chi-

mic axial nenul s, i a masei fermionilor nu este posibilă ı̂ntr-un context fizic coerent. Întrucât

ı̂n teoriile ı̂n interact, iune, cum ar fi cromodinamica cuantică, masa este generată dinamic,

potent, ialul chimic axial nu poate fi introdus direct, ci doar ı̂n urma trasării unei proceduri

suplimentare de renormare [64]. În cele ce urmează, vom considera că µA = 0.

3.2 Modelul liniar sigma cu quarcuri

Modelul liniar sigma cu quarcuri poate fi considerat un model efectiv pentru limita ener-

giilor joase a cromodinamicii cuantice [63]. Acest model cont, ine două tipuri de câmpuri:

dubletul cuarcurilor us,oare ψ(x) = (u, d)T s, i setul de pseudoscalari (σ, ~π), care cont, ine

câmpul pseudoscalar σ, alături de izotripletul de pioni pseudoscalari ~π = (π1, π2, π3). Con-

siderăm că fiecare dintre quarcurile us,oare e un triplet ı̂n spat, iul culorilor. Deoarece teoria

nu ı̂ncorporează gluonii, gradele de libertate de culoare vor duce la un factor de degenerare

Nc = 3 ı̂n expresia energiei libere a sistemului. Lagrangianul modelului LSMqare doi termeni:

LLSM = Lq(ψ̄, ψ, σ, ~π, L) + Lσ(σ, ~π) . (81)

Primul termen,

Lq = ψ
[
i/∂ − g(σ + iγ5~τ · ~π)

]
ψ , (82)

include termenul cinetic al quarcurilor s, i interact, iunea dintre câmpurile quarcurilor ψ s, i

câmpurile chirale σ s, i ~π. Pentru simplitate, considerăm cazul cuantelor fără masă, ı̂ntrucât

masele curente (nerenormate) ale quarcurilor us,oare sunt prea mici pentru a fi relevante.
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Figura 3: (a) Parametrul de ordine al tranzit, iei chirale σ/fπ ca funct, ie de potent, ialul
chimic barionic µB ≡ 3µV , pentru diferite valori ale potent, ialului chimic helical µH , ı̂n
cazul temperaturii nule. (b) Diagrama de fază ı̂n planul (µV , µH) la T = 0. Liniile solide
reprezintă parametrii la care tranzit, ia de fază este de spet,a I. În punctele critice marcate cu
C s, i D, tranzit, ia este de spet,a a II-a. De-a lungul liniei punctate care unes,te punctele C s, i
D, tranzit, ia este netedă. În zona din stânga sus, notată cu H, sarcina helicală nH domină
fat, ă de cea vectorială nV , s, i vice-versa ı̂n colt,ul din dreapta jos, notat cu B, unde materia
barionică (nB = 3nV ) este dominantă.
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Al doilea termen al Lagrangianului (81) descrie dinamica pionilor pseudoscalari:

Lσ(σ, ~π) =
1

2

(
∂µσ∂

µσ + ∂µπ
0∂µπ0

)
+ ∂µπ

+∂µπ
− − V (σ, ~π) , (83)

unde câmpurile mezonice ı̂ncărcate s, i cel neutru sunt definite prin

π± =
1√
2

(π1 ± iπ2), π0 = π3. (84)

Potent, ialul V cont, ine doi termeni:

V (σ, ~π) =
λ

4
(σ2 + ~π2 − v2)2 − hσ. (85)

Primul termen descrie ruperea spontană a simetriei chirale, dând nas,tere unei medii nenule

a câmpului pseudoscalar 〈σ〉 6= 0. Des, i primul termen ar putea induce condensarea pionilor

pseudoscalari 〈~π〉, cel de-al doilea termen din V rupe explicit simetria dintre componentele

setului de mezoni pseudoscalari (σ, ~π) s, i maximizează ı̂n mod preferent, ial 〈σ〉. În plus, acest

termen defavorizează condensatrea pionilor, 〈~π〉 = 0. Drept urmare, quarcurile dobândesc o

masă dinamică, M = g 〈σ〉, datorită termenului de interact, iune de tip scalar-quarc din Lq
(82).

În continuare, vom considera aproximat, ia câmpului mediu (mean field), neglijând fluctuat, iile

cuantice ale câmpurilor scalare σ s, i ~π. În această aproximat, ie, Lagrangianul (81) se reduce

la

LMF = ψ
(
i/∂ − gσ

)
ψ − V (σ) , (86)

unde V (σ) ≡ V (σ,~0) reprezintă potent, ialul ı̂n cazul când ~π = ~0, iar câmpul mediu σ ≡ 〈σ〉
reprezintă media pseudoscalarului σ, care rămâne o cantitate dinamică. Pentru a reproduce

fenomenologia QCD la energii joase, parametrii modelului sunt ales, i după cum urmează [65]:

g = 3.3, λ = 20, v = 87.7 MeV, h = (114.3 MeV)3. (87)

Cu aceste valori ale parametrilor, media pe vid a pseudoscalarului este egală cu constanta

de dezintegrare a pionului, 〈σ〉 = fπ = 92.2 MeV, masele dinamice ale cuarcurilor,

M(σ) = g 〈σ〉 , (88)

capătă valoarea egală cu o treime din masa nucleonului (M = 290 MeV), ı̂n timp ce masa

pionului ı̂n ordinul ı̂ntâi al teoriei perturbat, iilor devine mπ =
√
λ(〈σ〉2 − v2) = 134 MeV,

având valoarea cuprinsă ı̂n domeniul maselor fizice ale pionilor.
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F C L E K D P A G

µV (MeV) 314 242 208 190 142 125 0 0 0
µH(MeV) 0 125 142 0 208 242 0 190 314
T (MeV) 0 0 46 104 46 0 144.5 104 0

Tabela 2: Parametrii punctelor evident, iat, i pe diagramele de fază din fig. 3(b) s, i 4(a,b).
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Figura 4: (a) Diagrama de fază ı̂n planul (µV , T ) pentru diferite valori ale potent, ialului
helical µH . Conturul exterior reprezintă valoarea parametrilor µV s, i T la care are loc tranzit, ia
de fază când µH = 0. Fiecare contur interior corespunde parametrilor tranzit, iei de fază
pentru o valoare fixă a lui µH , care este ı̂nscrisă (̂ın GeV) pe curbă. Port, iunile continue ale
curbelor corespund tranzit, iei de fază de spet,a I, ı̂n timp ce de-a lungul port, iunilor punctate,
tranzit, ia este netedă. Linia de autodualite µV = µH este reprezentată cu culoare roz. Valorile
parametrilor punctelor ı̂nscrise pe diagramă pot fi consultate ı̂n tab. 2. (b) Evolut, ia structurii
tranzit, iei chirale pe măsură ce µH (reprezentat ı̂n unităt, i ale potent, ialului chimic critic,
µc ' 314 MeV) cres,te. Punctele C, L, A, s, i D coincid cu cele reprezentate ı̂n diagrama (a).
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3.3 Diagrama de fază a tranzit, iei chirale

În starea de vid (la temperatură s, i potent, iale chimice nule), quarcurile dobândesc masele

quarcurilor constituente iar Lagrangianul pierde simetria la transformările chirale. Pentru

descrierea diagramei de fază corespunzătoare simetriei chirale, este convenabilă utilizarea

raportului σ/fπ ca s, i parametru de ordine. Faza ı̂n care simetria chirală e ruptă corespunde

valorii σ/fπ = 1, ı̂n timp ce restaurarea simetriei chirale are loc când σ/fπ ' 0.

Des, i modelul nu se referă explicit la interact, iunea cuarcurilor prin sarcina de culoare, se

poate spune că faza ı̂n care simetria chirală este ruptă coincide cu faza hadronică a QCD.

Cres,terea temperaturii sau a valorilor potent, ialelor chimice peste un anumit prag produce

scăderea dramatică a valorii lui σ, s, i deci a masei quarcurilor, restaurând simetria chirală a

teoriei. Calitativ, această fază ar putea corespunde plasmei quarc-gluon, ı̂n care quarcurile

nu mai sunt confinate ı̂n interiorul hadronilor.

În echilibru termodinamic, vom presupune că pseudoscalarul σ ia o valoare medie de as,a

natură ı̂ncât energia liberă totală,

ΩT (σ;µV , µH) = V (σ) + Ωq;T (σ;µV , µH), (89)

atinge valoarea minimă pentru valori fixate ale temperaturii T s, i ale potent, ialelor chimice

µV/H . Energia liberă corespunzătoare fermionilor,

Ωq;T (σ;µV , µH) = Ωvac(σ) + ΩT (σ;µV , µH), (90)

este dată prin ı̂nsumarea contribut, iei de vid,

Ωvac(σ) = −12

∫
d3p

(2π)3
ωp(σ), (91)

s, i a contribut, iei termodinamice:

ΩT (σ;µV , µH) = −6T
∑
s=±1

∑
κ=±1

∫
d3p

(2π)3
ln

(
1 + exp

{
−ωp(σ)− s(µV + κµH)

T

})
, (92)

unde energia ωp(σ) =
√
p2 + g2σ2 a fermionilor depinde de masa dinamică a acestora.

Obt, inerea valorii lui σ necesită un proces iterativ numeric pentru minimizarea energiei libere.

În timp ce contribut, iile termodinamică ΩT (σ;µV , µH) s, i a pionilor V (σ) sunt finite, termenul

de vid, Ωvac(σ) este ı̂ntotdeauna infinit s, i deci trebuie regularizat. În general, rezultatul pen-

tru Ωvac(σ) va depinde de metoda de regularizare, ceea ce pune la ı̂ndoială puterea predictivă

a modelului. Pentru evitarea acestui tip de ambiguitate, o abordare ı̂ntâlnită des este de a

ignora complet efectul termenului de vid [65, 66], ceea ce se justifică având ı̂n vedere natura

infraros, ie a acestui model efectiv. Aceasta abordare este aleasă s, i ı̂n cele ce urmează mai

jos.

Să considerăm pentru ı̂nceput cazul temperaturii nule, fără a intra ı̂n detaliile tehnice
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care sunt discutate mai pe larg ı̂n lucrarea [9]. Tranzit, ia de la faza cu simetrie ruptă spre cea

cu simetrie restaurată ı̂n urma cres,terii potent, ialului chimic barionic µB = 3µV (factorul 3

t, ine cont de faptul că un barion este alcătuit din 3 quarcuri) este reprezentată pentru diferite

valori ale potent, ialului chimic helical µH ı̂n Fig. 3(a). La valori mici ale lui µH , se poate vedea

că tranzit, ia de fază este de spet,a I, ı̂n sensul că valoarea σ este o funct, ie discontinuă de µV .

Acelas, i comportament se poate vedea la valori mari ale lui µH . Pentru valori intermediare

(. µH .), tranzit, ia de fază e netedă. Fig. 3(b) prezintă diagrama de fază la T = 0 ı̂n planul

(µV , µH). Se pot distinge două curbe solide, care au un capăt pe axa orizontală (punctul F )

sau verticală (punctul G) s, i celălalt capăt la valori finite ale potent, ialelor chimice (punctele

C s, i D), de-a lungul cărora are loc tranzit, ia de fază de spet,a I. Capetele C s, i D, situate ı̂n

interiorul diagramei, reprezintă puncte critice unde tranzit, ia de fază e de spet,a a II-a. În

spat, iul dintre aceste puncte, tranzit, ia de fază este continuă (de tip crossover). Investigarea

tranzit, iei de fază chirală la potent, ial chimic helical nenul relevă existent,a punctelor critice

chiar s, i la temperatură nulă. Valorile parametrilor punctelor evident, iate ı̂n figură pot fi

consultate ı̂n tab. 2.

La temperaturi finite, structura diagramei de fază pentru cazul µH = 0 este cunoscută.

Tranzit, ia de fază are loc de-a lungul conturului exterior al diagramei reprezentate ı̂n fig. 4(a).

Partea solidă a acestui contur corespunde tranzit, iei de fază de spet,a I. Punctul F de pe axa

orizontală corespunde temperaturii nule, fiind acelas, i cu cel ı̂ntâlnit ı̂n Fig. 3(a). Pe măsură ce

potent, ialul chimic cres,te, curba ı̂n planul (µV , T ) care descrie tranzit, ia de fază se deplasează

către interiorul diagramei, adică către valori mai mici ale lui µV la T fixat, respectiv valori

mai mici ale lui T pentru µV fixat. Punctul L se găses,te pe curba corespunzătoare valorii

lui µH la care tranzit, ia de fază este netedă pentru orice valori ale lui µV (sau echivalent, ale

lui T ). Tranzit, ia de fază de spet,a a II-a revine când µH depăs,es,te valoarea de pe curba pe

care se găses,te punctul K. Acest punct este dual punctului L, ı̂n sensul că (µV , µH)K =

(µH , µV )L, după cum se poate vedea ı̂n tab. 2. Din acest punct de vedere, punctul P este

autodual, corespunzănd tranzit, iei de fază la µV = µH = 0. Restul punctelor vin ı̂n perechi

date de transformarea de dualitate µV ↔ µH , curba de autodualitate reprezentată cu mov

corespunzând cazului când µV = µH . O evolut, ie a liniei care caracterizează tranzit, ia de fază

chirală ı̂n raport cu valoarea lui µH poate fi văzută ı̂n fig. 4(b).

4 Undele helicalo-vorticale

Ecuat, iile constitutive pentru curent, ii de sarcină vectorială (V ), axială (A) s, i helicală (H)

pentru materia fermionică la tempetatură s, i potent, iale chimice finite ı̂n rotat, ie, relevate ı̂n

lucrările [3, 8], stau la baza unei fenomenologii care poate fi descrisă cu ajutorul hidrodina-

micii [67] sau teoriei cinetice [68] anomale. În lucrarea [67], Son s, i Surówka au discutat o

formulare a hidrodimanicii anomale coerentă din punct de vedere termodinamic pornind de

la diagramele triunghiulare anomale AV V s, i AAA care cont, in cel put, in un vertex axial. În

lucrarea [68], se are ı̂n vedere doar anomalia datorată triunghiului AV V . Deoarece majo-
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ritatea lucrărilor ı̂n care se urmăres,te modelarea transportului anomal pornind de la teoria

cinetică sau hidrodinamică au ı̂n vedere doar anomaliile care implică vertexul axial, acestea

mai poartă numele s, i de teorii chirale.

Sect, iunea aceasta a raportului prezintă pe scurt rezultatele obt, inute folosind o formulare

a hidrodinamicii relativiste ı̂n care se urmăres,te propagarea excitat, iilor ı̂ntr-un sistem ı̂n

care sarcinile V AH pot fluctua. Ecuat, iile care stau la baza acestui sistem sunt ecuat, iile

de continuitate pentru curent, ii V AH s, i ecuat, ia de conservare a tensorului energie-impuls

(TEI):

∇µJ
µ
V = 0, ∇µJ

µ
A = 0, ∇µJ

µ
H = 0, ∇νT

µν = 0. (93)

În total, avem la dispozit, ie 3 + 4 = 7 ecuat, ii pentru 3 × 4 + 10 = 22 de componente care

sunt, ı̂n principiu, independente (considerăm că TEI este simetric, T µν = T νµ). Deoarece

numărul de grade de libertate depăs,es,te numărul de ecuat, ii, este necesară reducerea gra-

delor de libertate sau suplimentarea ecuat, iilor cu noi ecuat, ii de evolut, ie. Varianta a doua

este adoptată ı̂n teoriile hidrodinamice de ordinul 2 sau superior. În cele ce urmează, vom

considera prima varianta, ı̂n care gradele suplimentare de libertate sunt fixate prin relat, iile

constitutive cuantice. Mai exact, considerăm descompunerea curent, ilor de sarcină Jµ` s, i a

TEI ı̂n raport cu viteza macroscopică uµ:

Jµ` =Q`u
µ + V µ

` ,

T µν =Euµuν − (P +$)∆µν + Πµν +W µuν +W νuµ, (94)

unde V µ s, i W µ reprezintă fluxurile de sarcină s, i de căldură ı̂n sistemul propriu al fluidului

(unde uµ = (1, 0, 0, 0)), iar Πµν reprezintă tensiunile anizotrope. Presiunea dinamică $ este

nulă ı̂n cazul constituent, ilor de masă nulă, pentru care urma TEI este nulă, T µµ = 0. Mai

departe, considerăm că fluidul este ı̂n rotat, ie, astfel ı̂ncât

uΩ = Γ(∂t + Ω∂ϕ), Γ = (1− ρ2Ω2)−1/2. (95)

În acest caz, conform rezultatelor amintite ı̂n sec. 2.4, relat, iile constitutive pentru V µ, W µ

s, i Πµν sunt date de efectele helicalo-vorticale (EHV):

V µ
` =σω` ω

µ
Ω + στ` τ

µ
Ω,

W µ =σωε ω
µ + στε τ

µ,

Πµν =Π2(ωµτ ν + ωντµ), (96)

unde vectorii ω s, i τ au fost prezentat, i ı̂n sec. 2.3. Conductivităt, iile vorticale, σω` s, i σωε , cele

circulare, στ` s, i στε , precum s, i coeficientul Π2, au fost prezentate ı̂n sec. 2.4. Merită remarcate

legăturile dintre conductivităt, ile termice vorticală s, i circulară, σωε s, i στε , s, i densitatea de
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sarcină s, i conductivitatea vorticală axiale, QA s, i σωA:

κω = QA, κτ = σωA. (97)

Analizând sistemul de ecuat, ii (93) cu ecuat, iile constitutive (94) s, i (96) ı̂n ipoteza micilor

perturbat, ii ale vitezei, densităt, ilor de sarcină s, i temperaturii fat, ă de valorile acestora ı̂n cazul

rotat, iei rigide, spectrul de excitat, ii permise datorită efectelor helicalo-vorticale va fi relevat.

Ignorând excitat, iile transversale, vor fi relevate excitat, iile corespunzătoare undelor sonore

obis,nuite, ale undelor helicalo-vorticale prezise ı̂n lucrarea [8], s, i a undei chirale, care nu se

propagă, suferind doar atenuare datorită efectelor disipative.

Planul acestei sect, iuni este după cum urmează. În subsec. 4.1 vor fi prezentate detaliile

referitoare la metodologia utilizată, care are la bază studiul ecuat, iilor de conservare la nivelul

micilor perturbat, ii (̂ın regim liniar). Excitat, iile helicalo-vorticale care apar ı̂n fluidul perfect

(subsec. 4.2) s, i ı̂n fluidul real (disipativ), la potent, iale chimice nule (subsec. 4.3). În ultimele

două sect, iuni, rezultatele sunt obt, inute analitic ı̂n limita temperaturilor mari. Pe viitor,

este necesară analiza cazului temperaturilor neglijabile (când efectele de degenerare sunt

importante), precum s, i analiza regimurilor intermediare, folosind o metodă numerică. Mai

multe detalii pot fi găsite consultând lucrarea [27].

4.1 Micile perturbat, ii

Presupunând că sistemul de coordonate este ales astfel ı̂ncât vectorul vorticitate să fie aliniat

axei z, facem presupunerea că sistemul este omogen ı̂n raport cu rotat, iile ı̂n jurul acestei

axe s, i deci vom considera că presupunerea simetriei axiale este validă. Plecând de la solut, ia

pentru starea ı̂n rotat, ie rigidă descrisă ı̂n preambulul acestei sect, iuni s, i analizată folosind

teoria cuantică de câmp ı̂n subsec. 2.4, vom considera mici perturbat, ii la nivelul vitezei,

densităt, ilor de sarcină s, i presiunii. Vom considera pentru simplitate că aceste perturbat, ii

se propagă doar de-a lungul axei z. În aproximat, ia liniară, perturbat, iile pot fi descompuse

folosind baza Fourier la nivel de moduri individuale, după cum urmeaza:

u = uΩ + δue−ik(vt−z)∂z, P = P0(1 + δTe−ik(vt−z)), Q` = Q`;0 + δQ`e
−ik(vt−z). (98)

Mai departe, analiza se va concentra asupra vecinătăt, ii imediate a axei de rotat, ie, când

ρΩ� 1, iar temperatura T va fi considerată semnificativ mai mare decât µ`;0 s, i Ω. În acest

regim, se obt, in următoarele expresii:

u '∂t + Ω∂ϕ + δu e−ik(vt−z)∂z, a '− ikvδu e−ik(vt−z)∂z,

ω 'Ω∂z + Ω δu e−ik(vt−z) (∂t − i
2
kvρ∂ρ

)
, τ '0. (99)
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Aceeas, i descompunere ı̂n raport cu modurile Fourier poate fi făcută s, i pentru densităt, ile de

sarcină, respectiv pentru presiune:

Q` =Q`;0 + δQ`e
−ik(vt−z), P =P0 + δP e−ik(vt−z). (100)

Mai sus s, i ı̂n cele ce urmează, indicele 0 denotă starea neperturbată (de fundal). Considerând

că derivatele s, i vorticităt, ii sunt

∇µu
µ =ike−ik(vt−z)δu,

∇µω
µ =− 2ikvΩe−ik(vt−z)δu,

ων∇νu
µ =ikΩe−ik(vt−z)δuδµz, (101)

ecuat, iile de conservare (102) se reduc la următoarele relat, ii:

∇µJ
µ
`

ike−ik(vt−z) =(Q` − 2vΩσω` )δu− vδQ` + Ωδσω` ,

∇νT
tν

ike−ik(vt−z) =(E + P − 3vΩκω)δu− vδE + Ωδκω,

− ∇νT
zν

ike−ik(vt−z) =[v(E + P )− 2Ωκω]δu− δP + vΩδκω. (102)

4.2 Fluide perfecte

Undele sonore se disting prin faptul că acestea se propagă ı̂n absent,a vorticităt, ii, drept

urmare sunt de ordinul 0 ı̂n raport cu Ω. Considerând următoarea dezvoltare ı̂n puteri ale

lui Ω,

v =v0 + v1Ω, δu =δu0 + δu1Ω,

δP =δP0 + δP1Ω, δQ` =δQ`;0 + δQ`;1Ω, (103)

ultimele două relat, ii ale ec. (102) pot fi exprimate ı̂n ordinul 0 după cum urmeaza:(
4P −3v0

4v0P −1

)(
δu0

δP0

)
= 0. (104)

Solut, iile netriviale se obt, in impunând anularea determinantului matricei din membrul stâng,

relevând astfel vitezele de propagare a sunetului ı̂n fluidul ultrarelativist:

va;±
0 = ± 1√

3
, δP a;±

0 = ±4P√
3
δu0. (105)

Mai sus, notat, ia ± indică faptul că sunt două moduri diferite cu ajutorul cărora se propagă

undelor sonore. Considerând ecuat, iile de conservare a sarcinilor [prima relat, ie din ec. (102)],

precum s, i ordinul 1 al ec. (102), se pot obt, ine expresii pentru amplitudinile fluctuat, iilor ı̂n
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densităt, ile de sarcină, precum s, i corect, ii de ordin superior ı̂n raport cu Ω pentru viteza de

propagare s, i pentru amplitudinea perturbat, iilor (mai multe detalii se găsesc ı̂n lucrarea [27]).

Deoarece undele vorticale nu pot exista ı̂n absent,a vorticităt, ii, este de as,teptat ca viteza

lor de propagare să fie cel put, in de ordinul 1 (liniară) ı̂n Ω. Conform notat, iei din ec. (103),

această presupunere implică v0 = 0, astfel ı̂ncât sectorul TEI al ec. (102) se reduce la:

δuv;∗
0 = δP v;∗

0 = δP v;∗
1 = 0, δuv;∗

1 = − 1

4P

∂κω

∂Q`

δQv;∗
`;0 = − 1

4P
δQv;∗

A;0, (106)

unde indicele superior v denotă cantităt, i referitoare la undele vorticale, iar stelut,a ∗ ∈
{±, A} este folosită pentru distingerea ı̂ntre cele două moduri helicalo-vorticale (±) s, i modul

chiralo-vortical. Vitezele de propagare ale modurilor vorticale pot fi obt, inute din ecuat, ia de

conservare a curent, ilor de sarcină, ec. (102):(
∂σω`
∂Q`′

− Q`

4P

∂κω

∂Q`′
− v1δ`,`′

)
δQv;∗

`′;0 = 0. (107)

Din ecuat, ia de mai sus, se vede că vitezele de propagare permise sunt valorile proprii ale

matricei W, definită prin

W`,`′ =

(
∂σω`
∂Q`′

)
P

− Q`

4P
δA,`′ . (108)

Ecuat, ia este dificil de rezolvat deoarece conductivităt, ile vorticale σω` sunt date ı̂n funct, ie de

potent, ialele chimice µ` ı̂n ec. (57), ı̂n timp ce pentru construct, ia matricii W este necesară

derivarea acestora ı̂n raport cu densităt, ile de sarcină. Pentru a putea obt, ine solut, ii analitice,

este convenabilă exprimarea vitezelor de propagare ca serii ı̂n puteri inverse ale temperaturii.

Pentru undele helicalo-vorticale, primul ordin nenul este T−1, caz ı̂n care se obt, ine:

vv;± = ±6 ln 2Ω

π2T
+O(Ω2,ΩT−2). (109)

Pentru unda chiralo-vorticală, contribut, ia dominantă la viteză este proport, ională cu T 2:

vv;A = − 9µAΩ

7π2T 2
. (110)

Este interesant că dacă mediul nu prezintă dezechilibru axial (µA = 0), unda chirală nu se

propagă.

Înaintea ı̂ncheierii acestei sect, iuni, este important de remarcat că undele vorticale au fost

intens studiate ı̂n absent,a sectorului helical. În lucrarea [69], Jiang et al. studiază propa-

garea excitat, iilor ı̂ntr-un mediu cu dezechilibru axial s, i vectorial, presupunând că sectorul

hidrodinamic este “̂ınghet,at” (δu = δT = 0). În absent,a gradelor de libertate referitoare la

viteză, temperatură s, i sarcină helicală, perturbat, iile se propagă exclusiv cu ajutorul sectoa-

relor axial s, i vectorial (AV ), astfel rezultând viteza

v±AV =
3Ω(µA ± µV )

π2T 2
. (111)
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Relat, ia de mai sus coincide cu cea prezentată ı̂n ec. (8) din lucrarea [69]. Ca s, i trăsătură

comună cu unda chiralo-vorticală prezentată ı̂n ec. (110), viteza este proport, ională cu puterea

ı̂ntâi a vorticităt, ii s, i invers proport, ională cu pătratul temperaturii. O diferent, ă importantă

ı̂nsă este faptul că viteza de propagare este determinată de combinat, ia µA±µV s, i deci rămâne

nenulă chiar s, i ı̂n absent,a dezechilibrului axial (când µA = 0).

Un alt exemplu este unda termică chirală, obt, inută ı̂n lucrarea [70] considerând că

fluctuat, iile ı̂n viteză, sarcină vectorială s, i sarcină helicală sunt ı̂nghet,ate (δu = δµV = δµH =

0). În acest caz, se obt, ine viteza de propagare

vCHW = ± Ω

πT

√
5

7
, (112)

care nu depinde deloc de potent, ialul chimic axial sau vectorial.

4.3 Fluide reale

În fluidele reale, mis,carea diferent, ială a straturilor alăturate de fluid suferă disipare. De

asemenea, gradient, ii de temperatură pot induce fluxuri de căldură, care disipează energia

termică dinspre zonele mai calde ı̂nspre cele mai reci. Aceste fenomene disipative pot fi

modelate prin adăugarea următorilor termeni ı̂n TEI, respectiv ı̂n curent, ii de sarcină:

Πµν
diss = η

(
∆µα∆νβ + ∆µβ∆να − 2

3
∆µν∆αβ

)
∇αuβ, nµ` = κ`∇µ

(µ`
T

)
, (113)

unde ∇µ = ∆µν∂ν s, i ∆µν = gµν − uµuν este proiectorul pe hipersuprafat,a ortogonală pe

uµ. Coeficient, ii de transport η (vâscozitatea dinamică) s, i κ` (conductivitatea termică) pot

fi obt, inut, i folosind teoria cinetică relativistă [71]:

η = τ
E + P

5
, κ` = τ

(
J+

10

3
− Q2

`T

E + P

)
, (114)

unde τ e timpul de relaxare s, i

J+
10 =

π2T 2 + 3µ2
`

π2T 2 + µ2
`

TQ`

µ`
. (115)

Impunând ca raportul η/s dintre vâscozitatea dinamică s, i densitatea de entropie

s =
E + P −Q · µ

T
, (116)

să fie constant, se obt, ine următoarea expresie pentru timpul de relaxare:

τ =
5η

sT

(
1− µ ·Q

E + P

)
. (117)
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La temperaturi mari, vâscozitatea este

η =
η

s

E + P −Q · µ
T

' η

s

7π2T 3

45
. (118)

T, inând cont de termenii disipativi, ecuat, iile de conservare ec. (102) devin

∇µJ
µ
`

ike−ik(vt−z) =(Q` − 2vΩσω` )δu− vδQ` − ikκ`δ
(µ`
T

)
+ Ωδσω` ,

∇νT
tν

ike−ik(vt−z) =(E + P − 3vΩκω)δu− vδE + Ωδκω,

− ∇νT
zν

ike−ik(vt−z) =

[
v(E + P )− 2Ωκω +

4iηk

3

]
δu− δP + vΩδκω. (119)

În cazul când potent, ialele chimice se anulează, µ`;0 = 0, densităt, iel de sarcină sunt nule

(Q`;0 = 0), ı̂n timp ce conductivităt, ile vorticale satisfac σωV ;0 = σωH;0 = κω = 0 s, i σωA;0 = T 2

6
.

Fluctuat, iile δP , δQ`, δσ
ω
` s, i δκω pot fi exprimate prin

δP =
7π2T 3

45
δT, δQ` =

T 2

3
δµ`,

δσωV/H =
2T ln 2

π2
δµH/V , δσωA =

T

3
δT, δκω =

T 2

3
δµA. (120)

În limita descrisă mai sus, ec. (119) devine

4P0 −3v Ω 0 0

4vP0 + 4iηk
3

−1 vΩ 0 0

−vΩT 2
0

3

ΩT 2
0

12P0
−v − 3ikκA

T 3
0

0 0

0 0 0 −v − 3ikκV
T 3
0

6Ω ln 2
π2T0

0 0 0 6Ω ln 2
π2T0

−v − 3ikκH
T 3
0




δu

δP

δQA

δQV

δQH

 = 0. (121)

Vitezele de propagare pot fi obtinute impunând anularea determinantului matricei din partea

stângă a semnului egal. Blocul 2 × 2 din stânga sus descrie undele sonore, ı̂n timp ce

blocul 2× 2 din dreapta jos descrie undele helicalo-vorticale. Elementul de pe pozit, ia (3, 3)

corespunde undei axiale vorticale. În ordinul 1 ı̂n raport cu vorticitatea Ω s, i cu coeficient, ii

de transport η s, i κA, se obt, in relat, iile:

va;± = ± 1√
3
− ikη

6P0

, vA = −3ikκA
T 3

0

, (122)

de unde se vede că modul axialo-vortical suferă atenuare exponent, ială. Propagarea undelor

helicalo-vorticale are loc cu vitezele

vv;± = −3ikv

2T 3
(κV + κH)±

√(
6Ω ln 2

π2T0

)2

−
[

3k

2T 3
(κV − κH)

]2

. (123)
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Din ecuat, ia de mai sus, reiese că undele helicalo-vorticale se pot propaga doar ı̂n cazul când

cantitatea de sub radical este pozitivă:

|Ω| >
∣∣∣∣ π2T0

6 ln 2
× 3k

2T 3
(κV − κH)

∣∣∣∣ (124)

5 Anomalii ı̂n electrodinamica cuantică cu vertex he-

lical

Anomaliile cuantice reprezintă violări ale legilor de conservare stabilite la nivelul teoriei

libere datorate interact, iunilor. Aceste violări pot fi evident, iate folosind teoria perturbat, iilor

considerând media pe vid a operatorilor de curent, i de sarcină, ı̂n prezent,a câmpurilor de

interact, iune clasice (externe). În cazul curentului axial, conservarea acestuia este violată la

nivelul diagramelor triunghiulare, reprezentând bucle cu trei vertexuri, dintre care cel put, in

unul este de tip axial (A), adică corespunde curentului axial. În teoria fermionilor cu simetrie

U(1)V × U(1)A (corespunzând transformărilor vectorială s, i axială), legea de conservare a

curentului axial este modificată după cum urmează [35, 44, 45]:

∂µĴ
µ
A =2iMΨ̂γ5Ψ̂ +AAV V +AAAA +AATT ,

AAV V =− e2
V

16π2
εµναβF V

µνF
V
αβ,

AAAA =− e2
A

48π2
εµναβFA

µνF
A
αβ,

AATT =
1

384π2
εµναβRλ

σµνR̃
σ
λαβ, (125)

unde F V
µν s, i FA

µν reprezintă tensorul câmpului electromagnetic, respectiv cel al câmpului

de interact, iune axial, iar eV s, i eA reprezintă sarcinile corespunzătoare. Mai sus, Rλ
σµν =

ΓλανΓ
α
σµ−ΓλαµΓασν + ∂νΓ

λ
σµ− ∂µΓλσν reprezintă tensorul Riemann, Γλαβ = 1

2
gλσ(∂βgσα +

∂αgσβ − ∂σgαβ) este simbolul Christoffel iar gµν e metrica spat, iu-timpului. Fiecare dintre

termenii de mai sus provine dintr-o diagramă triunghiulară, mai exact AAV V provine din

diagrama care are un vertex axial s, i două vertexuri vectoriale.

Pe lângă violarea legilor de conservare valide ı̂n teoria clasică, este cunoscut faptul că

anomaliile axiale s, i diagramele triunghiulare corespunzătoare sunt răspunzătoare pentru ge-

nerarea transportului anomal [29], generat de câmpuri electromagnetice externe [46, 47] sau

datorită vorticităt, ii mediului [48, 49, 50]. Să luăm ca exemplu conductivităt, ile vorticale din
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ec. (57) s, i (64):

σωV =
2µHT

π2
ln 2︸ ︷︷ ︸

HTV ?

+
µV µA
π2︸ ︷︷ ︸
AV V

, σωA =
T 2

6︸︷︷︸
ATT

+
µ2
V + µ2

A + µ2
H

2π2︸ ︷︷ ︸
AV V,AAA,AHH?

, σωH =
2µV T

π2
ln 2︸ ︷︷ ︸

HTV ?

+
µHµA
π2︸ ︷︷ ︸

AHH?

,

σωε =
µAT

2

3︸ ︷︷ ︸
ATT

+
4µV µHT

π2
ln 2︸ ︷︷ ︸

HTV ?

+
µ3
A + 3µ2

V µA + 3µAµ
2
H

3π2︸ ︷︷ ︸
AAA,AV V,AHH?

, (126)

unde termenii de ordin O(T−1) au fost omis, i. Fiecare contribut, ie din dreapta semnelor

egal poate fi corelată cu diagramele triunghiulare anomale, după cum se arată mai sus.

Contribut, iile care provin de la diagramele semnalate ı̂n ec. (125) sunt deja cunoscute [29, 51].

Restul termenilor care implică µH ı̂n partea dreaptă sau conductivitatea vorticală helicală σωH
ı̂s, i pot trage originea din noi diagrame anomale care implică vertexul helical, H. În particular,

termenii dominant, i din expresiile pentru σωV and σωH , ı̂mpreună cu al doilea termen care apare

ı̂n σωε par a semnala o anomalie la nivelul diagramei HTV , care implică vertexurile helical

(H), gravitat, ional (T ) s, i vectorial (V ). De asemenea, prezent,a lui µ2
H ı̂n expresia pentru σωA,

precum s, i termenul µAµ
2
H care apare ı̂n σωε ar putea fi generat, i datorită diagramei AHH.

6 Condit, ii pe frontieră pentru sisteme mezoscopice

Problema fundamentală adresată ı̂n această sect, iune este corelarea ı̂ntre parametrii frontierei

unui sistem mezoscopic (̂ın particular, a frontierei cilindrice) s, i proprietăt, ile acestui sistemul

ı̂n vecinătatea frontierei. Pe lângă parametrii intrinseci ai frontierei (temperatură, viteză de

rotat, ie, fluxuri de particule sau căldură), o deosebită important, ă o au condit,iile pe frontieră

impuse la nivelul sistemului.

Pentru câmpul Klein-Gordon, cele mai generale condit, ii pe frontieră care pot fi impuse

sunt cele de tip Robin [52], care au ca s, i cazuri particulare bine-cunoscutele condit, ii de tip

Dirichlet s, i von-Neumann. În cazul sistemului cilindric ı̂n rotat, ie, condit, iile Robin au un

parametru liber, notat cu Ψ, ı̂n funct, ie de care variază viteza s, i temperatua fluidului Klein-

Gordon ı̂n vecinătatea frontierei. Mai multe detalii despre rolul lui Ψ ı̂n cazul sistemului

cilindric ı̂n rotat, ie pot fi găsite ı̂n lucrarea [4], fiind diseminate s, i prin prezentarea orală [2].

Aceste rezultate sunt prezentate pe scurt ı̂n subsec. 6.1.

Subsect, iunea 6.2 se referă la modelele cinetice pentru sistemele alcătuite din fermioni s, i

bozoni. Studiul comportamentului acestui tip de sisteme poate fi relevant pentru ı̂nt,elegerea

fazei hidrodinamice a plasmei quarc-gluon, ı̂n care se poate presupune că dinamica este domi-

nată de câmpurile gluonice (având caracter bozonic) s, i de cele ale quarcurilor us,oare (având

caracter fermionic). În lucrarea [71], un model bazat pe aproximat, ia Anderson-Witting a

termenului de coliziune folosind timpul de relaxare a fost propus din punct de vedere teore-

tic, fiind relevate proprietăt, i neas,teptate ale coeficient, ilor de transport. În subsec. 6.2 sunt

prezentate câteva detalii referitoare la implementarea din punct de vedere numeric a acestor
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Figura 5: Geometria sistemelor ı̂n rotat, ie ı̂n jurul axei z, cu viteza unghiulară Ω = Ωk. Coor-
donatele cilindrice ρ, ϕ s, i z ale unui punct oarecare de coordonate (x, y, z) sunt reprezentate
schematic. Frontiera se găses,te la distant,a R de axa de rotat, ie.

modele. Rezultatele fac obiectul unui articol [30] care este momentan ı̂n lucru.

6.1 Condit, ii macroscopice pe frontieră ı̂n teoria cuantică de câmp

Să considerăm cazul câmpului Klein-Gordon ı̂n interiorul unui cilindru de rază R (sistemul

este reprezentat schematic ı̂n Fig. 5). Ne interesează să găsim o legătură ı̂ntre condit, iile

pe frontieră impuse pentru câmp s, i valoarea vitezei pe suprafat,a cilindrului, măsurată ı̂ntr-

o stare ı̂n rotat, ie rigidă cu viteza unghiulară Ω, corespunzătoare temperaturii β. Pentru

simplitate, păstrăm discut, ia la nivelul cuantelor fără masă. Folosind teoria cinetică a gazelor,

se observă că solut, ia corespunzătoare rotat, iei rigide este una de echilibru termodinamic

global, astfel ı̂ncât tensorul energie-impuls este cel corespunzător fluidului perfect:

T α̂γ̂RKT = (ERKT + PRKT)uα̂RKTu
γ̂
RKT + PRKTη

α̂γ̂, (127)

unde PRKT = 1
3
ERKT ı̂n cazul particulelor fără masă, iar uα̂RKT este cuadriviteza cores-

punzătoare rotat, iei rigide:

u0̂
RKT = ΓRKT, uρ̂RKT = 0, uϕ̂RKT = ΓRKTvRKT, uẑRKT = 0. (128)

Viteza vRKT corespunzătoare rotat, iei rigide cu viteză unghiulară Ω s, i factorul Lorentz ΓRKT

aferent sunt date prin:

vRKT = ρΩ, ΓRKT =
1√

1− v2
RKT

. (129)

Densitatea de energie ERKT are expresia:

ERKT =
π2Γ4

30β4
. (130)
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Solut, iile ecuat, iei Klein-Gordon sunt:

fj = Nj
e−iωjt+ikjz+imjϕ√

8π2ωj
Jmj(qjρ), (131)

unde qj =
√
ω2
j − k2

j este valoarea impulsului pe direct, ia radială, kj este impulsul de-a lungul

axei z, ωj este energia, mj este proiect, ia momentului cinetic pe axa z iar Nj este o constantă

de normare. Indicele j se referă la colect, ia numerelor cuantice care caracterizează solut, ia fj.

Pentru a asigura ortogonalitatea solut, iilor (131), trebuie satisfăcută relat, ia:

[qjRJ
′
mj

(qjR)] + ΨJmj(qjR) = 0. (132)

Relat, ia de mai sus defines,te condit, iile pe frontieră de tip Robin. Se recuperează condit, iile

Dirichlet când Ψ → ∞, respectiv condit, iile von Neumann pentru Ψ → 0. Pentru mj = m

fixat, ec. (132) admite o infinitate de solut, ii qj → qm,` (` = 1, 2, 3, . . . ) care formează o

mult, ime discretă.

Mediile componentelor TEI ı̂ntr-o stare ı̂n rotat, ie rigidă la temperatură finită se pot

calcula cu formula:

〈: Tα̂γ̂ :〉β;Ω =
∞∑

m=−∞

∞∑
`=1

∫ ∞
−∞

|Nkm`|2dk
12π2ωkm`(eβω̃km` − 1)

Fα̂γ̂, (133)

unde ω̃km` = ωkml − Ωm reprezintă energia măsurată de către observatorii aflat, i ı̂n rotat, ie

rigidă iar termenii Fα̂γ̂ au expresiile:

F0̂0̂ =
(
6ω2

km` + ρ−2m2 − q2
m`

)
J2
m(qm`ρ) + q2

m`J
′
m

2(qm`ρ),

Fϕ̂0̂ = −6ωkm`ρ
−1mJ2

m(qm`ρ),

Fρ̂ρ̂ =
(
−3ρ−2m2 + 3q2

m`

)
J2
m(qm`ρ) + 2qm`ρ

−1Jm(qm`ρ)J ′m(qm`ρ) + 3q2
m`J

′
m

2(qm`ρ),

Fϕ̂ϕ̂ =
(
5ρ−2m2 + q2

m`

)
J2
m(qm`ρ)− 2qm`ρ

−1Jm(qm`ρ)J ′m(qm`ρ)− q2
m`J

′
m

2(qm`ρ),

Fẑẑ =
(
6k2 − ρ−2m2 + q2

m`

)
J2
m(qm`ρ)− q2

m`J
′
m

2(qm`ρ). (134)

Pentru ca factorul Bose-Einstein (eβω̃km` − 1)−1 să nu diveargă, energia ω̃km` trebuie să

fie totdeauna pozitivă. Acest lucru trebuie asigurat prin condit, iile pe frontieră, ı̂n sensul că

Ψ trebuie ales astfel ı̂ncât ωkm` > Ωm pentru orice valori ale lui k, m s, i `, inclusiv când

k = 0 s, i ` = 1 (prima rădăcină). Drept urmare, avem de satisfăcut suplimentar condit, ia

qm,1 > mΩ. Se s,tie că pentru condit, iile Dirichlet (Ψ→∞) s, i von Neumann (Ψ = 0), relat, ia

qm,`R > m ≥ mΩR este totdeauna satisfăcută, unde ultima inegalitate este validă atunci

când ΩR ≤ 1 (suprafat,a ρΩ = 1 corespunde orizontului de rotat, ie, unde toate valorile medii

diverg deoarece viteza observatorilor ı̂n rotat, ie rigidă atinge viteza luminii). Explorările

numerice arată că valorile pozitive ale lui Ψ interpolează ı̂ntre zerorurile aferente condit, iilor

von Neumann s, i Dirichlet, asigurând condit, ia ω̃km` > 0, ı̂n timp ce pentru Ψ < 0, zerourile
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Figura 6: Dependent,a valorilor (a) vb s, i (b) Eb/Eb;RKT de Ψ pentru diverse valori ale
inversei temperaturii β pentru Ω = 0.5 s, i R = 1.

se deplasează spre stânga.

Pentru evaluarea vitezei v aferentă stării ı̂n rotat, ie rigidă, se poate utiliza reperul Landau,

definit prin:

T α̂γ̂u
γ̂ = −Euα̂, v =

uϕ̂

u0̂
, (135)

unde E este densitatea de energie Landau, uµ este viteza Landau iar v reprezintă analogul

cuantic al mărimii vRKT (129). Se poate arăta că ı̂ntre componentele TEI s, i v există relat, ia:

T 0̂ϕ̂ =
v

1 + v2
(T 0̂0̂ + T ϕ̂ϕ̂). (136)

Evaluând ec. (136) pe frontieră s, i impunând v(R) = vb, rezultă relat, ia:

Ψ =

3
∑
m,`

(
1 +

Ψ2 −m2

q2R2

)−1∫
dk

ω(eβω̃ − 1)

[
ωRm− vb (ω2R2 +m2)

1 + v2
b

]
vb

1 + v2
b

∑
m,`

(
1 +

Ψ2 −m2

q2R2

)−1 ∫
dk

ω(eβω̃ − 1)

, (137)

unde indicii m, ` s, i k au fost suprimat, i pentru a nu ı̂ncărca expresia. Ecuat, ia de mai sus

permite determinarea iterativă a lui Ψ, pornind de la o valoare test Ψ(0), care se introduce ı̂n

membrul drept al egalităt, ii pentru a obt, ine ı̂n membrul stâng o nouă valoare Ψ(1). La iterat, ia

n, se introduce Ψ(n−1) ı̂n membrul drept s, i se obt, ine ı̂n membrul stâng Ψ(n). Algoritmul atinge

convergent,a când ∣∣Ψ(n) −Ψ(n−1)
∣∣ < ε, (138)

unde ε = 0.001. Rezultatul aplicării algoritmului de mai sus se poate vedea ı̂n Fig. 6, unde

sunt reprezentate dependent,ele vitezei pe perete vb s, i a raportului Eb/Eb;RKT de Ψ pentru

trei valori ale lui β. Se poate observa că vb < ΩR = 0.5 pentru toate valorile lui Ψ ≥ 0.

Alegerea lui Ψ nu influent,ează doar valoarea vitezei pe frontieră (vb), ci s, i profilele com-

ponentelor TEI. În Fig. 7(a) s, i 7(b) se pot vedea comportamentele energiei Landau E s, i
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Figura 7: Profilele (a) energiei Landau E s, i (b) vitezei azimutale v ca funct, ie de ρ/R pentru
diferite valori ale lui Ψ. Rezultatele obt, inute cu teoria cinetică relativistă ERKT (130) s, i
vRKT = ρΩ (129) sunt reprezentate folosind linii continue de culoare mov. Valorile parame-
trilor sunt Ω = 0.5, R = 1 s, i β = 0.5.

vitezei azimutale v (135) pentru Ψ = 0 (condit, ii von Neumann), Ψ =∞ (condit, ii Dirichlet)

s, i pentru valori speciale ale lui Ψ, alese pentru cazul (a) astfel ı̂ncât raportul Eb/Eb;RKT să

fie egal cu 0.5, 1 s, i 1.5. Pentru cazul (b), sau ales valori ale lui Ψ astfel ı̂ncât vb = 0.2, 0.3

s, i 0.4. În ambele cazuri, R = 1, Ω = 0.5 s, i β = 0.5. Cazul corespunzător lui Ψ = 0 iese ı̂n

evident, ă printr-o cres,tere semnificativă a energiei ı̂n vecinătatea frontierei, ı̂n timp ce viteza

Landau depăs,es,te predict, ia teoriei cinetice a gazelor (vb > ΩR).

6.2 Model cinetic pentru sistemul format din quarcuri s, i gluoni

Rezultatele preliminare prezentate ı̂n cadrul acestei sect, iuni fac obiectul unui articol ı̂n lucru

[30].

Un sistem compus din particule bozonice (gluonii), distribuite conform functiei f̃g, precum

si din particule s, i antiparticule fermionice (quarcurile s, i antiquarcurile), distribuite conform

funct, iilor f̃q s, i f̃q, poate fi modelat folosind ecuat, ia Boltzmann relativistă:

p̃µ∂̃µ

f̃qf̃q
f̃g

 =
p̃ · ũ
c̃2τ̃A-W

f̃q − f̃
(0)
q

f̃q − f̃ (0)
q

f̃g − f̃ (0)
g

 , (139)

unde τ̃A-W reprezintă timpul de relaxare ı̂ntrebuint,at ı̂n modelul Anderson-Witting pentru in-

tegrala de coliziune. Distribut, iile la echilibru termodinamic corespunzătoare quarcurilor f̃
(0)
q

s, i antiquarcurilor (f̃
(0)
q ) corespund statisticii Fermi-Dirac, ı̂n timp ce distribut, ia la echilibru
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termodinamic a gluonilor f̃
(0)
g corespunde statisticii Bose-Einstein, după cum urmează:1

f̃ (0)
q =

gq

(2π~̃)3

[
exp

(
− p̃ · ũ
k̃BT̃

− α
)

+ 1

]−1

,

f̃
(0)
q =

gq

(2π~̃)3

[
exp

(
− p̃ · ũ
k̃BT̃

+ α

)
+ 1

]−1

,

f̃ (0)
g =

gg

(2π~̃)3

[
exp

(
− p̃ · ũ
k̃BT̃

)
− 1

]−1

. (140)

Mai sus, α = µ̃/k̃BT̃ reprezintă raportul dintre potent, ialul chimic µ̃ s, i energia termică k̃BT̃ ,

ı̂n timp ce ũ reprezintă cuadriviteza ı̂n reperul Landau. Semnul lui α este pozitiv pentru

leptoni (quarcuri) s, i negativ pentru anti-leptoni (antiquarcuri). Presupunem că potent, ialul

chimic aferent gluonilor se anulează. Factorii de degenerare pentru gluoni s, i quarcuri sunt

gg = 2×8 = 16 s, i gq = 6Nf , unde Nf reprezintă numărul de arome (considerăm doar cazurile

Nf = 2 s, i 3). Definind cuadricurentul Ñµ s, i tensorul energie-impuls T̃ µν prin:

Ñµ =c̃

∫
d3p̃

p̃0
p̃µ(f̃q − f̃q),

T̃ µν =c̃

∫
d3p̃

p̃0
p̃µp̃ν(f̃q + f̃q + f̃g), (141)

ecuatiile de conservare ∇̃µÑ
µ = 0 s, i ∇̃νT̃

µν = 0 sunt garantate când ũ reprezintă viteza ı̂n

reperul Landau, mai exact atunci când:

T̃ µν ũ
ν = −Ẽũµ. (142)

Mai mult, cantităt, ile ñ(0) s, i Ẽ(0) corespunzătoare echilibrului sunt egale cu ñ s, i Ẽ = 3P̃ .

Aceste egalităt, i implică

ñ =
αgq
6

(
k̃BT̃

c̃~̃

)3(
1 +

α2

π2

)
,

P̃ =
ñk̃BT̃

α(π2 + α2)

[
(7gq + 4gg)π

4

60gq
+
α2π2

2
+
α4

4

]
=

~̃c̃
6π2

(
k̃BT̃

~̃c̃

)4 [
π4

60
(7gq + 4gg) +

gq
4

(α4 + 2α2π2)

]
. (143)

1În această sect, iune, signatura metricii este (−,+,+,+).
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Densitatea de entropie se poate calcula folosind formulele [20, 71]:

s̃ =

(
Ẽ + P̃

ñk̃BT̃
− α

)
k̃Bñ

=k̃B

(
k̃BT̃

~̃c̃

)3 [
π2

90
(7gq + 4gg) +

gq
6
α2

]
. (144)

Notând cu P̃ref s, i T̃ref presiunea s, i temperatura de referint, ă, densitatea de referint, ă poate

fi introdusă prin relat, ia

ñref =
P̃ref

k̃BT̃ref

. (145)

Notăm cu α0 valoarea lui α corespunzătoare cazului când P̃ = P̃ref s, i T̃ = T̃ref. E convenabilă

introducerea notat, iei:

A0 ≡
π4

60
(7gq + 4gg) +

gq
4

(α4
0 + 2α2

0π
2)

=
6π2P̃ref

k̃BT̃ref

(
~̃c̃

k̃BT̃ref

)3

. (146)

Cea de-a doua egalitate poate fi considerată ca o definit, ie a lui α0. Cu ajutorul definit, iilor

de mai sus, ñ, P̃ s, i s̃ pot fi scrise ı̂n formă adimensională după cum urmează:

n =
gq
A0

α(π2 + α2)T 3,

P =
1

A0

[
π4

60
(7gq + 4gg) +

gq
4

(α4 + 2α2π2)

]
T 4,

s =
6π2

A0

[
π2

60
(7gq + 4gg) +

gq
6
α2

]
T 3. (147)

Funct, iile de distribut, ie pot fi adimensionalizate ı̂n raport cu f̃ref = ñrefc̃
3/(k̃BT̃ref)

3, după cum

urmează:

f (0)
q =

3gq
4πA0

[
exp

(
−α− p · u

T

)
+ 1
]−1

,

f
(0)
q =

3gq
4πA0

[
exp

(
α− p · u

T

)
+ 1
]−1

,

f (0)
g =

3gg
4πA0

[
exp

(
−p · u

T

)
− 1
]−1

. (148)

Mai sus, impulsul a fost adimensionalizat ı̂n raport cu

p̃ref =
k̃BT̃ref

c̃
. (149)

Pentru sisteme care sunt aproape de echilibrul termodinamic local, procedura Chapman-
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Enskog permite exprimarea curentului de difuzie Jµ prin relat, iile:

Jµ =− λcharge∆
µν∇να

=− λheat∆
µν

(
∇νT −

T

4P
∇νP

)
, (150)

unde λcharge e difusivitatea de sarcină iar λheat e conductivitatea termică. Contribut, ia anizo-

tropă la presiune, Πµν , poate fi scrisă după cum urmează:

Πµν = −2η∇〈µuν〉, (151)

unde η e coeficientul de vâscozitate dinamică. Mai departe, prezentăm o analiză a coeficient, ilor

de transport λcharge, λheat s, i η prin prisma procedurii Chapman-Enskog.

Utilizăm descompunerea f = f (0) + δf a funct, iei de distribut, ie, unde considerăm că δf

e o perturbătie mică atunci când sistemul e aproape de echilibru. Prin varianta simplificată

a procedurii Chapman-Enskog, δf poate fi obt, inut sub forma [20]:

δf =
τA-W

p · u
pµ∂µf '

τA-W

p · u
pµ∂µf

(0), (152)

unde am presupus că produsul τA-Wδf este neglijabil. Deoarece δNµ = Nµ − Nµ
(0) = Jµ s, i

δT µν = T µν − T µν(0) = Πµν , cantităt, ile de neechilibru pot fi obt, inute folosind formulele:

Jµ =

∫
d3p

p0
pµ(δfq − δfq) ' −τA-W

[
∂λT

µλ
1;− − (∂λuκ)T

µλκ
2;−

]
,

Πµν =

∫
d3p

p0
pµpν(δfq + δfq + δfg) ' −τA-W

[
∂λT

µνλ
1;+ − (∂λuκ)T

µνλκ
2;+

]
, (153)

unde notat, ia T
α1α2...αk
n;± se referă la următoarele integrale [72]:

Tα1...αk
n;− =

∫
d3p

p0

pα1 · · · pαk
(−p · u)n

[f (0)
q − f

(0)
q ],

Tα1...αk
n;+ =

∫
d3p

p0

pα1 · · · pαk
(−p · u)n

[f (0)
q + f

(0)
q + f (0)

g ]. (154)

Pentru calculul lui Jµ s, i Πµν sunt utile următoarele rezultate:

T µλ1;− =
n

3

(
4uµuλ + ηµλ

)
,

T µλκ2;− =
n

3
[6uµuλuκ + (uµηλκ + uληµκ + uκηµλ)],

T µνλ1;+ =P [6uµuνuλ + (uµηνλ + uνηµλ + uληµν)],

T µνλκ2;+ =
P

5
[48uµuνuλuκ + (ηµνηλκ + ηµληνκ + ηµκηνλ)

+ 6(uµuνηλκ + uµuληνκ + uµuκηνλ

+ uνuληµκ + uνuκηµλ + uλuκηµν)]. (155)
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După put, in calcul, se obt, in următoarele rezultate:

Πµν '− τA-W

{
(4uµuν + ηµν)DP + (uµ∆νλ

+ uν∆µλ)∂λP +
4P

5
[6∂λ(u

µuνuλ)

+ ∂νuµ + ∂µuν + ηµν∂λu
λ]
}
,

Jµ '− τA-W

[
∂λ(nu

µuλ) +
1

3
∆µλ∂λn

]
. (156)

Pentru obt, inerea relat, iilor constitutive, se utilizează forma ecuat, iilor de conservare cores-

punzătoare fluidului perfect pentru a obt, ine:

∂λ(nu
µuλ) 'nDuµ,

Duµ '− 1

E + P
∆µν∂νP,

DP =− 1

3
(E + P )∂µu

µ. (157)

Rezultă [71]:

Jµ = −λcharge∆
µν∂να, Πµν = −2η∂<µuν>, (158)

unde conductivitatea de sarcină λcharge s, i vâscozitatea dinamică η sunt

λcharge =
τA-Wn

12
∂α ln

(
n4

P 3

)
, η =

4τA-WP

5
. (159)

Efectuând derivata după α, se obt, ine:

λcharge = nτA-W

[
π2 + 3α2

3α(π2 + α2)
− nT

4P

]
, (160)

Mai departe, observând că

∂να = −E + P

nT

(
∂νT

T
− ∂νP

E + P

)
, (161)

se poate obt, ine următoarea relat, ie pentru λheat:

λheat = λcharge

(
E + P

nT

)2

(162)

După un mic calcul, rezultă:

λheat =
4τA-WP

T

[
4gqPT

2

3A0n2
(π2 + 3α2)− 1

]
. (163)

Pentru simularea plasmei quarc-gluon, raportul dintre vâscozitatea dinamică s, i densi-

45



tatea de entropie trebuie ment, inut la o valoare constantă. Acest lucru se poate realiza

implementând timpul de relaxare după cum urmează:

τA-W =
τA-W;0

T

π2

90
(7gq + 4gg) + gq

6
α2

π4

90
(7gq + 4gg) + gq

4
(α4 + 2α2π2)

, (164)

unde

τA-W;0 =
15π2~̃
2k̃BT̃ref

(η/s). (165)

În cazul ı̂n care sistemul quarc-antiquarc-gluon este implementat folosind statistica necu-

antică dată de distribut, ia Maxwell-Jüttner la potent, ial chimic finit, populat, iile la echilibru

se ı̂nlocuiesc cu

f̃ (0)
q =

gq

(2π~̃)3
exp

(
α +

p̃ · ũ
k̃BT̃

)
,

f̃
(0)
q =

gq

(2π~̃)3
exp

(
−α +

p̃ · ũ
k̃BT̃

)
,

f̃ (0)
g =

gg

(2π~̃)3
exp

(
p̃ · ũ
k̃BT̃

)
, (166)

unde ñ(0) s, i Ẽ(0) corespunzătoare distribut, iilor de echilibru trebuie să fie egale cu ñ s, i Ẽ = 3P̃ .

Acest lucru e posibil atunci când sunt satisfăcute relat, iile de mai jos:

ñ =
2gq sinhα

π2

(
k̃BT̃

~̃c̃

)3

,

P̃ =
2gq coshα + gg

2gq sinhα
ñk̃BT̃

=
~̃c̃
π2

(2gq coshα + gg)

(
k̃BT̃

~̃c̃

)4

. (167)

Densitatea de entropie pentru statistica Maxwell-Jüttner este [20, 71]:

s̃ =

(
Ẽ + P̃

ñk̃BT̃
− α

)
k̃Bñ

=
k̃B
π2

[4(2gq coshα + gg)− 2gqα sinhα]

(
k̃BT̃

~̃c̃

)3

. (168)

Notând cu P̃ref s, i T̃ref o presiune s, i o temperatură de referint, ă, se pot introduce notat, ia

A0 ≡2gq coshα0 + gg

=
π2P̃ref

k̃BT̃ref

(
~̃c̃

k̃BT̃ref

)3

, (169)
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unde α0 e valoarea lui α pentru care P̃ = P̃ref s, i T̃ = T̃ref. Notând cu ñref densitatea de

referint, ă din Eq. (145), formele adimensionale ale lui ñ, P̃ s, i s̃ pot fi exprimate după cum

urmează:

n =
2gq
A0

T 3 sinhα,

P =
T 4

A0

(2gq coshα + gg),

s =
T 3

A0

[4(2gq coshα + gg)− 2gqα sinhα] . (170)

Adimensionalizând funct, iile de distribut, ie ı̂n raport cu f̃ref = ñrefc̃
3/(k̃BT̃ref)

3, se obt, ine:f
(0)
q

f
(0)
q

f
(0)
g

 =
1

ñref

(
k̃BT̃ref

2π~̃c̃

)3
 gqe

α

gqe
−α

gg

 ep·u/T . (171)

Având ı̂n vedere că

∂να = −E + P

nT

(
∂νT

T
− ∂νP

E + P

)
, (172)

conductivitatea termică λheat ı̂n modelul Maxwell-Jüttner este:

λheat =λcharge

(
E + P

nT

)2

=
τA-W(E + P )

3T tanhα

(
E + P

nT
− 3 tanhα

)
. (173)

Important,a relativă a conductivităt, ilor de sarcină s, i de căldură ı̂n raport cu vâscozitatea

dinamică poate fi estimată prin raporturile de mai jos:

T

η
λcharge =

5

12

coshα

coshα + gg/2gq

(
1− 3

4

sinhα tanhα

coshα + gg/2gq

)
,

T

η
λheat =

20 coshα

3 sinh2 α

(
coshα +

gg
2gq
− 3 sinh2 α

4 coshα

)
. (174)

Pentru valori mici ale lui α, densitatea de sarcină ñ s, i presiunea P̃ : satisfac:

ñ ' 2gqα

π2

(
k̃BT̃

~̃c̃

)3

, P̃ ' (2gq + gg)
~̃c̃
π2

(
k̃BT̃

~̃c̃

)4

. (175)

Se observă că n→ 0 ı̂n absent,a potent, ialului chimic al quarcurilor (când α→ 0). Presiunea

totală ı̂n modelul bazat pe statistica Maxwell-Jüttner ı̂n limita α→ 0 este egală cu presiunea
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gazului ideal cu 2gq + gg grade de libertate. Mai mult, ec. (174) se reduce la

T

η
λcharge =

5

12

1 +O(α2)

1 + gg/2gq
,

T

η
λheat =

20

3α2

[
1 +

gg
2gq

+O(α2)

]
. (176)

În timp ce λchargeT/η atinge o valoare constantă când α → 0, raportul λheatT/η diverge

precum inversul pătratului lui α. Acest comportament a fost pus ı̂n evident, ă ı̂n [71] ı̂n

cazul modelului bazat pe statisticile Fermi-Dirac s, i Bose-Einstein. Mai mult, este ı̂n mod

surprinzător ı̂n concordant, ă calitativă cu comportamentul evident, iat ı̂n [73] ca s, i analog al

legii Wiedemann-Franz, obt, inut ı̂n cadrul corespundent,ei AdS/CFT.

În limita α→∞, contribut, ia antiquarcurilor este suprimată exponent, ial, iar contribut, ia

gluonilor devine neglijabilă, după cum indică comportamentul asimptotic al lui ñ s, i P̃ :

ñ =
gq
π2

(
k̃BT̃

~̃c̃

)3

eα, P̃ = ñk̃BT̃ . (177)

Drept urmare, densitatea de sarcină cres,te liniar cu fugacitatea, eα, iar ecuat, ia de stare a

gazului ideal este recuperată. Mai mult, ec. (174) se reduce la:

T

η
λcharge →

5

48
,

T

η
λheat →

5

3
. (178)

Cum de altfel a fost remarcat s, i ı̂n [71], conductivitatea de sarcină devine independentă

de numărul de arome, ı̂n timp ce conductivitatea termică continuă să depindă de acest

parametru. Obt, inem că atât Tλcharge/η cât s, i Tλheat/η tind spre valori constante nenule când

α→∞, ceea ce contrastează cu rezultatele obt, inute ı̂n [71] folosind statistica cuantică, unde

ambele rapoarte se anulează ı̂n această limită.

Rapoartele T
η
λcharge s, i

T
η
λheat obt, inute ı̂n ec. (174) sunt reprezentate ı̂n Fig. 8 folosind linii

continue pentru Nf = 2 (2 arome) s, i Nf = 3 (3 arome). Pentru evident, ierea comportamen-

tului lui T
η
λheat atât la valori mici, cât s, i la valori mari ale lui α, raportul este ı̂nmult, it cu

tanh2 α, astfel compensând divergent,a din limita α → 0. Valorile limită pentru valori mici

s, i mari ale lui α, obt, inute ı̂n ec. (176) s, i (178), sunt reprezentate folosind linii punctate.

Impunând o valoare constantă a raportului η/s, se poate obt, ine următoarea expresie

pentru timpul de relaxare τA-W:

τA-W =
τA-W;0

T

(
1− α

4

2gq sinhα

2gq coshα + gg

)
,

τA-W;0 =
5~̃c̃(η/s)
k̃BT̃refL̃ref

. (179)

Din formula de mai sus se vede că restrict, ia |α| . 4.09141 trebuie impusă pentru ca τA-W

să rămână pozitiv. În restul acestei sect, iuni, considerăm doar cazul când k̃BT̃ = 600 MeV
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Figura 8: Fract, iile (a) Tλcharge/η s, i (b) (Tλheat/η) tanh2 α reprezentate ı̂n raport cu α =
µ/T . Liniile continue reprezintă rezultatele analitice (174) pentru Nf = 2 s, i Nf = 3.
Liniile punctate corespund limitelor date ı̂n ec. (176) s, i (178) pentru valori mici, respectiv
mari ale lui α. Fract, ia corespunzătoare lui λheat e ı̂nmult, ită cu tanh2 α pentru eliminarea
comportamentului divergent ı̂n limita α→ 0.

s, i (η/s) = 1/4π, iar α variază ı̂ntre 0 s, i 4. Lungimea de referint, ă este variată ı̂ntre 1 fm ≤
L̃ref ≤ 10 fm.

Modelul bazat pe statistica Maxwell-Jüttner are remarcabila proprietate că, pentru valori

mici ale lui α = µ/T , raportul T
η
λheat diverge precum α−2, astfel recuperând legea dată ı̂n

ec. (5.6) a referint,ei [73] (obtinută ı̂n cadrul corespondent,ei AdS/CFT), precum s, i ı̂n ec. (33)

din referint,a [71]. Deoarece modelul considerat aici este bazat pe statistica Maxwell-Jüttner,

comportamentul gazului ideal este atins când α→∞. Aceasta implică că raportul Tλheat/η

tinde către valoarea constantă 5/3. Aceasta este una dintre diferent,ele majore ale modelului

descris mai sus s, i cel propus ı̂n [71]. O altă limitare majoră a modelului bazat pe statistica

Maxwell-Jüttner este că densitatea de entropie (170) devine negativă la valori mari ale lui

α, ceea ce implică faptul că raportul η/s nu poate fi ment, inut constant când α depăs,es,te

valoarea α0 ' 4.09, iar s se apropie de valoarea 0. În particular, rezultatele obt, inute cu

modelul acesta nu pot fi considerate realiste când α & 1.

În cele ce urmează, vom discuta nis,te rezultate numerice obt, inute folosind modelul Lattice

Boltzmann dezvoltat ı̂n lucrarea [74]. Pentru extragerea coeficient, ilor de transport folosind

simulări numerice, am considerat problema atenuării undelor longitudinale discutată ı̂n [19].

Mai exact, considerăm o undă armonică având vectorul de unde k = 2π/L care se propagă

de-a lungul direct, iei z ı̂ntr-un domeniu infinit având periodicitatea L. Se presupune că

sistemul e omogen ı̂n raport cu direct, iile transversale x s, i y. Considerăm descompunerea

n = n0 + δn, P = P0 + δP, (180)

unde perturbat, iile δn s, i δP sunt considerate mici, având acelas, i ordin de mărime ca s, i viteza

β = u/c� 1.
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Figura 9: Timpii de atenuare a undelor longitudinale init, ializate conform (a) δn0 = δP0 = 0
s, i β0 = 10−3; s, i (b) δn0/n0 = 10−3, δP0 = 0 s, i β0 = 0, reprezentate ı̂n raport cu α.

Timpii de atenuare τη s, i τλ, definit, i ca durata după care amplitudinea undei longitudinale

scade cu factorul e (baza logaritmului natural), sunt reprezentat, i ı̂n Fig. 9. Se observă o

divergent, ă a acestor timpi ı̂n limita când α → 4, adică atunci când timpul de relaxare

τA−W → 0. De asemenea, se observă că pentru valori fixate ale lui α, timpul de atenuare

scade considerabil pe măsură ce lungimea de undă L scade, ceea ce indică o disipare crescută

ı̂n acest regim.

7 Stări termice pe spat, ii curbe

Ultima sect, iune a acestui raport prezintă detalii referitoare la utilizarea formalismului teoriei

de câmp la temperaturi finite pentru analiza stărilor termice pe spat, ii curbe. Datorită

important,ei sale prin prisma corespondent,ei adS/CFT, rezultatele prezentate ı̂n această

sect, iune se concentrează pe stările termice pe spat, iul anti-de Sitter (adS). În subsec. 7.1 sunt

discutate proprietăt, ile bozonilor Klein-Gordon s, i ale fermionilor Dirac la temperatură finită

pe spat, iul adS, luându-se ca reper teoria cinetică relativistă pentru particulele care urmează

statistica cuantică aferentă câmpului studiat. Rezultatele acestea au fost diseminate prin

lucrarea [1] s, i prin prezentarea de tip poster [5]. Pentru cazul sistemelor ı̂n rotat, ie, rezultatele

diseminate prin prezentarea [6] s, i ı̂n lucrarea [10] sunt prezentate pe scurt ı̂n subsec. 7.2.

7.1 Stări termice statice pe spat, iul anti-de Sitter

Materialul din această subsect, iune rezumă pe scurt rezultatele discutate ı̂n lucrarea [1].

Spat, iul anti-de Sitter reprezintă o solut, ie de vid a ecuat, iilor Einstein corespunzătoare unei

constante cosmologice negative. La fel ca s, i spat, iul Minkowski, spat, iul adS este maximal

simetric, admit, ând 10 vectori Killing liniar independent, i. Metrica pe acest spat, iu poate fi
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pusă sub forma:

ds2
adS = a2 sec2 ρ

[
−dτ 2 + dρ2 + sin2 ρ

(
dθ2 + sin2 θ dϕ2

)]
. (181)

Distant,a cea mai scurtă dintre două puncte cu coordonatele x s, i x′ este dată de intervalul

geodetic sadS(x, x′), care satisface:

cos
(sadS

a

)
=

cos ∆τ

cos ρ cos ρ′
− cos γ tan ρ tan ρ′, (182)

unde ∆τ = τ − τ ′ iar γ reprezintă unghiul dintre vectorii x s, i x′:

cos γ =
x · x′

ρρ′
. (183)

Stările termice clasice pot fi caracterizate folosind teoria cinetică relativistă. În cazul

particulelor bosonice, se obt, in relat, iile:

ES,RKT
adS (β)− 3P S,RKT

adS (β) =
m3 cos ρ

2π2β

∞∑
j=1

1

j
K1

(
mjβ

cos ρ

)
,

P S,RKT
adS (β) =

m2 cos2 ρ

2π2β2

∞∑
j=1

1

j2
K2

(
mjβ

cos ρ

)
, (184)

ı̂n timp ce pentru particulele fermionice se obt, in expresiile:

EF,RKT
adS (β)− 3P F,RKT

adS (β) =
2m3 cos ρ

π2β

∞∑
j=1

(−1)j−1

j
K1

(
mjβ

cos ρ

)
,

P F,RKT
adS (β) =

2m2 cos2 ρ

π2β2

∞∑
j=1

(−1)j−1

j2
K2

(
mjβ

cos ρ

)
. (185)

În cazul particulelor fără masă, relat, iile (184) s, i (185) se reduc la:

ES,RKT
adS (β)

⌋
m=0

=
π2 cos4 ρ

30β4
, EF,RKT

adS (β)
⌋
m=0

=
7π2 cos4 ρ

60β4
. (186)

Pentru studiul stărilor termice folosind teoria cuantică de câmp, se construiesc prima

dată funct, iile Green ale lui Feynman pentru starea de vid, rezolvând formele neomogene ale

ecuat, iilor Klein-Gordon s, i Dirac:

(�−m2 − ξR)GadS
vid (x, x′) =

δ4(x− x′)√
−g

,

(i /D −m)SadS
vid (x, x′) =

δ4(x− x′)√
−g

, (187)

unde R = −12/a2 este scalarul Ricci iar ξ este o constantă de cuplaj (ξ = 0 corespunde
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cuplajului minimal iar ξ = 1/6 corespunde cuplajului conform).

În cazul câmpului Klein-Gordon, se obt, ine relat, ia [75]:

− iGadS
vid (x, x′) = CS

[
− sin

(sadS

2a

)]−3−2η

× 2F1

[
3

2
+ η,

1

2
+ η; 1 + 2η; cosec2

(sadS

2a

)]

unde constanta CS este

CS = − 1

8πa2

Γ(−2η)

Γ
(

3
2
− η
)

Γ
(

1
2
− η
) (1

4
− η2

)
tan (πη) (188)

iar parametrul η depinde de masa cuantelor:

η =

√
m2a2 + ξRa2 +

9

4
. (189)

În cazul câmpului Dirac, se obt, ine:

iSadS
vid (x, x′) = [AF (sadS) + BF (sadS)/n] Λ(x, x′), (190)

unde /n = γα̂nα̂, iar nα̂ = ∂α̂sadS reprezintă tangenta ı̂n punctul x la geodezica care leagă

punctul x de x′. În mod similar, nα̂′ = ∂α̂′sadS este tangenta ı̂n punctul x′ la aceeas, i geodezică.

Bispinorul transportului paralel Λ(x, x′) are expresia [76]

Λ(x, x′) =
sec sadS

2a√
cos(ρ/a) cos(ρ′/a)

[

cos
∆t

2a

(
cos

ρ

2a
cos

ρ′

2a
+ sin

ρ

2a
sin

ρ′

2a

x · γ
ρ

x′ · γ
ρ′

)
+ sin

∆t

2a

(
sin

ρ

2a
cos

ρ′

2a

x · γ
ρ

γ 0̂ + sin
ρ′

2a
cos

ρ

2a

x′ · γ
ρ′

γ 0̂

)]
. (191)

Funct, iile AF s, i BF depind doar de sadS, după cum urmează:

AF (sadS) =
Γ (2 +ma)

16π
3
2a34maΓ

(
1
2

+ma
) cos

(sadS

2a

) [
− sin2

(sadS

2a

)]−2−ma

×2F1

[
1 +ma, 2 +ma; 1 + 2ma; cosec2

(sadS

2a

)]
, (192)

BF (sadS) =
iΓ (2 +ma)

16π
3
2a34maΓ

(
1
2

+ma
) sin

(sadS

2a

) [
− sin2

(sadS

2a

)]−2−ma

×2F1

[
ma, 2 +ma; 1 + 2ma; cosec2

(sadS

2a

)]
. (193)
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Figura 10: Densitatea de energie E
S/F,QFT/RKT
adS pentru câmpul scalar cuplat conform (a) s, i

minimal (b), respectiv pentru câmpul Dirac (c). Raza de curbură a spat, iului adS este fixată
la a = 1. Figurile prezintă patru seturi de date, corespunzând diferitelor valori ale inversului
temperaturii β. Liniile continue reprezintă rezultatele (196, 197, 200), obt, inute folosind
teoria cuantică de câmp. Liniile punctate reprezintă rezultatele (186) obt, inute folosind teoria
cinetică relativistă.
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Construct, ia stărilor termice se face pornind de la funct, ia Green a lui Feynman pentru o

stare la temperatura β−1:

GadS
β (x, x′) =

∞∑
j=−∞

GadS
vac (τ + ijβ̄,x; τ ′,x′), (194)

SadS
β (x, x′) =

∞∑
j=−∞

(−1)jSadS
vac (τ + ijβ̄,x; τ ′,x′), (195)

unde β̄ = β/a. Expresiile pentru componentele tensorului energie-impuls sunt complicate,

de aceea mai jos e reprodusă doar expresia pentru densitatea de energie. În cazul câmpului

Klein-Gordon fără masă cuplat minimal (ξ = 0), se obt, ine:

ES,QFT
adS,cc (β) =

cos4 ρ

192π2a4

∞∑
j=1

Ecc[
cos(2ρ) + cosh(jβ̄)

]3
sinh4

(
jβ̄
2

) , (196)

ES,QFT
adS,mc(β) =

cos6 ρ

8π2a4

∞∑
j=1

Emc[
cos(2ρ) + cosh(jβ̄)

]3
sinh4

(
jβ̄
2

) , (197)

unde

Ecc = 3 cos (6ρ)
[
2 + cosh

(
jβ̄
)]

+ 18 cos (4ρ) cosh
(
jβ̄
) [

2 + cosh
(
jβ̄
)]

+ cos(2ρ)
[
44 + 51 cosh

(
jβ̄
)

+ 30 cosh
(
2jβ̄
)

+ 10 cosh
(
3jβ̄
)]

+31 + 33 cosh
(
jβ̄
)

+ 15 cosh
(
2jβ̄
)

+ 11 cosh
(
3jβ̄
)
, (198)

Emc =
1

2
cos (4ρ)

[
1 + 2 cosh

(
jβ̄
)]

+ 3 cos (2ρ)
[
1 + cosh

(
2jβ̄
)]

−2 + 5 cosh
(
jβ̄
)

+
3

2
cosh

(
2jβ̄
)
. (199)

Pentru câmpul Dirac fără masă, se obt, ine:

EF,QFT
adS (β) =

3 cos4 ρ

4π2a4

∞∑
j=1

(−1)j−1
cosh

(
jβ̄
2

)
sinh4

(
jβ̄
2

) . (200)

Rezultatele obt, inute folosind teoria cuantică de câmp sunt reprezentate ı̂mpreună cu cele

obt, inute folosind teoria cinetică relativistă ı̂n Fig. 10. Se observă că important,a relativă a

corect, iilor cuantice ı̂n cazul câmpului scalar este semnificativ mai mică când câmpul este

cuplat conform (ξ = 1/6) decât când cuplajul este minimal (ξ = 0). Rezultatul pentru

câmpul Dirac (pentru care cuplajul minimal este totodată s, i cuplaj conform) este mai de-

grabă asemănător cu cel obt, inut ı̂n cazul câmpului scalar cuplat conform decât ı̂n cazul

cuplajului minimal. Rezultatele prezentate mai sus sunt discutate mai pe larg ı̂n [1].
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7.2 Stări termice ı̂n rotat, ie pe spat, iul anti-de Sitter

În această subsect, iune, considerăm efectul rotat, iei rigide cu viteză unghiulară Ω = Ωk asupra

stărilor la temperatură finită β−1
0 . Media condensatului fermionic se poate calcula folosind

formula [42]
1

2
〈[Ψ̂, Ψ̂]〉β0,Ω = Z−1tr(ρ̂Ψ̂Ψ̂), ρ̂ = e−β0(Ĥ−ΩM̂ ẑ), (201)

unde Ĥ = i∂t este Hamiltonianul sistemului, M̂ ẑ = −i∂ϕ + S ẑ s, i S ẑ = i
2
γ 1̂γ 2̂ reprezintă

proiect, iile pe axa z a operatorilor momentului cinetic total s, i spinului, iar Z = tr(ρ̂) repre-

zintă funct, ia de partit, ie a sistemului.

Evaluarea ec. (201) poate fi făcută folosind metoda separării punctelor [56],

〈Ψ̂Ψ̂〉β0,Ω = − lim
x′→x

tr[iSFβ0,Ω(x, x′)Λ(x′, x)], (202)

unde SFβ0,Ω(x, x′) reprezintă propagatorul Feynman la temperatură finită iar Λ(x, x′) este

bispinorul transportului paralel introdus ı̂n ec. (191).

Pornind de la ecuat, ia de evolut, ie a lui Heisenberg pentru câmpul liber, se poate arăta că

ı̂n general

ρ̂Ψ̂(t, ϕ)ρ̂−1 = e−β0ΩSẑΨ̂(t+ iβ0, ϕ+ iβ0Ω). (203)

La temperatură finită, propagatorul Feynman este anti-periodic ı̂n raport cu componenta

imaginară a coordonatei temporale [25]. Această proprietate permite calcularea lui SFβ0,Ω(∆t,∆ϕ) ≡
SFβ0,Ω(t, ϕ; t′, ϕ′) folosind formula [57]:

SFβ0,Ω(∆t,∆ϕ) =
∞∑

j=−∞

(−1)je−jβ0ΩSẑSFvac(∆t+ ijβ0,∆ϕ+ ijβ0Ω), (204)

unde SFvac(x, x
′) este propagatorul Feynman corespunzătoare stării de vid. Expresia de mai

sus este validă numai când stările de vid obt, inute ı̂n limita temperaturii nule (β0 → ∞)

s, i corespunzând stărilor ı̂n rotat, ie (Ω finit) sunt identice cu vidul static (Ω = 0). Această

proprietate este satisfăcută pe spat, iul adS când parametrul de rotat, ie satisface |Ω| ≤ ω [58].

Pentru simplitate, discut, ia va fi limitată la acest caz ı̂n cele ce urmează.

Datorită simetriei maximale a spat, iului adS, SFvac(x, x
′) poate fi exprimat sub forma [59]:

iSFvac(x, x
′) = [A(s) + B(s)/n]Λ(x, x′), (205)

unde nµ = ∇µs(x, x
′) reprezintă versorul tangent ı̂n punctul x la geodezica care unes,te

punctele x s, i x′, ı̂n timp ce distant,a geodezică (intervalul geodezic) s este dat de formula:

cosωs =
cosω∆t

cosωr cosωr′
− cos γ tanωr tanωr′. (206)

Mai sus, γ reprezintă unghiul dintre x s, i x′, astfel ı̂ncât cos γ = cos θ cos θ′+sin θ sin θ′ cos ∆ϕ.
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În cazul particulelor fără masă, funct, iile A s, i B au următoarele expresii:

AcM=0 =
ω3

16π2

(
cos

ωs

2

)−3

, BcM=0 =
iω3

16π2

(
sin

ωs

2

)−3

. (207)

Pornind de la ec. (202), ı̂nlocuind propagatorul la temperatură finită cu expresia din

formula (204), folosind expresia din ec. (205) pentru propagatorul corespunzător vidului,

precum s, i ec. (191) pentru bispinorul transportului paralel s, i ec. (207) pentru expresia ex-

plicită a funct, iilor A s, i B, se poate arăta că [58]:

〈: Ψ̂Ψ̂ :〉β0,Ω =
∞∑
j=1

(−1)j+1(cosωr)4 cosh ωjβ0
2

cosh Ωjβ0
2

2π2[sinh2(ωjβ0
2

) + cos2 ωr − sin2 ωr sin2 θ sinh2(Ωjβ0
2

)]2
. (208)
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Figura 11: Dependet,a (a) lui V FC
β0,Ω

; s, i (b) a lui SFC
β0,Ω

/ω ı̂n raport cu (1 − Ω2/ω2)−1, repre-
zentată ı̂n scară logaritmică. Liniile punctate cu simboluri reprezintă rezultatele numerice
obt, inute pornind de la ec. (208), ı̂n timp ce curbele analitice corespund ec. (209) s, i (210).

Condensatul fermionic cont, inut ı̂n ı̂ntreg spat, iul adS se poate obt, ine integrând ec. (208)

pe tot volumul acestuia:

V FC
β0,Ω

=

∫
d3x
√
−g 〈: Ψ̂Ψ̂ :〉β0,Ω = −

∞∑
j=1

(−1)j cosh(Ωjβ0
2

)/ sinh(ωjβ0
2

)

cosh(ωjβ0)− cosh(Ωjβ0)

' 3ζ(3)T 3
0

ω(ω2 − Ω2)
− (3ω2 − Ω2)T0

6ω(ω2 − Ω2)
ln 2 +O(T−1

0 ). (209)

Integrând doar pe frontiera spat, iului adS, se obt, ine

SFC
β0,Ω

=

∫
dΩ
√
−g 〈: Ψ̂Ψ̂ :〉β0,Ω

' 7π3T 4

45(ω2 − Ω2)3/2

ω
Ω

tan−1

 Ω/ω√
1− Ω2

ω2

+

√
1− Ω2

ω2

+O(T 2). (210)

Se poate observa că V FC
β0,Ω

(209) s, i SFC
β0,Ω

sunt amplificate de rotat, ie prin factorii (1−Ω2/ω2)−1,

respectiv (1 − Ω2/ω2)−3/2. Fig. 11(a) s, i 11(b) indică dependent,a lui V FC
β0,Ω

s, i a lui SFC
β0,Ω

de
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(1−Ω2/ω2)−1, pentru diferite valori ale temperaturii T0 = β−1
0 . Se poate observa că rezulta-

tele analitice (209) s, i (210) (reprezentate cu linii negre continue) sunt ı̂n bună concordant, ă

cu rezultatele numerice (reprezentate cu linii punctate s, i simboluri), care sunt calculate

porndind de la ec. (208).

Rezultatele prezentate mai sus se regăsesc ı̂n lucrarea [10].
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