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Teoria cinetică pe spat,iul Minkowski ı̂n prezent,a frontierelor (2019)

Activitate

A1.1

Denumire Activitate:

A3.1. Model lattice Boltzmann pentru curgeri ı̂n interiorul unui cilindru.

Verificarea stadiului livrabilelor
Angajat Realizat Grad de

ı̂ndeplinire

Un articol ISI Un articol ISI publicat [2]; Un articol

ISI ı̂n curs de evaluare [1], Un arti-

col ISI tip Proceedings Paper publicat

[3], Un articol tip Proceedings Paper

ı̂n curs de evaluare [4], Un capitol de

carte ı̂n curs de evaluare [5].

Rezultat

livrat.

O prezentare la o conferint, ă
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Raport de activitate (Etapa 2)

Obiectivul O2. Corect, ii cuantice pe spat, ii curbe

Pe spat, iul Minkowski, sistemele cuantice la temperaturi finite prezintă corect, ii

fat, ă de predict, iile clasice ale teoriei cinetice relativiste atunci când acestea

sunt accelerate (liniar sau centrifugal) sau când sunt supuse act, iunii câmpului

electromagnetic. Aceste corect, ii pot fi uneori corelate cu anomalii cuantice,

care impun violarea ı̂n prezent,a interact, iunilor a unor legi de conservare sta-

bilite la nivelul câmpului clasic, ı̂n urma procedeurilor de regularizare (sau

renormare). Cel mai cunoscut exemplu este cel al anomaliei axiale, care aduce

legii clasice de conservare a curentului axial o corect, ie ı̂n prezent,a câmpului

electromagnetic. Aceste anomalii dau nas,tere fenomenelor de transport ano-

mal, care permit excitarea de către un curent (să ziceam, curentul electric)

a unui curent de altă natură (de exemplu, curentul axial). Exemplele includ

efectele care implică fermionii chirali, având la bază curentul axial, cum ar

fi: efectul magneto-chiral (generarea unui curent electric de către un exces de

particule chirale ı̂n câmp magnetic extern), efectul de separare chirală (gene-

rarea curentului axial de către excesul de particule ı̂ncărcate electric ı̂n câmp

magnetic extern) sau efectul vortico-chiral (generarea curent, ilor electrici sau

axiali ı̂ntr-un mediu cu vorticitate nenulă) [8].

Pe spat, ii curbe, se poate ı̂ntâlni a treia sursă care generează anomalii,

s, i anume gravitat, ia. Legi care sunt valabile la nivelul câmpurior clasice pot

primi corect, ii cuantice datorită cuplajului dintre câmp s, i curbura locală a

spat, iu-timpului. Un exemplu bine-cunoscut este anomalia conformă, datorită

căreia urma tensorului energie-impuls a unui câmp conform (fără masă) nu

se mai anulează, primind corect, ii care depind de curbura spat, iului [9].

Pentru a ı̂nt,elege mai bine efectele cuplajului câmpului cuantic cu gravitat, ia,

ı̂n cadrul acestui obiectiv propunem un studiu al stărilor cuantice la tempe-

raturi finite ı̂n contextul a două spat, ii diferite, s, i anume spat, iul anti-de Sitter

s, i universul static al lui Einstein.
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Activitatea A2.1. Analiză comparativă a TEI obt, inut folosind teo-

ria cuantică de câmp s, i teoria cinetică a gazelor pe spat, iul anti-de

Sitter. În cadrul acestei activităt, i, se urmăres,te utilizarea formalismului te-

oriei de câmp la temperaturi finite pentru analiza stărilor termice ı̂n rotat, ie

pe spat, iul anti-de Sitter (adS). Studiul câmpurilor pe acest spat, iu a deve-

nit de interes larg datorită conjecturii corespondent,ei anti-de Sitter / teoria

conformă de câmp (adS / CFT) [10]. Această corespondent, ă a permis sonda-

rea unor proprietăt, i ale materiei care interact, ionează tare, cum ar fi plasma

cuarc-gluon [11].

Activitatea A2.1 are ca s, i scop investigarea proprietăt, ilor câmpurilor cu-

antice pe spat, iul de Sitter la temperaturi finite prin comparat, ie cu predict, iile

clasice ale teoriei cinetice relativiste. În cazul unui sistem static, studiul

câmpurilor Klein-Gordon s, i Dirac a fost prezentat ı̂n lucrarea [12] s, i dise-

minate prin prezentarea [6]. Pentru cazul sistemelor ı̂n rotat, ie, rezultatele

preliminare au fost diseminate prin prezentarea [7] s, i ı̂n lucrarea [3]. Mai

multe detalii se pot găsi ı̂n sect, iunea 1.

Activitatea A2.2. Analiză comparativă a TEI obt, inut folosind te-

oria cuantică de câmp s, i teoria cinetică a gazelor pe Universul

Static al lui Einstein (ESU). Spat, iu anti-de Sitter consdierat la activi-

tatea precedentă are simetrie maximală, este conform cu spat, iul Minkowski

s, i are o frontieră temporală. Prima caracteristică plasează spat, iul anti-de

Sitter ı̂n clasa specială a spat, iilor cu simetrie maximală (din care mai fac

parte universul de Sitter s, i spat, iul Minkowski), ı̂n timp ce a doua impune

ca proprietăt, ile câmpurilor care prezintă simetrie conformă să fie identice cu

cele de pe spat, iul Minkowski (exceptând cele care sunt afectate de anomalii

cuantice). Ultima caracteristică permite studiul stărilor ı̂n rotat, ie rigidă fără

inconvenientul aparit, iei suprafet,ei luminale (̂ın exteriorul căreia mis,carea ri-

gidă se efectuează cu viteze supraluminice). Mai exact, fort,a centrifugă este

atenuată de curbura spat, iului atunci când viteza unghiulară Ω este suficient
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de mică.

În timp ce universul static al lui Einstein nu are simetrie maximală s, i nu

este conform cu spat, iul Minkowski, acesta păstrează ultima dintre caracte-

risticile enumerate mai sus. Fiind un spat, iu compact având frontiera la o

distant, ă finită de punctele sale interioare, acesta permite studiul stărilor ı̂n

rotat, ie rigidă fără formarea suprafet,ei luminale când viteza unghiulară este

suficient de mică. Studiul stărilor cuantice ı̂n rotat, ie s, i la temperaturi fi-

nite pe acest spat, iu permite sondarea efectului curburii asupra proprietăt, ilor

câmpurilor s, i ı̂n absent,a simetriilor maximale. Totodată, este interesant

studiul efectului potent, ialului chimic nenul, care permite introducerea unui

dezechilibru net ı̂ntre particule s, i anti-particule care persistă ı̂n echilibrul ter-

modinamic, fiind caracterizat printr-o densitate de sarcină nenulă. O analiză

preliminară al efectelor cuantice care apar ı̂n prezent,a potent, ialului chimic

pe spat, iul Minkowski a fost diseminată prin capitolul de carte [5] s, i este

prezentată ı̂n Sec. 2.

Obiectivul O3. Teoria cinetică pe spat, iul Minkowski ı̂n

prezent,a frontierelor (2019)

În cadrul acestui obiectiv, se urmăres,te dezvoltarea unei metodologii pentru

studiul sistemelor mezoscopice la nivel clasic, utilizând teoria cinetică rela-

tivistă la baza căreia stă ecuat, ia Boltzmann relativistă. Efectele cuantice,

mai exact diferent,a dintre particulele bozonice s, i cele fermionice (care sunt

supuse principiului de excluziune al lui Pauli), sunt ı̂ncorporate ı̂n teorie la

nivelul integralei de coliziune, care impune ca starea cu entropie maximă să

fie descrisă de distribut, iile Bose-Einstein, respectiv Fermi-Dirac. În activi-

tatea A3.1 propusă pentru anul acesta, se urmăres,te punerea bazelor unui

model lattice Boltzmann pentru studiul numeric al curgerii

Activitatea A3.1. Model lattice Boltzmann pentru curgeri ı̂n in-

teriorul unui cilindru. În cadrul experimentelor de ciocnire a ionilor
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grei ultrarelativis,ti, o parte a energiei disponibile ı̂n centrul de masă al

ciocnirii este eliberată prin formarea plasmei cuarc-gluon. Corelarea puter-

nică ı̂ntre constituent, ii săi elementari permite studiul evolut, iei acesteia (cel

put, in ı̂n fază intermediară, după coliziune s, i ı̂naintea hadronizării cuarcilor

liberi) folosind modele cinetice. O provocare ı̂n această direct, ie o consti-

tuie dezvoltarea uneltelor care să permită studiul numeric al caracteristicilor

acestor modele ı̂ntr-o manieră eficientă din punctul de vedere al resurselor

computat, ionale necesare, ı̂nsă fără sacrificarea acuratet, ii. În cazul teoriei

cinetice nerelativiste, metoda lattice Boltzmann s-a dovedit a fi foarte efi-

cientă, cu precădere pentru curgeri aproape de echilibru termodinamic [13].

În cadrul acestei activităt, i, am considerat implementarea unui model lat-

tice Boltzmann pentru curgerile ultrarelativiste ale particulelor bozonice s, i

fermionice. Mai multe detalii sunt prezentate ı̂n Sec. 3.

1 Analiza corect, iilor cuantice pe spat, ii curbe

Rezultatele prezentate ı̂n acestă sect, iune au fost diseminate prin publicat, ia

[12]. Să considerăm parametrizarea spat, iului anti-de Sitter (adS) folosind

coordonatele (t, r, θ, ϕ), pentru care elementul de linie este:

ds2 =
1

cos2 ωr

[
−dt2 + dr2 +

sin2 ωr

ω2

(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)]
. (1)

Pentru evitarea buclelor temporale ı̂nchise, domeniul coordonatei tempo-

rale este extins de la [0, 2π] la t ∈ (−∞,∞). Această extensie corespunde

spat, iului de acoperire care extinde spat, iul adS. Domeniul coordonatei radiale

este 0 ≤ ωr < π
2
, unde parametrul ω reprezintă inversul razei de curbură a

spat, iului adS, fiind corelat cu scalarul Ricci prin relat, ia

R = −12ω2. (2)
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Discut, ia din această sect, iune este concentrată pe proprietăt, ile câmpului Di-

rac. Structura spinorială a acestuia este facilitată de utilizarea tetradei ı̂n

etalonarea carteziană, definită prin [14]:

e0̂ = cosωr ∂t, eî = cosωr

[
ωr

sinωr

(
δij −

xixj

r2

)
+
xixj

r2

]
∂j. (3)

În raport cu vectorii tetradei de mai sus, se pot defini matricile gamma

locale, γµ = eµα̂γ
α̂, pornind de la cele de pe spătiul Minkowsi, care satisfac

următoarele relat, ii standard de anticomutare:

{γα̂, γγ̂} = −2ηα̂γ̂. (4)

La temperatură finită β−1
0 s, i ı̂n rotat, ie rigidă cu viteză unghiulară Ω =

Ωk, media condensatului fermionic se poate calcula folosind formula [15]

〈Ψ̂Ψ̂〉β0,Ω = Z−1tr(ρ̂Ψ̂Ψ̂), ρ̂ = e−β0(Ĥ−ΩM̂ ẑ), (5)

unde Ĥ = i∂t este Hamiltonianul sistemului, M̂ ẑ = −i∂ϕ + S ẑ s, i S ẑ =
i
2
γ 1̂γ 2̂ reprezintă proiect, iile pe axa z a operatorilor momentului cinetic total

s, i spinului, iar Z = tr(ρ̂) reprezintă funct, ia de partit, ie a sistemului.

Evaluarea ec. (5) poate fi făcută folosind metoda separării punctelor, după

cum urmează [16]

〈Ψ̂Ψ̂〉β0,Ω = − lim
x′→x

tr[iSFβ0,Ω(x, x′)Λ(x′, x)], (6)

unde SFβ0,Ω(x, x′) reprezintă propagatorul Feynman la temperatură finită iar

Λ(x, x′) este bispinorul transportului paralel, a cărui expresie pe spat, iul adS

6



este [21]:

Λ(x, x′) =
sec(ωs/2)√

cosωr cosωr′

[

cos
ω∆t

2

(
cos

ωr

2
cos

ωr′

2
+ sin

ωr

2
sin

ωr′

2

x · γ
r

x′ · γ
r′

)
+ sin

ω∆t

2

(
sin

ωr

2
cos

ωr′

2

x · γ
r

γ 0̂ + sin
ωr′

2
cos

ωr

2

x′ · γ
r′

γ 0̂

)]
. (7)

Pornind de la ecuat, ia de evolut, ie a lui Heisenberg pentru câmpul liber,

se poate arăta că ı̂n general

ρ̂Ψ̂(t, ϕ)ρ̂−1 = e−β0ΩSẑ

Ψ̂(t+ iβ0, ϕ+ iβ0Ω). (8)

La temperatură finită, propagatorul Feynman este anti-periodic ı̂n raport cu

componenta imaginară a coordonatei temporale [17]. Această proprietate

permite calcularea lui SFβ0,Ω(∆t,∆ϕ) ≡ SFβ0,Ω(t, ϕ; t′, ϕ′) folosind formula [18]:

SFβ0,Ω(∆t,∆ϕ) =
∞∑

j=−∞

(−1)je−jβ0ΩSẑ

SFvac(∆t+ ijβ0,∆ϕ+ ijβ0Ω), (9)

unde SFvac(x, x
′) este propagatorul Feynman corespunzătoare stării de vid.

Expresia de mai sus este validă numai când stările de vid obt, inute ı̂n limita

temperaturii nule (β0 → ∞) s, i corespunzând stărilor ı̂n rotat, ie (Ω finit)

sunt identice cu vidul static (Ω = 0). Această proprietate este satisfăcută

pe spat, iul adS când parametrul de rotat, ie satisface |Ω| ≤ ω [19]. Pentru

simplitate, discut, ia va fi limitată la acest caz ı̂n cele ce urmează.

Datorită simetriei maximale a spat, iului adS, SFvac(x, x
′) poate fi exprimat

sub forma [20]:

iSFvac(x, x
′) = [A(s) + B(s)/n]Λ(x, x′), (10)

unde nµ = ∇µs(x, x
′) reprezintă versorul tangent ı̂n punctul x la geodezica
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care unes,te punctele x s, i x′, ı̂n timp ce distant,a geodezică (intervalul geode-

zic) s este dat de formula:

cosωs =
cosω∆t

cosωr cosωr′
− cos γ tanωr tanωr′. (11)

Mai sus, γ reprezintă unghiul dintre x s, i x′, astfel ı̂ncât cos γ = cos θ cos θ′+

sin θ sin θ′ cos ∆ϕ. În cazul particulelor fără masă, funct, iileA s, i B au următoarele

expresii:

AcM=0 =
ω3

16π2

(
cos

ωs

2

)−3

, BcM=0 =
iω3

16π2

(
sin

ωs

2

)−3

. (12)

Pornind de la ec. (6), ı̂nlocuind propagatorul la temperatură finită cu

expresia din formula (9), folosind expresia din ec. (10) pentru propagatorul

corespunzător vidului, precum s, i ec. (7) pentru bispinorul transportului pa-

ralel s, i ec. (12) pentru expresia explicită a funct, iilor A s, i B, se poate arăta

că [19]:

〈: Ψ̂Ψ̂ :〉β0,Ω =
∞∑
j=1

(−1)j+1(cosωr)4 cosh ωjβ0
2

cosh Ωjβ0
2

2π2[sinh2(ωjβ0
2

) + cos2 ωr − sin2 ωr sin2 θ sinh2(Ωjβ0
2

)]2
.

(13)
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Figura 1: Dependet,a (a) lui V FC
β0,Ω

; s, i (b) a lui SFC
β0,Ω

/ω ı̂n raport cu (1 −
Ω2/ω2)−1, reprezentată ı̂n scară logaritmică. Liniile punctate cu simboluri
reprezintă rezultatele numerice obt, inute pornind de la ec. (13), ı̂n timp ce
curbele analitice corespund ec. (14) s, i (15).
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Condensatul fermionic cont, inut ı̂n ı̂ntreg spat, iul adS se poate obt, ine in-

tegrând ec. (13) pe tot volumul acestuia:

V FC
β0,Ω

=

∫
d3x
√
−g 〈: Ψ̂Ψ̂ :〉β0,Ω = −

∞∑
j=1

(−1)j cosh(Ωjβ0
2

)/ sinh(ωjβ0
2

)

cosh(ωjβ0)− cosh(Ωjβ0)

' 3ζ(3)T 3
0

ω(ω2 − Ω2)
− (3ω2 − Ω2)T0

6ω(ω2 − Ω2)
ln 2 +O(T−1

0 ). (14)

On the boundary, the following result is obtained:

SFC
β0,Ω

=

∫
dΩ
√
−g 〈: Ψ̂Ψ̂ :〉β0,Ω

' 7π3T 4

45(ω2 − Ω2)3/2

ω
Ω

tan−1

 Ω/ω√
1− Ω2

ω2

+

√
1− Ω2

ω2

+O(T 2). (15)

Se poate observa că V FC
β0,Ω

(14) s, i SFC
β0,Ω

sunt amplificate de rotat, ie prin factorii

(1−Ω2/ω2)−1, respectiv (1−Ω2/ω2)−3/2. Fig. 1(a) s, i 1(b) indică dependent,a

lui V FC
β0,Ω

s, i a lui SFC
β0,Ω

de (1−Ω2/ω2)−1, pentru diferite valori ale temperaturii

T0 = β−1
0 . Se poate observa că rezultatele analitice (14) s, i (15) (reprezentate

cu linii negre continue) sunt ı̂n bună concordant, ă cu rezultatele numerice

(reprezentate cu linii punctate s, i simboluri), care sunt calculate porndind de

la ec. (13).

Rezultatele prezentate mai sus se regăsesc ı̂n lucrarea [3], care este mo-

mentan ı̂n curs de evaluare.

2 Efectul potent, ialului chimic asupra stărilor

ı̂n rotat, ie

Rezultatele discutate ı̂n această sect, iune fac obiectul capitolului de carte [5],

fiind dezvoltate suplimentar ı̂n lucrările [1] s, i [2].
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În teoria cinetică relativistă, particulele (q) s, i antiparticulele (q) de masă

M sunt distribuite conform funct, iei Fermi-Dirac, după cum urmeaza:1

fq/q =
gF

(2π)3

[
exp(pλβ

λ ∓ µ/T ) + 1
]−1

, (16)

unde pλ reprezintă cuadriimpulsul particulelor, satisfăcând p2 = (pt)2−p2 =

M2, gF reprezintă numărul de grade de libertate internă (pentru gradele

de spin, avem gF = 2), T s, i µ reprezintă temperatura locală s, i potent, ialul

chimic local, iar βλ = uλ/T reprezintă cuadrivectorul de temperatură. Viteza

macroscopică uλ este cea corespunzătoare rotat, iei rigide, având expresia:

uα̂ = Γ(1, 0, vϕ̂, 0), vϕ̂ = ρΩ, (17)

unde ρ reprezintă distant,a până la axa de rotat, ie iar Ω e viteza unghiulară

a rotat, iei. Indicii cu căciulă se referă la componente ı̂n raport cu tetrada

cilindrică:

et̂ = ∂t, eρ̂ = ∂ρ, eϕ̂ = ρ−1∂ϕ, eẑ = ∂z. (18)

Factorul Lorentz Γ care apare ı̂n ec. (17) este

Γ = (1− ρ2Ω2)−1/2. (19)

În condit, iile de mai sus, se poate arăta că temperatura T s, i potent, ialul chimic

µ sunt date de:

T = ΓT0, µ = Γµ0, (20)

unde T0 s, i µ0 reprezintă valorile temperaturii s, i potent, ialului chimic pe axa

de rotat, ie.

Pornind de la funct, iile de distribut, ie fq/q introduse ı̂n ec. (16), se pot

1În unităt, i Planck, c = ~ = kB = 1.
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calcula curentul de sarcină J α̂ s, i tensorul energie-impuls T α̂γ̂:

J α̂F =

∫
d3p

pt̂
pα̂[fq − fq], (21)

T α̂σ̂F =

∫
d3p

pt̂
pα̂pσ̂ [fq + fq] . (22)

Deoarece gazul este ı̂n echilibru termodinamic global, mărimile de mai sus

au forma corespunzătoare fluidului perfect, mai exact:

J α̂F = QFu
α̂, T α̂σ̂F = (EF + PF)uα̂uσ̂ − PFη

α̂σ̂, (23)

unde QF, EF s, i PF reprezintă densitatea de sarcină, densitatea de energie,

respectiv presiunea. Aceste mărimi se pot calcula pornind de la ec. (22),

folosind formulele:

QF =
gF

2π2

∫ ∞
0

dp p2

(
1

e(p
t̂−µ)/T + 1

− 1

e(p
t̂+µ)/T + 1

)
,(

EF

EF − 3PF

)
=
gF

2π2

∫ ∞
0

p2dp

pt̂

(
(pt̂)2

M2

)(
1

e(p
t̂−µ)/T + 1

+
1

e(p
t̂+µ)/T + 1

)
.

(24)

Pentru particulele fără masă (sau ı̂n limita ultrarelativistă când masa

acestora este neglijabilă), se obt, in următoarele relat, ii:

QF =gF
µ

6

(
T 2 +

µ2

π2

)
, (25)

PF =gF
7π2

360

(
T 4 +

30µ2T 2

7π2
+

15µ4

7π4

)
, (26)

ı̂n timp ce EF = 3PF.

În cazul ı̂n care masa e nenulă, ı̂n principiu trebuie utilizat calculul nume-

ric pentru evaluarea densităt, ii de sarcină QF integralelor care apar ı̂n ec. (24).

Fig. 2 reprezintă dependent,a lui EF de (a) coordonata radială ρ s, i de (b) fac-
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Figura 2: (a) Rezultatele numerice pentru densitatea de energie EF (24),
exprimată ı̂n GeV/fm3 pentru µ0 = 0.1 GeV s, i kBT0 = 0.2 GeV, pentru
Mc2 = 0, 0.14 GeV, 0.775 GeV s, i 1.116 GeV. (b) Reprezentare ı̂n scară dublu
logaritmică a lui EF , la (kBT0 = 0.2 GeV s, i 0.6 GeV), pentru diferite valori ale
masei. S-a considerat un număr gF = 6 de grade de libertate, contabilizând
contribut, iile de la trei arome de cuarci s, i două valori ale spinului.

torul Lorentz Γ, pentru diferite valori ale masei. Valorile numerice sunt tipice

pentru condit, iilor corespunzătoare plasmei cuarc-gluon formată ı̂n urma co-

liziunii ionilor grei [22, 23]. Masele alese corespund pionului (0.140 GeV),

mezonului ρ (0.775 GeV), hyperonului Λ0 (1.116 GeV) s, i hyperonului “char-

med” Λ+
c - (2.286 GeV). [24].

Tranzit, ia de la teoria cinetică relativistă la teoria cuantică de câmp la

temperaturi finite se poate face ı̂nlocuind componentele cuadrivectorul de

impuls al particulelor cu operatorii cuantici corespunzători. Pentru o tem-

peratură finită T0, la potent, ial chimic finit µ0 s, i ı̂n rotat, ie rigidă cu viteza

unghiulară Ω, media unui operator cuantic Â se poate calcula folosind relat, ia

[25]:

〈Â〉T0 = Z−1Tr(ρ̂Â), ρ̂F = exp
[
−(ĤF − ΩM̂ z

F − µ0Q̂F)/T0

]
, (27)

unde Z = Trρ̂ este funct, ia de partit, ie, Ĥ = i∂t este Hamiltonianul, Q̂F este

12



operatorul de sarcină, iar M̂ z
F este proiect, ia pe axa z a momentului cinetic

total. Urma se calculează pe toate stările cont, inute ı̂n spat, iul Fock.

Pentru reprezentarea stărilor din spat, iul Fock, considerăm un sistem com-

plet de solut, ii de tip particulă Uj(x) ≡ Uλ
E,k,m(x) s, i anti-particulă Vj(x) =

iγ2U∗j (x) care sunt vectori proprii atât ai operatorilor Ĥ s, i M̂ z care intervin

ı̂n expresia lui ρ̂, cât s, i ai proiect, iei P̂ z pe axa z a operatorului de impuls s, i

ai operatorului de elicitate Ŵ0 = S · P /p:

ĤFUj =EjUj, M̂ z
FUj =mjUj,

P̂ z
FUj =kjUj, Ŵ0Uj =λjUj, (28)

Considerăm dezvoltarea operatorului de câmp Ψ̂ ı̂n raport acest set de moduri

[26]:

Ψ̂ =
∑
λ=± 1

2

∞∑
m=−∞

∫
|E|>M

dE |E|
∫ p

−p
dkΘ(Ẽ)

×
[
b̂λE,k,mU

λ
E,k,m(x) + d̂λE,k,m

†V λ
E,k,m(x)

]
, (29)

unde b̂j reprezintă operatorul de anihilare a unei particule iar d̂†j reprezintă

operatul de creare a unei anti-particule.

La nivelul operatorilor uniparticulă de creare (b̂†j s, i d̂
†
j) s, i anihilare (b̂j s, i

d̂j), act, iunea operatorului statistic ρ̂F este

ρ̂Fb̂
†
j (ρ̂F)−1 = e−(Ej−Ωmj−µ0)/T0 b̂†j, ρ̂Fd̂

†
j (ρ̂F)−1 = e−(Ej−Ωmj+µ0)/T0 d̂†j,

(30)

unde mj = ±1
2
,±3

2
, . . . reprezintă valoarea proprie a operatorului M̂ z. Drept

urmare, mediile la temperatură finită a produselor de doi operatori uni-

13



particulă sunt [15, 27]:

〈b̂†j b̂j′〉T0 =
δj,j′

exp[(Ẽj − µ0)/T0] + 1
, 〈d̂†j d̂j′〉T0 =

δj,j′

exp[(Ẽj + µ0)/T0] + 1
,

(31)

unde Ẽj = Ej − Ωmj reprezintă energia măsurată ı̂n reperul aflat ı̂n rotat, ie

rigidă.

Pornind de la definit, ia curentului de sarcină pentru câmpul Dirac,

Ĵ α̂ = Ψ̂γα̂Ψ̂, (32)

se poate calcula media acestuia la temperatură finită:(
〈: Ĵ t̂ :〉T0
〈: Ĵ ϕ̂ :〉T0

)
=

1

4π2

∞∑
m=−∞

∫ ∞
M

dE

[
1

e(|Ẽ|−µ0)/T0 + 1
− 1

e(|Ẽ|+µ0)/T0 + 1

]

×
∫ p

−p
dk

(
E J+

m(qρ)

q J×m(qρ)

)
, (33)

ı̂n timp ce Ĵ ẑ = Ĵ ρ̂ = 0. În limita masei nule, partea dreaptă a expresiei de

mai sus poate fi calculată exact, rezultatul fiind:

〈: Ĵ t̂ :〉T0 =Γ

[
µ

3

(
T 2 +

µ2

π2

)
+
µΩ2Γ2

4π2

(
4

3
Γ2 − 1

3

)]
,

〈: Ĵ ϕ̂ :〉T0 =ρΩΓ

[
µ

3

(
T 2 +

µ2

π2

)
+
µΩ2Γ2

12π2
(4Γ2 − 3)

]
. (34)

Termenii de pe prima pozit, ie corespund rezultatelor obt, inute ı̂n cadrul teoriei

cinetice relativiste, ı̂n timp ce termenii de pe a doua pozit, ie reprezintă corect, ii

cuantice. Având ı̂n vedere că T = T0Γ s, i µ = µ0Γ depind liniar de factorul

Lorentz Γ, se poate observa că ı̂n termenii de pe pozit, ia a doua, puterea

dominantă a lui Γ este cu două unităt, i superioară puterii corespunzătoare

termenilor de pe prima pozit, ie. Drept urmare, ı̂n vecinătatea suprafet,ei

luminale, când Γ→∞, corect, iile cuantice devin dominante.
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Utilizând descompunerea:

〈: Ĵ α̂ :〉T0 = Qβu
α̂ + J α̂

β , (35)

se poate obt, ine expersia pentru densitatea de sarcină:

Qβ =
µ0Γ3

3

(
T 2

0 +
µ2

0

π2

)
+
µ0Ω2

4π2
Γ3(2Γ2 − 1), (36)

precum s, i pentru curentul de sarcină ı̂n sistemul propriu:

J α̂ = jβ(ρΩ, 0, 1, 0)T , jβ = −ρΩ3µΓ5

6π2
. (37)

Curentul de mai sus reprezintă un efect pur cuantic care descrie un transport

al particulelor ı̂ncărcate indus de rotat, ie.

Operatorul aferent tensorului energie-impuls corespunzătoru câmpului

Dirac este:

T̂µν =
i

2

[
Ψ̂γ(µ∂ν)Ψ̂− ∂(µΨ̂γν)Ψ̂

]
. (38)

La temperatură finită, media acestuia este:

〈: T̂α̂σ̂ :〉T0 =
1

4π2

∞∑
m=−∞

∫ ∞
M

dE E

∫ p

−p
dkTα̂σ̂ sgn(Ẽ)

×
[

1

e(|Ẽ|−µ0)/T0 + 1
+

1

e(|Ẽ|+µ0)/T0 + 1

]
, (39)

where the tensor Tα̂σ̂ has the following non-vanishing components:

Tt̂t̂ = E J+
m(qρ), Tt̂ϕ̂ = − 1

2ρ

[
mJ+

m(qρ)− 1

2
J−m(qρ)

]
− q

2
J×m(qρ),

Tρ̂ρ̂ =
q2

E

[
J+
m(qρ)− m

qρ
J×m(qρ)

]
, Tϕ̂ϕ̂ =

mq

ρE
J×m(qρ), Tẑẑ =

k2

E
J+
m(qρ).

(40)
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În cazul masei nule, se obt, in următoarele rezultate:

〈: T̂t̂t̂ :〉T0 =
7π2Γ4

60

(
T 4

0 +
30µ2

0T
2
0

7π2
+

15µ4
0

7π4

)(
4

3
Γ2 − 1

3

)
+

Ω2Γ4

8

(
T 2

0 +
3µ2

0

π2

)(
8

3
Γ4 − 16

9
Γ2 +

1

9

)
,

〈: T̂t̂ϕ̂ :〉
T0

=− ρΩ

[
7π2Γ6

45

(
T 4

0 +
30µ2

0T
2
0

7π2
+

15µ4
0

7π4

)
+

2Ω2Γ6

9

(
T 2

0 +
3µ2

0

π2

)(
3

2
Γ2 − 1

2

)
,

〈: T̂ρ̂ρ̂ :〉T0 =
7π2Γ4

180

(
T 4

0 +
30µ2

0T
2
0

7π2
+

15µ4
0

7π4

)
+

Ω2Γ4

24

(
T 2

0 +
3µ2

0

π2

)(
4

3
Γ2 − 1

3

)
,

〈: T̂ϕ̂ϕ̂ :〉T0 =
7π2Γ4

180

(
T 4

0 +
30µ2

0T
2
0

7π2
+

15µ4
0

7π4

)
(4Γ2 − 3)

+
Ω2Γ4

24

(
T 2

0 +
3µ2

0

π2

)(
8Γ4 − 8Γ2 + 1

)
, (41)

ı̂n timp ce 〈: T̂ẑẑ :〉T0 = 〈: T̂ρ̂ρ̂ :〉T0 . Ca s, i ı̂n cazul curentului de sarcină,

termenii de pe prima poit, ie corespund rezultatului obt, inut ı̂n cadrul teoriei

cinetice relativiste, ı̂n timp ce termenii de pe pozit, ia a doua reprezintă corect, ii

cuantice. Din nou, se poate observa că corect, iile cuantice devin dominante

ı̂n vecinătatea suprafet,ei luminale, datorită puterii superioare a lui Γ.

Analiza termenilor care apar ı̂n ec. (41) se poate face considerând următoarea

descompunere hidrodinamică a tensorului energie-impuls [29]:

〈: T̂ α̂γ̂ :〉T0 = Eβ u
α̂uγ̂ − (Pβ + ω)∆α̂γ̂ + Πα̂γ̂ + uα̂W γ̂ + uγ̂W α̂, (42)

unde Eβ s, i Pβ reprezintă densitatea de energie s, i presiunea, W α̂ reprezintă

fluxul de căldură ı̂n sistemul propriu, ω este presiunea dinamică iar Πα̂γ̂

este tensorul presiunii anizotrope. Tensorul ∆α̂γ̂ = ηα̂γ̂ − uα̂uγ̂ reprezintă
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un proiector pe hipersuprafet,ele ortogonale pe uα̂. Considerând că mis,carea

rigidă nu implică expansiune (∇ · u = 0), se poate presupune că presiunea

dinamică se anulează (ω = 0).

Pentru particulele fără masă, densitatea de energie este

Eβ =
7π2

60

(
T 4 +

30T 2µ2

7π2
+

15µ4

7π4

)
+

Ω2Γ2

8

(
T 2 +

3µ2

π2

)(
4Γ2

3
− 1

3

)
, (43)

ı̂n timp ce fluxul de căldură este:

W α̂ = wβ(ρΩ, 0, 1, 0)T , wβ = ρΩ
Γ3

18

(
T 2 +

3µ2

π2

)
. (44)

Se poate observa că, sub efectul rotat, iei rigide, ı̂n sistemul cuantic apare un

flux de căldură care este absent ı̂n teoria clasică, reprezentând un exemplu

de fenomen de transport cuantic. Tensorul presiunii anizotrope este

Πα̂σ̂ = Πβ


[
vϕ̂
]2

Γ2 0 vϕ̂Γ2 0

0 −1
2

0 0

vϕ̂Γ2 0 Γ2 0

0 0 0 −1
2

 , (45)

iar Πβ = 0 ı̂n limita particulelor fără masă.

Figura 3(a) prezintă diferent,a relativă Eβ/EF − 1 ca funct, ie de factorul

Γ, pentru diverse valori ale parametrilor inspirate din condit, iile tipice pentru

plasma cuarc-gluon formată ı̂n urma coliziunii ionilor grei. Diferent,a rela-

tivă este de sub 10−2 pe axa de rotat, ie, crescând pe măsură ce punctul de

observat, ie se depărtează de aceasta.

Diferent,a relativă 1 − EF/Eβ, prezentată ı̂n Fig. 3(b), e neglijabilă pe

axa de rotat, ie. În apropierea suprafet,ei luminale, unde corect, iile cuantice

devin dominante, această diferent,a tinde către 1. Linia punctată gri indică

pozit, ia unde corect, iile cuantice egalează predict, ia clasică, mai exact unde

Eβ = 2EF . Această pozit, ie se deplasează către suprafat,a luminală pe măsură
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Figura 3: Diferent,ele relative (a) Eβ/EF − 1 s, i (b) 1 − EF/Eβ dintre den-
sitatea de energie cuantică Eβ (43) s, i cea obtinută ı̂n cadrul teoriei cinetice
relativiste, EF (26), pentru particulele fără masă. Curbele corespund tem-
peraturilor kBT0 = 0.13 GeV (pătrate colorate mov, cercuri goale ros, ii s, i
cercuri colorate albastre) s, i 0.2 GeV (triunghiuri negre goale). Viteza un-
ghiulară ia valoarile Ω = 5 × 1022 s−1 (pătrate colorate mov), 2 × 1022 s−1

(cercuri goale ros, ii) s, i 1022 s−1 (cercuri albastre colorate s, i triunghiuri negre
goale). Potent, ialul chimic pe axa de rotat, ie are valoarea µ0 = 0.1 GeV.

ce temperatura cres,te sau viteza unghiulară scade.

Mai departe, considerăm efectul masei asupra densităt, ii de energie Eβ.

Fig. 4(a) arată o comparat, ie ı̂ntre densităt, ile de energie Eβ s, i EF , ca funct, ii

de distant,a ρ de la axa de rotat, ie. Pentru Ω = 5 × 1022 s−1, suprafat,a lu-

minală este situată la distant,a ρ = c/Ω = 6 fm. Densitatea de energie

pentru particulele de masă 0.14 GeV urmează ı̂ndeaproape rezultatul cores-

punzător limitei masei nule, ı̂n timp ce ı̂n cazul când Mc2 = 0.548 GeV, se

pot distinge diferent,e fat, ă de această limită doar când ρ . 5.5 fm. Fig. 4(b)

arată dependent,a densităt, ilor de energie Eβ s, i EF de Γ (19). Acestea ı̂ncep

a se distinge una de cealaltă când Γ & 10 iar corect, iile cuantice (contribu-

ind o divergent, ă de ordin superior ı̂n vecinătatea suprafet,ei luminale) devin

La valori mari ale lui Γ, atât curbele corespunzătoare teoriei cuantice cât

s, i cele corespunzătoare teoriei clasice urmează comportamentul asimptotic
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Figura 4: Dependent,a (a) de distant,a ρ de la axa de rotat, ie (măsurată ı̂n
fm) s, i (b) de factorul Lorentz Γ (19), a densitătilor de energie Eβ and EF
corespunzător sistemului cuantic (simboluri goale s, i linii continue) respec-
tiv sistemului clasic (simboluri colorate s, i linii punctate) la µ0 = 0.1 GeV s, i
Ω = 5×1022 s−1. În (a), temperatura pe axa de rotat, ie e kBT0 = 0.13 GeV, ı̂n
timp ce masa Mc2 e 0 (linia continuă mov, corespunzând lui Eβ), 0.140 GeV

(pătrate albastre) s, i 0.548 GeV (cercuri ros, ii). În (b), kBT0 = 0.20 GeV (lini-
ile din partea de sus a figurii) s, i 0.13 GeV (liniile din partea de jos). Rezulta-
tele analitice pentru limita fără masă sunt reprezentate folosind linii continue
(rezutlatul cuantic) respectiv punctate (rezultatul clasic) fără simboluri (mov
pentru cazul kBT0 = 0.2 GeV s, i albastru pentru kBT0 = 0.13 GeV).
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corespunzător limitei masei nule.

3 Modele lattice Boltzmann pentru statistica

cuantică a particulelor ultrarelativiste

Rezultatele preliminare prezentate ı̂n cadrul acestei sect, iuni fac obiectul unui

articol ı̂n lucru [28].

Un sistem compus din particule bozonice neutre (numite generic gluoni),

distribuite conform functiei f̃g, precum si din particule s, i antiparticule fer-

mionice, numite generic cuarci s, i anticuarci s, i distribuite conform funct, iilor

f̃q s, i f̃q, poate fi modelat folosind ecuat, ia Boltzmann relativistă:

p̃µ∂̃µ

f̃qf̃q
f̃g

 =
p̃ · ũ
c̃2τ̃A-W

f̃q − f̃
(0)
q

f̃q − f̃ (0)
q

f̃g − f̃ (0)
g

 , (46)

unde τA-W reprezintă timpul de relaxare ı̂ntrebuint,at ı̂n modelul Anderson-

Witting pentru integrala de coliziune. Distribut, iile la echilibru termodina-

mic corespunzătoare cuarcilor f̃
(0)
q s, i anticuarcilor (f̃

(0)
q ) corespund statisticii

Fermi-Dirac, ı̂n timp ce distribut, ia la echilibru termodinamic a gluonilor f̃
(0)
g

corespunde statisticii Bose-Einstein, după cum urmează:

f̃ (0)
q =

gq

(2π~̃)3

[
exp

(
− p̃ · ũ
k̃BT̃

− α
)

+ 1

]−1

,

f̃
(0)
q =

gq

(2π~̃)3

[
exp

(
− p̃ · ũ
k̃BT̃

+ α

)
+ 1

]−1

,

f̃ (0)
g =

gg

(2π~̃)3

[
exp

(
− p̃ · ũ
k̃BT̃

)
− 1

]−1

. (47)

Mai sus, α = µ̃/k̃BT̃ reprezintă raportul dintre potent, ialul chimic µ̃ s, i energia

termică k̃BT̃ , ı̂n timp ce ũ reprezintă cuadriviteza ı̂n reperul Landau. Sem-
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nul lui α este pozitiv pentru leptoni (cuarci) s, i negativ pentru anti-leptoni

(anticuarci). Presupunem că potent, ialul chimic aferent gluonilor se anu-

lează. Factorii de degenerare pentru gluoni s, i cuarci sunt gg = 2× 8 = 16 s, i

gq = 6Nf , unde Nf reprezintă numărul de arome (considerăm doar cazurile

Nf = 2 s, i 3). Definind cuadricurentul Ñµ s, i tensorul energie-impuls T̃ µν prin:

Ñµ = c̃

∫
d3p̃

p̃0
p̃µ(f̃q − f̃q),

T̃ µν = c̃

∫
d3p̃

p̃0
p̃µp̃ν(f̃q + f̃q + f̃g), (48)

ecuatiile de conservare ∇̃µÑ
µ = 0 s, i ∇̃νT̃

µν = 0 sunt garantate când ũ

reprezintă viteza ı̂n reperul Landau, mai exact atunci când:

T̃ µν ũ
ν = −Ẽũµ. (49)

Mai mult, cantităt, ile ñ(0) s, i Ẽ(0) corespunzătoare echilibrului sunt egale cu ñ

s, i Ẽ = 3P̃ . Aceste egalităt, i implică

ñ =
αgq
6

(
k̃BT̃

c̃~̃

)3(
1 +

α2

π2

)
,

P̃ =
ñk̃BT̃

α(π2 + α2)

[
(7gq + 4gg)π

4

60gq
+
α2π2

2
+
α4

4

]
=

~̃c̃
6π2

(
k̃BT̃

~̃c̃

)4 [
π4

60
(7gq + 4gg) +

gq
4

(α4 + 2α2π2)

]
. (50)
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Densitatea de entropie se poate calcula folosind formulele [30, 31]:

s̃ =

(
Ẽ + P̃

ñk̃BT̃
− α

)
k̃Bñ

=k̃B

(
k̃BT̃

~̃c̃

)3 [
π2

90
(7gq + 4gg) +

gq
6
α2

]
. (51)

Notând cu P̃ref s, i T̃ref presiunea s, i temperatura de referint, ă, densitatea de

referint, ă poate fi introdusă prin relat, ia

ñref =
P̃ref

k̃BT̃ref

. (52)

Notăm cu α0 valoarea lui α corespunzătoare cazului când P̃ = P̃ref s, i T̃ = T̃ref.

E convenabilă introducerea notat, iei:

A0 ≡
π4

60
(7gq + 4gg) +

gq
4

(α4
0 + 2α2

0π
2)

=
6π2P̃ref

k̃BT̃ref

(
~̃c̃

k̃BT̃ref

)3

. (53)

Cea de-a doua egalitate poate fi considerată ca o definit, ie a lui α0. Cu

ajutorul definit, iilor de mai sus, ñ, P̃ s, i s̃ pot fi scrise ı̂n formă adimensională

după cum urmează:

n =
gq
A0

α(π2 + α2)T 3,

P =
1

A0

[
π4

60
(7gq + 4gg) +

gq
4

(α4 + 2α2π2)

]
T 4,

s =
6π2

A0

[
π2

60
(7gq + 4gg) +

gq
6
α2

]
T 3. (54)

Funct, iile de distribut, ie pot fi adimensionalizate ı̂n raport cu f̃ref = ñrefc̃
3/(k̃BT̃ref)

3,
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după cum urmează:

f (0)
q =

3gq
4πA0

[
exp

(
−α− p · u

T

)
+ 1
]−1

,

f
(0)
q =

3gq
4πA0

[
exp

(
α− p · u

T

)
+ 1
]−1

,

f (0)
g =

3gg
4πA0

[
exp

(
−p · u

T

)
− 1
]−1

. (55)

Mai sus, impulsul a fost adimensionalizat ı̂n raport cu

p̃ref =
k̃BT̃ref

c̃
. (56)

Pentru sisteme care sunt aproape de echilibrul termodinamic local, pro-

cedura Chapman-Enskog permite exprimarea curentului de difuzie Jµ prin

relat, iile:

Jµ =− λcharge∆
µν∇να

=− λheat∆
µν

(
∇νT −

T

4P
∇νP

)
, (57)

unde λcharge e difusivitatea de sarcină iar λheat e conductivitatea termică. Ten-

sorul presiunii izotrope Πµν poate fi scris după cum urmează:

Πµν = −2η∇〈µuν〉, (58)

unde η e coeficientul de vâscozitate dinamică. Mai departe, prezentăm o

analiză a coeficient, ilor de transport λcharge, λheat s, i η prin prisma procedurii

Chapman-Enskog.

Utilizăm descompunerea f = f (0) + δf a funct, iei de distribut, ie, unde

considerăm că δf e o perturbătie mică atunci când sistemul e aproape de

echilibru. Prin varianta simplificată a procedurii Chapman-Enskog, δf poate
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fi obt, inut sub forma [30]:

δf =
τA-W

p · u
pµ∂µf '

τA-W

p · u
pµ∂µf

(0), (59)

unde am presupus că produsul τA-Wδf este neglijabil. Deoarece δNµ = Nµ−
Nµ

(0) = Jµ s, i δT µν = T µν − T µν(0) = Πµν , cantităt, ile de neechilibru pot fi

obt, inute folosind formulele:

Jµ =

∫
d3p

p0
pµ(δfq − δfq) ' −τA-W

[
∂λT

µλ
1;− − (∂λuκ)T

µλκ
2;−

]
,

Πµν =

∫
d3p

p0
pµpν(δfq + δfq + δfg) ' −τA-W

[
∂λT

µνλ
1;+ − (∂λuκ)T

µνλκ
2;+

]
, (60)

unde notat, ia T
α1α2...αk
n;± se referă la următoarele integrale [32]:

Tα1...αk
n;− =

∫
d3p

p0

pα1 · · · pαk

(−p · u)n
[f (0)
q − f

(0)
q ],

Tα1...αk
n;+ =

∫
d3p

p0

pα1 · · · pαk

(−p · u)n
[f (0)
q + f

(0)
q + f (0)

g ]. (61)

Pentru calculul lui Jµ s, i Πµν sunt utile următoarele rezultate:

T µλ1;− =
n

3

(
4uµuλ + ηµλ

)
,

T µλκ2;− =
n

3
[6uµuλuκ + (uµηλκ + uληµκ + uκηµλ)],

T µνλ1;+ =P [6uµuνuλ + (uµηνλ + uνηµλ + uληµν)],

T µνλκ2;+ =
P

5
[48uµuνuλuκ + (ηµνηλκ + ηµληνκ + ηµκηνλ)

+ 6(uµuνηλκ + uµuληνκ + uµuκηνλ

+ uνuληµκ + uνuκηµλ + uλuκηµν)]. (62)
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După put, in calcul, se obt, in următoarele rezultate:

Πµν '− τA-W

{
(4uµuν + ηµν)DP + (uµ∆νλ

+ uν∆µλ)∂λP +
4P

5
[6∂λ(u

µuνuλ)

+ ∂νuµ + ∂µuν + ηµν∂λu
λ]
}
,

Jµ '− τA-W

[
∂λ(nu

µuλ) +
1

3
∆µλ∂λn

]
. (63)

Pentru obt, inerea relat, iilor constitutive, se utilizează forma ecuat, iilor de con-

servare corespunzătoare fluidului perfect pentru a obt, ine:

∂λ(nu
µuλ) 'nDuµ,

Duµ '− 1

E + P
∆µν∂νP,

DP =− 1

3
(E + P )∂µu

µ. (64)

Rezultă [31]:

Jµ = −λcharge∆
µν∂να, Πµν = −2η∂<µuν>, (65)

unde conductivitatea de sarcină λcharge s, i vâscozitatea dinamică η sunt

λcharge =
τA-Wn

12
∂α ln

(
n4

P 3

)
, η =

4τA-WP

5
. (66)

Efectuând derivata după α, se obt, ine:

λcharge = nτA-W

[
π2 + 3α2

3α(π2 + α2)
− nT

4P

]
, (67)
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Mai departe, observând că

∂να = −E + P

nT

(
∂νT

T
− ∂νP

E + P

)
, (68)

se poate obt, ine următoarea relat, ie pentru λheat:

λheat = λcharge

(
E + P

nT

)2

(69)

După un mic calcul, rezultă:

λheat =
4τA-WP

T

[
4gqPT

2

3A0n2
(π2 + 3α2)− 1

]
. (70)

Pentru simularea plasmei cuarc-gluon, raportul dintre vâscozitatea dina-

mică s, i densitatea de entropie trebuie ment, inut la o valoare constantă. Acest

lucru se poate realiza implementând timpul de relaxare după cum urmează:

τA-W =
τA-W;0

T

π2

90
(7gq + 4gg) + gq

6
α2

π4

90
(7gq + 4gg) + gq

4
(α4 + 2α2π2)

, (71)

unde

τA-W;0 =
15π2~̃
2k̃BT̃ref

(η/s). (72)

În cazul ı̂n care sistemul cuarc-anticuarc-gluon este implementat folosind

statistica necuantică dată de distribut, ia Maxwell-Jüttner la potent, ial chimic
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finit, populat, iile la echilibru se ı̂nlocuiesc cu

f̃ (0)
q =

gq

(2π~̃)3
exp

(
α +

p̃ · ũ
k̃BT̃

)
,

f̃
(0)
q =

gq

(2π~̃)3
exp

(
−α +

p̃ · ũ
k̃BT̃

)
,

f̃ (0)
g =

gg

(2π~̃)3
exp

(
p̃ · ũ
k̃BT̃

)
, (73)

unde ñ(0) s, i Ẽ(0) corespunzătoare distribut, iilor de echilibru trebuie să fie egale

cu ñ s, i Ẽ = 3P̃ . Acest lucru e posibil atunci când sunt satisfăcute relat, iile

de mai jos:

ñ =
2gq sinhα

π2

(
k̃BT̃

~̃c̃

)3

,

P̃ =
2gq coshα + gg

2gq sinhα
ñk̃BT̃

=
~̃c̃
π2

(2gq coshα + gg)

(
k̃BT̃

~̃c̃

)4

. (74)

Densitatea de entropie pentru statistica Maxwell-Jüttner este [30, 31]:

s̃ =

(
Ẽ + P̃

ñk̃BT̃
− α

)
k̃Bñ

=
k̃B
π2

[4(2gq coshα + gg)− 2gqα sinhα]

(
k̃BT̃

~̃c̃

)3

. (75)

Notând cu P̃ref s, i T̃ref o presiune s, i o temperatură de referint, ă, se pot
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introduce notat, ia

A0 ≡2gq coshα0 + gg

=
π2P̃ref

k̃BT̃ref

(
~̃c̃

k̃BT̃ref

)3

, (76)

unde α0 e valoarea lui α pentru care P̃ = P̃ref s, i T̃ = T̃ref. Notând cu ñref

densitatea de referint, ă din Eq. (52), formele adimensionale ale lui ñ, P̃ s, i s̃

pot fi exprimate după cum urmează:

n =
2gq
A0

T 3 sinhα,

P =
T 4

A0

(2gq coshα + gg),

s =
T 3

A0

[4(2gq coshα + gg)− 2gqα sinhα] . (77)

Adimensionalizând funct, iile de distribut, ie ı̂n raport cu f̃ref = ñrefc̃
3/(k̃BT̃ref)

3,

se obt, ine: f
(0)
q

f
(0)
q

f
(0)
g

 =
1

ñref

(
k̃BT̃ref

2π~̃c̃

)3
 gqe

α

gqe
−α

gg

 ep·u/T . (78)

Având ı̂n vedere că

∂να = −E + P

nT

(
∂νT

T
− ∂νP

E + P

)
, (79)

conductivitatea termică λheat ı̂n modelul Maxwell-Jüttner este:

λheat =λcharge

(
E + P

nT

)2

=
τA-W(E + P )

3T tanhα

(
E + P

nT
− 3 tanhα

)
. (80)
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Important,a relativă a conductivităt, ilor de sarcină s, i de căldură ı̂n raport cu

vâscozitatea dinamică poate fi estimată prin raporturile de mai jos:

T

η
λcharge =

5

12

coshα

coshα + gg/2gq

(
1− 3

4

sinhα tanhα

coshα + gg/2gq

)
,

T

η
λheat =

20 coshα

3 sinh2 α

(
coshα +

gg
2gq
− 3 sinh2 α

4 coshα

)
. (81)

Pentru valori mici ale lui α, densitatea de sarcină ñ s, i presiunea P̃ : sa-

tisfac:

ñ ' 2gqα

π2

(
k̃BT̃

~̃c̃

)3

, P̃ ' (2gq + gg)
~̃c̃
π2

(
k̃BT̃

~̃c̃

)4

. (82)

Se observă că n→ 0 ı̂n absent,a potent, ialului chimic al cuarcilor (când α→
0). Presiunea totală ı̂n modelul bazat pe statistica Maxwell-Jüttner ı̂n limita

α → 0 este egală cu presiunea gazului ideal cu 2gq + gg grade de libertate.

Mai mult, ec. (81) se reduce la

T

η
λcharge =

5

12

1 +O(α2)

1 + gg/2gq
,

T

η
λheat =

20

3α2

[
1 +

gg
2gq

+O(α2)

]
. (83)

În timp ce λchargeT/η atinge o valoare constantă când α→ 0, raportul λheatT/η

diverge precum inversul pătratului lui α. Acest comportament a fost pus ı̂n

evident, ă ı̂n [31] ı̂n cazul modelului bazat pe statisticile Fermi-Dirac s, i Bose-

Einstein. Mai mult, este ı̂n mod surprinzător ı̂n concordant, ă calitativă cu

comportamentul evident, iat ı̂n [33] ca s, i analog al legii Wiedemann-Franz,

obt, inut ı̂n cadrul corespundent,ei AdS/CFT.

În limita α → ∞, contribut, ia anticuarcilor este suprimată exponent, ial,

iar contribut, ia gluonilor devine neglijabilă, după cum indică comportamentul
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asimptotic al lui ñ s, i P̃ :

ñ =
gq
π2

(
k̃BT̃

~̃c̃

)3

eα, P̃ = ñk̃BT̃ . (84)

Drept urmare, densitatea de sarcină cres,te liniar cu fugacitatea, eα, iar

ecuat, ia de stare a gazului ideal este recuperată. Mai mult, ec. (81) se re-

duce la:
T

η
λcharge →

5

48
,

T

η
λheat →

5

3
. (85)

Cum de altfel a fost remarcat s, i ı̂n [31], conductivitatea de sarcină devine

independentă de numărul de arome, ı̂n timp ce conductivitatea termică con-

tinuă să depindă de acest parametru. Obt, inem că atât Tλcharge/η cât s, i

Tλheat/η tind spre valori constante nenule când α → ∞, ceea ce contras-

tează cu rezultatele obt, inute ı̂n [31] folosind statistica cuantică, unde ambele

rapoarte se anulează ı̂n această limită.

Rapoartele T
η
λcharge s, i

T
η
λheat obt, inute ı̂n ec. (81) sunt reprezentate ı̂n Fig. 5

folosind linii continue pentru Nf = 2 (2 arome) s, i Nf = 3 (3 arome). Pen-

tru evident, ierea comportamentului lui T
η
λheat atât la valori mici, cât s, i la

valori mari ale lui α, raportul este ı̂nmult, it cu tanh2 α, astfel compensând

divergent,a din limita α→ 0. Valorile limită pentru valori mici s, i mari ale lui

α, obt, inute ı̂n ec. (83) s, i (85), sunt reprezentate folosind linii punctate.

Impunând o valoare constantă a raportului η/s, se poate obt, ine următoarea

expresie pentru timpul de relaxare τA-W:

τA-W =
τA-W;0

T

(
1− α

4

2gq sinhα

2gq coshα + gg

)
,

τA-W;0 =
5~̃c̃(η/s)
k̃BT̃refL̃ref

. (86)

Din formula de mai sus se vede că restrict, ia |α| . 4.09141 trebuie impusă

pentru ca τA-W să rămână pozitiv. În restul acestei sect, iuni, considerăm doar
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Figura 5: Fract, iile (a) Tλcharge/η s, i (b) (Tλheat/η) tanh2 α reprezentate ı̂n
raport cu α = µ/T . Liniile continue reprezintă rezultatele analitice (81)
pentru Nf = 2 s, i Nf = 3. Liniile punctate corespund limitelor date ı̂n ec. (83)
s, i (85) pentru valori mici, respectiv mari ale lui α. Fract, ia corespunzătoare
lui λheat e ı̂nmult, ită cu tanh2 α pentru eliminarea comportamentului divergent
ı̂n limita α→ 0.

cazul când k̃BT̃ = 600 MeV s, i (η/s) = 1/4π, iar α variază ı̂ntre 0 s, i 4.

Lungimea de referint, ă este variată ı̂ntre 1 fm ≤ L̃ref ≤ 10 fm.

Modelul bazat pe statistica Maxwell-Jüttner are remarcabila proprietate

că, pentru valori mici ale lui α = µ/T , raportul T
η
λheat diverge precum α−2,

astfel recuperând legea dată ı̂n ec. (5.6) a referint,ei [33] (obtinută ı̂n cadrul

corespondent,ei AdS/CFT), precum s, i ı̂n ec. (33) din referint,a [31]. Deoarece

modelul considerat aici este bazat pe statistica Maxwell-Jüttner, compor-

tamentul gazului ideal este atins când α → ∞. Aceasta implică că rapor-

tul Tλheat/η tinde către valoarea constantă 5/3. Aceasta este una dintre

diferent,ele majore ale modelului descris mai sus s, i cel propus ı̂n [31]. O

altă limitare majoră a modelului bazat pe statistica Maxwell-Jüttner este că

densitatea de entropie (77) devine negativă la valori mari ale lui α, ceea ce

implică faptul că raportul η/s nu poate fi ment, inut constant când α depăs,es,te

valoarea α0 ' 4.09, iar s se apropie de valoarea 0. În particular, rezultatele

obt, inute cu modelul acesta nu pot fi considerate realiste când α & 1.
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În cele ce urmează, vom discuta nis,te rezultate numerice obt, inute folo-

sind modelul Lattice Boltzmann dezvoltat ı̂n lucrarea [34]. Pentru extra-

gerea coeficient, ilor de transport folosind simulări numerice, am considerat

problema atenuării undelor longitudinale discutată ı̂n [35]. Mai exact, con-

siderăm o undă armonică având vectorul de unde k = 2π/L care se propagă

de-a lungul direct, iei z ı̂ntr-un domeniu infinit având periodicitatea L. Se

presupune că sistemul e omogen ı̂n raport cu direct, iile transversale x s, i y.

Considerăm descompunerea

n = n0 + δn, P = P0 + δP, (87)

unde perturbat, iile δn s, i δP sunt considerate mici, având acelas, i ordin de

mărime ca s, i viteza β = u/c� 1.

Timpii de atenuare τη s, i τλ, definit, i ca durata după care amplitudinea

undei longitudinale scade cu factorul e (baza logaritmului natural), sunt

reprezentat, i ı̂n Fig. 6. Se observă o divergent, ă a acestor timpi ı̂n limita

când α→ 4, adică atunci când timpul de relaxare τA−W → 0. De asemenea,

se observă că pentru valori fixate ale lui α, timpul de atenuare scade con-

siderabil pe măsură ce lungimea de undă L scade, ceea ce indică o disipare

crescută ı̂n acest regim.
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Figura 6: Timpii de atenuare a undelor longitudinale init, ializate conform
(a) δn0 = δP0 = 0 s, i β0 = 10−3; s, i (b) δn0/n0 = 10−3, δP0 = 0 s, i β0 = 0,
reprezentate ı̂n raport cu α.
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