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Raport de activitate (Etapa 2)

Obiectivul O2. Corectii cuantice pe spatii curbe

Pe spatiul Minkowski, sistemele cuantice la temperaturi finite prezinta corectii
fata de predictiile clasice ale teoriei cinetice relativiste atunci cand acestea
sunt accelerate (liniar sau centrifugal) sau cand sunt supuse actiunii campului
electromagnetic. Aceste corectii pot fi uneori corelate cu anomalii cuantice,
care impun violarea in prezenta interactiunilor a unor legi de conservare sta-
bilite la nivelul campului clasic, in urma procedeurilor de regularizare (sau
renormare). Cel mai cunoscut exemplu este cel al anomaliei axiale, care aduce
legii clasice de conservare a curentului axial o corectie in prezenta campului
electromagnetic. Aceste anomalii dau nastere fenomenelor de transport ano-
mal, care permit excitarea de catre un curent (sa ziceam, curentul electric)
a unui curent de alta natura (de exemplu, curentul axial). Exemplele includ
efectele care implica fermionii chirali, avand la baza curentul axial, cum ar
fi: efectul magneto-chiral (generarea unui curent electric de catre un exces de
particule chirale in camp magnetic extern), efectul de separare chirala (gene-
rarea curentului axial de catre excesul de particule incarcate electric in camp
magnetic extern) sau efectul vortico-chiral (generarea curentilor electrici sau
axiali intr-un mediu cu vorticitate nenuld) [§].

Pe spatii curbe, se poate intalni a treia sursa care genereaza anomalii,
si anume gravitatia. Legi care sunt valabile la nivelul campurior clasice pot
primi corectii cuantice datorita cuplajului dintre camp si curbura locala a
spatiu-timpului. Un exemplu bine-cunoscut este anomalia conforma, datorita
careia urma tensorului energie-impuls a unui caAmp conform (fara masa) nu
se mai anuleaza, primind corectii care depind de curbura spatiului [9].

Pentru a intelege mai bine efectele cuplajului campului cuantic cu gravitatia,
in cadrul acestui obiectiv propunem un studiu al starilor cuantice la tempe-
raturi finite in contextul a doua spatii diferite, si anume spatiul anti-de Sitter

si universul static al lui Einstein.



Activitatea A2.1. Analiza comparativa a TEI obtinut folosind teo-
ria cuantica de camp si teoria cinetica a gazelor pe spatiul anti-de
Sitter. In cadrul acestei activitati, se urmareste utilizarea formalismului te-
oriei de camp la temperaturi finite pentru analiza starilor termice in rotatie
pe spatiul anti-de Sitter (adS). Studiul campurilor pe acest spatiu a deve-
nit de interes larg datorita conjecturii corespondentei anti-de Sitter / teoria
conforma de camp (adS / CFT) [10]. Aceasta corespondenta a permis sonda-
rea unor proprietati ale materiei care interactioneaza tare, cum ar fi plasma
cuarc-gluon [11].

Activitatea A2.1 are ca si scop investigarea proprietatilor campurilor cu-
antice pe spatiul de Sitter la temperaturi finite prin comparatie cu predictiile
clasice ale teoriei cinetice relativiste. In cazul unui sistem static, studiul
campurilor Klein-Gordon si Dirac a fost prezentat in lucrarea [12] si dise-
minate prin prezentarea [6]. Pentru cazul sistemelor in rotatie, rezultatele
preliminare au fost diseminate prin prezentarea [7] si in lucrarea [3]. Mai

multe detalii se pot gasi In sectiunea [1}

Activitatea A2.2. Analiza comparativa a TEI obtinut folosind te-
oria cuantica de camp si teoria cinetica a gazelor pe Universul
Static al lui Einstein (ESU). Spatiu anti-de Sitter consdierat la activi-
tatea precedenta are simetrie maximala, este conform cu spatiul Minkowski
si are o frontiera temporala. Prima caracteristica plaseaza spatiul anti-de
Sitter in clasa speciala a spatiilor cu simetrie maximala (din care mai fac
parte universul de Sitter si spatiul Minkowski), in timp ce a doua impune
ca proprietatile campurilor care prezinta simetrie conforma sa fie identice cu
cele de pe spatiul Minkowski (exceptand cele care sunt afectate de anomalii
cuantice). Ultima caracteristica permite studiul starilor in rotatie rigida fara
inconvenientul aparitiei suprafetei luminale (in exteriorul careia miscarea ri-
gida se efectueaza cu viteze supraluminice). Mai exact, forta centrifuga este

atenuata de curbura spatiului atunci cand viteza unghiulara {2 este suficient



de mica.

In timp ce universul static al lui Einstein nu are simetrie maximali si nu
este conform cu spatiul Minkowski, acesta pastreaza ultima dintre caracte-
risticile enumerate mai sus. Fiind un spatiu compact avand frontiera la o
distanta finita de punctele sale interioare, acesta permite studiul starilor in
rotatie rigida fara formarea suprafetei luminale cand viteza unghiulara este
suficient de mica. Studiul starilor cuantice in rotatie si la temperaturi fi-
nite pe acest spatiu permite sondarea efectului curburii asupra proprietatilor
campurilor si in absenta simetriilor maximale. Totodata, este interesant
studiul efectului potentialului chimic nenul, care permite introducerea unui
dezechilibru net intre particule si anti-particule care persista in echilibrul ter-
modinamic, fiind caracterizat printr-o densitate de sarcina nenula. O analiza
preliminara al efectelor cuantice care apar in prezenta potentialului chimic
pe spatiul Minkowski a fost diseminata prin capitolul de carte [5] si este

prezentata in Sec. [2|

Obiectivul O3. Teoria cinetica pe spatiul Minkowski in

prezenta frontierelor (2019)

In cadrul acestui obiectiv, se urmareste dezvoltarea unei metodologii pentru
studiul sistemelor mezoscopice la nivel clasic, utilizand teoria cinetica rela-
tivista la baza careia sta ecuatia Boltzmann relativista. Efectele cuantice,
mai exact diferenta dintre particulele bozonice si cele fermionice (care sunt
supuse principiului de excluziune al lui Pauli), sunt incorporate in teorie la
nivelul integralei de coliziune, care impune ca starea cu entropie maxima sa
fie descrisa de distributiile Bose-Einstein, respectiv Fermi-Dirac. In activi-
tatea A3.1 propusa pentru anul acesta, se urmareste punerea bazelor unui

model lattice Boltzmann pentru studiul numeric al curgerii

Activitatea A3.1. Model lattice Boltzmann pentru curgeri in in-

teriorul unui cilindru. In cadrul experimentelor de ciocnire a ionilor



grei ultrarelativisti, o parte a energiei disponibile in centrul de masa al
ciocnirii este eliberata prin formarea plasmei cuarc-gluon. Corelarea puter-
nica intre constituentii sai elementari permite studiul evolutiei acesteia (cel
putin in faza intermediara, dupa coliziune si inaintea hadronizarii cuarcilor
liberi) folosind modele cinetice. O provocare in aceasta directie o consti-
tuie dezvoltarea uneltelor care sa permita studiul numeric al caracteristicilor
acestor modele Intr-o maniera eficienta din punctul de vedere al resurselor
computationale necesare, insa fara sacrificarea acuratetii. In cazul teoriei
cinetice nerelativiste, metoda lattice Boltzmann s-a dovedit a fi foarte efi-
cienta, cu precadere pentru curgeri aproape de echilibru termodinamic [13].
In cadrul acestei activitati, am considerat implementarea unui model lat-
tice Boltzmann pentru curgerile ultrarelativiste ale particulelor bozonice si

fermionice. Mai multe detalii sunt prezentate in Sec.

1 Analiza corectiilor cuantice pe spatii curbe

Rezultatele prezentate in acesta sectiune au fost diseminate prin publicatia
[12]. S&a consideram parametrizarea spatiului anti-de Sitter (adS) folosind

coordonatele (t,7,0, ), pentru care elementul de linie este:

sin? wr

w2

1

— |—dt® + dr’ +
COS“ Wr

ds® =

(d6? + sin® 0dp?) | . (1)

Pentru evitarea buclelor temporale inchise, domeniul coordonatei tempo-
rale este extins de la [0,27] la t € (—00,00). Aceasta extensie corespunde
spatiului de acoperire care extinde spatiul adS. Domeniul coordonatei radiale
este 0 < wr < 7, unde parametrul w reprezinta inversul razei de curburd a
spatiului adS, fiind corelat cu scalarul Ricci prin relatia

R = —12w° (2)



Discutia din aceasta sectiune este concentrata pe proprietatile campului Di-
rac. Structura spinoriala a acestuia este facilitata de utilizarea tetradei in

etalonarea carteziana, definita prin [14]:

i i
ey = coswr Oy, e; =CoSwr { - (5@- — ﬁ) + ﬂ] 9;.  (3)

sin wr 72 72

In raport cu vectorii tetradei de mai sus, se pot defini matricile gamma
locale, y* = eL~®, pornind de la cele de pe spatiul Minkowsi, care satisfac

urmatoarele relatii standard de anticomutare:
{77} = -2, (4)

La temperatura finitd 8; ' si in rotatie rigida cu viteza unghiulard Q =
Qk, media condensatului fermionic se poate calcula folosind formula [15]
<§\Ij>ﬁo,ﬂ - Z_ltr(pAﬁ\IJ% fA) = e_BO(H_QMZ)u (5>
unde H = i9, este Hamiltonianul sistemului, M? = —i0, + 5% si §F =
%7172 reprezinta proiectiile pe axa z a operatorilor momentului cinetic total
si spinului, iar Z = tr(p) reprezinta functia de partitie a sistemului.
Evaluarea ec. poate fi facuta folosind metoda separarii punctelor, dupa
cum urmeaza [16]
<§‘i’> = — lim tr[ng) ol 2 YA(2 | 2)], (6)
' —x ’
unde Sg) ’Q(x, x') reprezinta propagatorul Feynman la temperatura finita iar

A(z,2') este bispinorul transportului paralel, a carui expresie pe spatiul adS



este [21]:

A, o) = sec(ws/2)
7 \/ €cos wr cos wr’

wAt wr wr’ L wr . owr'x-yx -y
cos — [ cos — cos — + sin — sin —
2 2 2 2 2 r r!
JAN? w X x/
—|—81an (sm%cos %—’Yo—i—sin%cos% /770)] (7)

Pornind de la ecuatia de evolutie a lui Heisenberg pentru campul liber,

se poate arata ca in general

A

POt 0)p" = e (t 4 iy, @ + 150). (8)

La temperatura finita, propagatorul Feynman este anti-periodic in raport cu
componenta imaginara a coordonatei temporale [I7]. Aceastd proprietate

permite calcularea lui S} (At, Ap) = S§ o(t, ¢;t',¢') folosind formula [18]:

[e o]

Sh oAt Ap) = Y (=1)7e 705 SE (At +ijfo, Ap +ijBo),  (9)

j=—o00

F
unde S,

Expresia de mai sus este valida numai cand starile de vid obtinute in limita

(z,2") este propagatorul Feynman corespunzatoare starii de vid.

temperaturii nule (fy — o00) si corespunzand starilor in rotatie (€2 finit)
sunt identice cu vidul static (2 = 0). Aceasta proprietate este satisfacuta
pe spatiul adS cand parametrul de rotatie satisface |Q2] < w [19]. Pentru
simplitate, discutia va fi limitata la acest caz in cele ce urmeaza.

Datorita simetriei maximale a spatiului adS, S _(z, ') poate fi exprimat
sub forma [20]:

iSye(®,2) = [A(s) + B(s)]A(w, 2'), (10)

unde n, = V,s(x,z’) reprezinta versorul tangent in punctul = la geodezica



care uneste punctele x si 2/, in timp ce distanta geodezica (intervalul geode-
zic) s este dat de formula:
cos wAt

cosws =——————— — cosy tan wr tan wr’. (11)
COS W COS WT

Mai sus, 7 reprezinta unghiul dintre @ si @', astfel incat cosy = cos 6 cos ¢ +
sin @sin 0’ cos Ap. In cazul particulelor fara masa, functiile A si B au urmatoarele

expresii:

3 3

ws\ —3 W ws\ —3
= in — . 12
(COS 2 ) o Bl =165 <Sm 2 ) (12)

Pornind de la ec. @, inlocuind propagatorul la temperatura finita cu

w
1672

AJ M=0 —

expresia din formula @D, folosind expresia din ec. pentru propagatorul
corespunzator vidului, precum si ec. (7)) pentru bispinorul transportului pa-
ralel si ec. pentru expresia explicita a functiilor A si B, se poate arata
ca [19]:

o , . 0
YA (=1)7*!(cos wr)? cosh “2% cosh £4%
<' v '>507Q - Z 2712 wiBo 2 s 2 s 2 s 1.2/ QB0\12°
— 272[sinh” (L) + cos? wr — sin” wr sin® @ sinh” (=42 )]
=1 2 2
(13)
10 o - Tz -
. To=0 - -@-- 109 Tp=o --@--
To=20 - -A-- 1 To=20 --A--
5 Analytic 10 Analytic
1O 2
= 0" Emé’ 102 ¥
o 10' ¢
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[1 - (@)™ [t - (@)™

Figura 1: Dependeta (a) lui V3% si (b) a lui S5 /w in raport cu (1 —
0?/w?)~!, reprezentatd in scard logaritmicd. Liniile punctate cu simboluri
reprezinta rezultatele numerice obtinute pornind de la ec. , in timp ce

curbele analitice corespund ec. si .



Condensatul fermionic continut in intreg spatiul adS se poate obtine in-
tegrand ec. pe tot volumul acestuia:

VFC
B, cosh(wjBy) — cosh(255)
3¢3)TE (3w? — 0T,

ww? —0?)  bw(w? — Q2)

S > (—1)7 cosh(£420) / sinh(«ife
:/di’)x\/—_g(:ﬁ\ll:)ﬁmz—z( 1)’ cosh(Z5™)/ sinh(=5%)

In2+4+O0(Ty ). (14)

On the boundary, the following result is obtained:

Sica = [ 4075 (T 3,0

T w, 4 Q/w Q2 9
~ 45(w2 — 92)3/2 ﬁtan j + 1-— E + O(T ) (15)
0.)2
Se poate observa ca V, si S5 sunt amplificate de rotatie prin factorii

(1-02/w?) L, respectlv ( - Q2/w ) 3/2. Fig.[I[a) si[1[b) indica dependenta
lui V3G, si alui SEC de (1—Q%/w?)~!, pentru diferite valori ale temperaturii
Th = By 1. Se poate observa ca rezultatele analitice si (reprezentate
cu linii negre continue) sunt in buna concordanta cu rezultatele numerice
(reprezentate cu linii punctate si simboluri), care sunt calculate porndind de
la ec. .

Rezultatele prezentate mai sus se regasesc in lucrarea [3], care este mo-

mentan 1n curs de evaluare.

2 Efectul potentialului chimic asupra starilor

in rotatie

Rezultatele discutate in aceasta sectiune fac obiectul capitolului de carte [5],

fiind dezvoltate suplimentar in lucrarile [1] si [2].



In teoria cinetica relativist, particulele (¢) si antiparticulele (g) de masi

M sunt distribuite conform functiei Fermi-Dirac, dupa cum urmeaza:ﬂ

fasa = (ZQTF)g [exp(prB* F p/T) +1] ", (16)

unde p,, reprezintd cuadriimpulsul particulelor, satisficand p* = (p')* — p? =
M?, gp reprezintd numéarul de grade de libertate interna (pentru gradele
de spin, avem gg = 2), T si u reprezinta temperatura locala si potentialul
chimic local, iar f* = u*/T reprezinta cuadrivectorul de temperatura. Viteza

macroscopica u” este cea corespunzitoare rotatiei rigide, avand expresia:
u® =T(1,0,v%,0), v = pQd, (17)

unde p reprezinta distanta pana la axa de rotatie iar {2 e viteza unghiulara
a rotatiei. Indicii cu caciula se refera la componente in raport cu tetrada

cilindrica:
e; = O, e; = 0, e =p 10, e; = 0,. (18)
Factorul Lorentz I' care apare in ec. este
I =(1-p?02)~12 (19)

In conditiile de mai sus, se poate arata ca temperatura 7" si potentialul chimic
i sunt date de:
T = FT(), n = F,uo, (20)

unde 7§ si po reprezinta valorile temperaturii si potentialului chimic pe axa
de rotatie.
Pornind de la functiile de distributie f,/ introduse in ec. , se pot

n unititi Planck, ¢ = h = kp = 1.

10



calcula curentul de sarcina J¢ si tensorul energie-impuls 7%7:

R 3o .
g = / L2ty — £ (21)
T = / T2t 15, + 1) (22)

Deoarece gazul este in echilibru termodinamic global, marimile de mai sus

au forma corespunzatoare fluidului perfect, mai exact:
JE = Qpu®, TP = (Ep + Pr)u®u’ — Pen®?, (23)

unde Qp, Er si Pr reprezinta densitatea de sarcina, densitatea de energie,
respectiv presiunea. Aceste marimi se pot calcula pornind de la ec. (22)),

folosind formulele:
gF > 2 1 1
d - — .
QF o 9.2 / pp (@(pt'u)/T—f—l e(pt+“)/T+1> )

Er :9_F/°°p2dp (')’ ( L >
EF_3PF 27T2 0 p£ M2 e(Pf_IJ‘)/T_{_l €(p£+ﬂ)/T_|_1 ’

Pentru particulele fara masa (sau in limita ultrarelativista cand masa

acestora este neglijabila), se obtin urmatoarele relatii:

2
Blme M
—ge (T2 + B 25
QF 9re ( + 7r2) ; (25)
T 30u2T?  15u*
Pr = T 26
r 9F360< T T ) (26)

in timp ce Er = 3FF.
In cazul in care masa e nenula, in principiu trebuie utilizat calculul nume-
ric pentru evaluarea densitatii de sarcina Q integralelor care apar in ec. (24)).

Fig. 2 reprezinta dependenta lui Fr de (a) coordonata radiala p si de (b) fac-

11
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Figura 2: (a) Rezultatele numerice pentru densitatea de energie Ep (24),
exprimata in GeV/fm3 pentru gy = 0.1 GeV si kgTy = 0.2 GeV, pentru
Mc* =0,0.14 GeV, 0.775 GeV si 1.116 GeV. (b) Reprezentare in scara dublu
logaritmica a lui Er, la (kgTy = 0.2 GeV si 0.6 GeV), pentru diferite valori ale
masei. S-a considerat un numar gr = 6 de grade de libertate, contabilizand
contributiile de la trei arome de cuarci si doua valori ale spinului.

torul Lorentz I', pentru diferite valori ale masei. Valorile numerice sunt tipice
pentru conditiilor corespunzatoare plasmei cuarc-gluon formata in urma co-
liziunii ionilor grei [22] 23]. Masele alese corespund pionului (0.140 GeV),
mezonului p (0.775 GeV), hyperonului A° (1.116 GeV) si hyperonului “char-
med” AF- (2.286 GeV). [24].

Tranzitia de la teoria cinetica relativista la teoria cuantica de camp la
temperaturi finite se poate face inlocuind componentele cuadrivectorul de
impuls al particulelor cu operatorii cuantici corespunzatori. Pentru o tem-
peratura finita 7Ty, la potential chimic finit pg si in rotatie rigida cu viteza
unghiulara €2, media unui operator cuantic A se poate calcula folosind relatia
[25]:

(A)g, =27 Te(PA),  pr = oxp | ~(Hy — QM — poQr)/To |, (27)

unde Z = Trp este functia de partitie, H= 10; este Hamiltonianul, @ r este

12



operatorul de sarcina, iar J/\/[\§ este proiectia pe axa z a momentului cinetic
total. Urma se calculeaza pe toate starile continute in spatiul Fock.

Pentru reprezentarea starilor din spatiul Fock, consideram un sistem com-
plet de solutii de tip particula Uj(z) = Up,,,(x) si anti-particuld Vj(z) =
iv?U ]*(x) care sunt vectori proprii atat ai operatorilor i si M? care intervin
in expresia lui p, cat si ai proiectiei p* pe axa z a operatorului de impuls si

al operatorului de elicitate Wo=S8-P /p:

ﬁFUj =F;Uj, ]\//—7§Uj =m;Uj,
ﬁFZUJ :k'jUj, WOUj :)\jUj7 (28)

Consideram dezvoltarea operatorului de camp U in raport acest set de moduri
[26]:

P ~
/ dE|E| | drke(B)
|E|>M

—-P
X [bg,k,ng,k,m(l‘)+d)E\,k,mTVL%\,k,m(x) ) (29>

unde l;j reprezinta operatorul de anihilare a unei particule iar ci;r reprezinta
operatul de creare a unei anti-particule.
La nivelul operatorilor uniparticula de creare (l;j si CZ;) si anihilare (b; si

A

d;), actiunea operatorului statistic pp este

(E;—SQm;—po)/To jt (Bj=Qm;+po)/To Jt
]7 ]’
(30)

. 1 3 s v . - A1z
unde m; = :|:§, ii’ ce reprezmta valoarea proprie a operatorulul M=, Drept

ﬁFi)} (r) ' =€ ﬁF‘i} (or) ' ="

urmare, mediile la temperatura finita a produselor de doi operatori uni-

13



particula sunt [I5], 27]:

n 0,57 itd 954"

o exp[(Ej — po)/To] + 1’ i expl(E; + o) /To] + 1
(31)

unde E; = E; — Qhm; reprezinta energia masurata in reperul aflat in rotatie

rigida.

Pornind de la definitia curentului de sarcina pentru campul Dirac,
JY = Uy, (32)

se poate calcula media acestuia la temperatura finita:

(: 1 1
<(: ) 472 m_zoo/ [ (1El=po)/To 4 1 ellBl+w0)/To + 1}
ro(E ()
: /—p w (qJé(qp)) )

in timp ce J? = J? = 0. In limita masei nule, partea dreapta a expresiei de

mai sus poate fi calculata exact, rezultatul fiind:

2 2172
5t fof e, M psTe 4, 1
S, =0 = 2oz
(g, [3 <T +7r2>+ i (3 3|
2 272
TN H 2, M pl2T 2
(- J? ), pQF[g (T +—7T2) + o (4% — 3)| . (34)

Termenii de pe prima pozitie corespund rezultatelor obtinute in cadrul teoriei
cinetice relativiste, in timp ce termenii de pe a doua pozitie reprezinta corectii
cuantice. Avand in vedere ca T = Tyl si u = ppl’ depind liniar de factorul
Lorentz I', se poate observa ca in termenii de pe pozitia a doua, puterea
dominanta a lui I' este cu doua unitati superioara puterii corespunzatoare
termenilor de pe prima pozitie. Drept urmare, in vecinatatea suprafetei

luminale, cand I' = oo, corectiile cuantice devin dominante.
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Utilizand descompunerea:
(:J® :>To = qud + j;“, (35)

se poate obtine expersia pentru densitatea de sarcina:

ol (o B3\ | oS
— 72 4 Ko
@ 3 ( o 72 * 472

(2% — 1), (36)

precum si pentru curentul de sarcina in sistemul propriu:

i . pl®
j :]ﬁ<p9707170)T7 Jg = —pQ?’W (37)

Curentul de mai sus reprezinta un efect pur cuantic care descrie un transport
al particulelor incarcate indus de rotatie.

Operatorul aferent tensorului energie-impuls corespunzatoru campului
Dirac este:

A~

1= ~ = o~
T =2 [\Il’y(uay)\lf — 0, Ty T . (38)

La temperatura finita, media acestuia este:

(: Tas *)p, W Z/ dEE/ dk Tas sgn(E)

1 1
X = + — . (39)
eBl-10)/To 41 e(IBl+n0)/To 4 1

where the tensor %45 has the following non-vanishing components:

1 1 y
Ty = EJ5(ap), Tip = 2 {mJTZ(qp) - 5%(%)} ~ L),

2

Tpp = J*(qp)—q—JX(qp)} Tpp = LT (qp), Tez = = J(qp).

E pE™
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In cazul masei nule, se obtin urmatoarele rezultate:

~ T2 300272 15ud 4 1
(: Ti 2, = (Té‘+ 00 “°)<—F2——)

60 T2 T 3 3
Q1 32\ (8 16 1
T2+ 22) (-1 — —T% 4 =
+8(0+7r2><3 5 Tg9)
~ Tr8 (L, 30pdTE 15u
¢ Ty '>T0 = 45 (TO * T2 Tt )

20216 3u2\ /3 1
i I G
T ( ot 7r2) (2 2)’
T 30u2T?  15u¢
<: Tﬁﬁ :>T() = 180 (116l L + 0)

)

T2 T
S (1) (- 5).
(- Top ) :77;1(;4 (Té‘ + 307/?? s 1757%) (47% - 3)
+ Q;f (T02 + 37T—’“‘23) (8r* —8I* +1), (41)
in timp ce (: Tk: Dy, = ( f[,ﬁ g Ca siin cazul curentului de sarcina,

termenii de pe prima poitie corespund rezultatului obtinut in cadrul teoriei
cinetice relativiste, in timp ce termenii de pe pozitia a doua reprezinta corectii
cuantice. Din nou, se poate observa ca corectiile cuantice devin dominante
in vecinatatea suprafetei luminale, datorita puterii superioare a lui I'.

Analiza termenilor care apar in ec. se poate face considerand urmatoarea

descompunere hidrodinamica a tensorului energie-impuls [29]:
(: T D, = Ep uuy) — (P +@)AY + I + WY + W, (42)

unde Lz si Pg reprezinta densitatea de energie si presiunea, W< reprezinta
fluxul de caldura in sistemul propriu, @w este presiunea dinamica iar II1*Y

este tensorul presiunii anizotrope. Tensorul A% = n®" — u®u” reprezinta
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un proiector pe hipersuprafetele ortogonale pe u®. Considerand ca miscarea
rigida nu implica expansiune (V - u = 0), se poate presupune ca presiunea
dinamica se anuleaza (w = 0).

Pentru particulele fara masa, densitatea de energie este

Tn? 30T2u2 154\ QT2 3u2\ [4r? 1
Eg=—(T" 7’4+ ) (= —= 43
g 60( e +77r4)+ 8 ( +7r2)(3 3)’( )

in timp ce fluxul de caldura este:

& T (s 3
W = wg(pR,0,1,0)", wg=pQ— (T°+ = |. (44)

18 2
Se poate observa ca, sub efectul rotatiei rigide, in sistemul cuantic apare un
flux de caldura care este absent in teoria clasica, reprezentand un exemplu

de fenomen de transport cuantic. Tensorul presiunii anizotrope este

[0?]°T2 0 T2 0

a6 0 _% 0 0

I7=Ts| o o 2 o | (45)
0 o o0 -1

iar IIz = 0 in limita particulelor fara masa.

Figura [3(a) prezintd diferenta relativd Ejs/Ep — 1 ca functie de factorul
I', pentru diverse valori ale parametrilor inspirate din conditiile tipice pentru
plasma cuarc-gluon formata in urma coliziunii ionilor grei. Diferenta rela-
tiva este de sub 1072 pe axa de rotatie, crescand pe masura ce punctul de
observatie se departeaza de aceasta.

Diferenta relativa 1 — Er/Ej, prezentata in Fig. (b), e neglijabila pe
axa de rotatie. In apropierea suprafetei luminale, unde corectiile cuantice
devin dominante, aceasta diferenta tinde catre 1. Linia punctata gri indica
pozitia unde corectiile cuantice egaleaza predictia clasica, mai exact unde

Es = 2Ep. Aceasta pozitie se deplaseaza catre suprafata luminala pe masura
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1-Ep/Ep

[kgTol [Q]
10 0.13 GeV, 5x10§§s': —-—
0.13 GeV, 2x10%°s”, —©—
0.13 GeV, 1x10§§s’: ——
0.20 GeV, 1x10™°s™ —A— ‘
1 10 1 10 100 1000
r r

Figura 3: Diferentele relative (a) Ez/Er — 1 si (b) 1 — Ep/Ejs dintre den-
sitatea de energie cuantica Fg si cea obtinuta in cadrul teoriei cinetice
relativiste, Ep , pentru particulele fara masa. Curbele corespund tem-
peraturilor kgTy = 0.13 GeV (patrate colorate mov, cercuri goale rosii si
cercuri colorate albastre) si 0.2 GeV (triunghiuri negre goale). Viteza un-
ghiulard ia valoarile Q = 5 x 10*2s™! (patrate colorate mov), 2 x 10??s™!
(cercuri goale rosii) si 1022571 (cercuri albastre colorate si triunghiuri negre
goale). Potentialul chimic pe axa de rotatie are valoarea 1o = 0.1 GeV.

ce temperatura creste sau viteza unghiulara scade.

Mai departe, consideram efectul masei asupra densitatii de energie Eg.
Fig. (a) arata o comparatie Intre densitatile de energie Eg si Er, ca functii
de distanta p de la axa de rotatie. Pentru 2 = 5 x 10*?s™!, suprafata lu-
minala este situata la distanta p = ¢/ = 6 fm. Densitatea de energie
pentru particulele de masa 0.14 GeV urmeaza indeaproape rezultatul cores-
punzator limitei masei nule, in timp ce in cazul cand Mc? = 0.548 GeV, se
pot distinge diferente fatd de aceastd limitd doar cand p < 5.5 fm. Fig. [4(b)
aratd dependenta densitatilor de energie Fg si B de I’ . Acestea incep
a se distinge una de cealalta cand I" 2 10 iar corectiile cuantice (contribu-
ind o divergenta de ordin superior in vecinatatea suprafetei luminale) devin
La valori mari ale lui I', atat curbele corespunzatoare teoriei cuantice cat

si cele corespunzatoare teoriei clasice urmeaza comportamentul asimptotic
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10° ‘ ‘ 10° ‘
Y — (b) (o = 0.1 GeV)
.| B Mc2 09340 GeV —B— 10° |
10* F Ef, Mc2=0.140 GeV - - - |
Ep, Mc3=0.548 GeV —&— 10t
% 40| ERMP=0548GeV - @ - A
£ € 3l
s (kgTp = 0.13 GeV) 3 10
O 402 | (g=0.1Gev) S 2l
> 22 -1 =
£ (©@=5x1022s) =
s & 10" |
| 10 5]
>
5 g 100 L
2 0%} S “
w 107 9%
107 - keTp=,0.20 GeV)  (kgTy =,0.13 GeV)
10 MC 0 — M 0 —
-4 10 0.775 GeV —H— 0.548 GeV —6—
10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ -
0 1 2 3 4 5 6 1 10
p [fm] r

Figura 4: Dependenta (a) de distanta p de la axa de rotatie (masurata in
fm) si (b) de factorul Lorentz I' (19), a densitétilor de energie Es and Er
corespunzator sistemului cuantic (simboluri goale si linii continue) respec-
tiv sistemului clasic (simboluri colorate si linii punctate) la py = 0.1 GeV si
QO =5x102s7". In (a), temperatura pe axa de rotatie e kgTy = 0.13 GeV, in
timp ce masa Mc? e 0 (linia continud mov, corespunzand lui Eg), 0.140 GeV
(pitrate albastre) si 0.548 GeV (cercuri rosii). In (b), kgTy = 0.20 GeV (lini-
ile din partea de sus a figurii) si 0.13 GeV (liniile din partea de jos). Rezulta-
tele analitice pentru limita fara masa sunt reprezentate folosind linii continue
(rezutlatul cuantic) respectiv punctate (rezultatul clasic) fara simboluri (mov
pentru cazul kgTy = 0.2 GeV si albastru pentru kgTy = 0.13 GeV).
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corespunzator limitei masei nule.

3 Modele lattice Boltzmann pentru statistica

cuantica a particulelor ultrarelativiste

Rezultatele preliminare prezentate in cadrul acestei sectiuni fac obiectul unui
articol in lucru [28§].

Un sistem compus din particule bozonice neutre (numite generic gluoni),
distribuite conform functiei f;, precum si din particule si antiparticule fer-
mionice, numite generic cuarci si anticuarci si distribuite conform functiilor

fq si ]75, poate fi modelat folosind ecuatia Boltzmann relativista:

~ Jiq 5-u Ji"_fém
7o | fa = o= 5_]?6(0) 7 (46)

= - =~ 20

fg fg_ g()

unde 7,y reprezinta timpul de relaxare intrebuintat in modelul Anderson-

Witting pentru integrala de coliziune. Distributiile la echilibru termodina-

. v . (0 . . . (0 R
mic corespunzatoare cuarcilor fé ) si anticuarcilor ( fa( )) corespund statisticii

Fermi-Dirac, in timp ce distributia la echilibru termodinamic a gluonilor fg(o)

corespunde statisticii Bose-Einstein, dupa cum urmeaza:

_ ~ o~ —1
~ gq p-u
f(o) — g exp (—N—~ — Oé) + 1} )
Y (2mh)3 | kgT
_ ~ o~ —1
70) __ Y _b-u
I =ty [ ( P a> ’ 1} |
_ ~ o~ -1
7o) _ gﬂ ox <_£_g) _ 1] ) 47
Is (27h)3 L Y kT o

Mai sus, o = 1/ kT reprezinta raportul dintre potentialul chimic y si energia

termica kg7, In timp ce u reprezinta cuadriviteza in reperul Landau. Sem-
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nul lui « este pozitiv pentru leptoni (cuarci) si negativ pentru anti-leptoni
(anticuarci). Presupunem ca potentialul chimic aferent gluonilor se anu-
leaza. Factorii de degenerare pentru gluoni si cuarci sunt g, = 2 X 8 = 16 si
gq = 6Ny, unde Ny reprezinta numarul de arome (consideram doar cazurile
Ny =2si3). Definind cuadricurentul N~ si tensorul energie-impuls T prin:

Y A
Nt =¢ me(fq—fq%

[P, o+~
™ =c | =P (fa+ fa+ fo), (48)
p
ecuatiile de conservare %Mj\vf“ = 0 si V, T = 0 sunt garantate cand wu

reprezinta viteza in reperul Landau, mai exact atunci cand:
T u" = —Eu”. (49)

Mai mult, cantititile 7(?) si E© corespunzitoare echilibrului sunt egale cu 7

si E = 3P. Aceste egalitati implica

AN
~ (Qgq B o
7 —_ 1 —
"6 ('5h> (+7T2)’

nksT {(7gq+4gg)7r4 a?r? 044}

P= —
a(m? 4+ a?) 609, 2 * 4
~ ~ ~\ 4
we (ksT\ [x g
=— | =] |=(7g9,+4 2ot + 20277 | . 50
Gﬁ(%>{mwﬁwm+ﬂa+aﬂ) (50)
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Densitatea de entropie se poate calcula folosind formulele |30}, 31]:

. (E+P ~
s=|—=—= —a|kpn
nkBT

~ -\ 3
~ kT 2
=kg (i) [W—(?gq +4g,) + %052 ) (51)

he 90

Notand cu P, si T, presiunea si temperatura de referinta, densitatea de

referinta poate fi introdusa prin relatia

P
= (52)
kBj—;ef

77‘1ref

Notam cu g valoarea lui a corespunzatoare cazului cand P = P siT = T,.;.
E convenabila introducerea notatiei:
4

™
Ay =2 (79, + 4g,) + 2 (o) + 2037%)

6r2b. [ 77\
=T e ) (53)
k:Bﬂef k‘Bﬂef

Cea de-a doua egalitate poate fi considerata ca o definitie a lui ay. Cu

ajutorul definitiilor de mai sus, n, P si s pot fi scrise in forma adimensionala

dupa cum urmeaza:

n :i—q()a(w2 +a?) T3,
1 [=* g
P N {@(7% +4g,) + Z"(o/l + 204%2)} T,
672 [ 72 g
= | —(7 4 ZLa2| T3, 54

Functiile de distributie pot fi adimensionalizate in raport cu f;ef = Nyl (%Bﬁef)?’
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dupa cum urmeaza:

39, T p-u -1
0 — 29 (_ __) 1}
Joo =y 1P\ =) T
() _ 390 [ ( Jﬂ) 1}‘1
13 A exp (& T + ,
39 [ p-u -1
1 =i o0 (57) =1 (5%

Mai sus, impulsul a fost adimensionalizat in raport cu

_ ksl
pref = Bg f‘ (56>

Pentru sisteme care sunt aproape de echilibrul termodinamic local, pro-
cedura Chapman-Enskog permite exprimarea curentului de difuzie J* prin

relatiile:

J“ = - AchargeAﬂyleOé

T
= — Apeat AP (VVT — EVVP> : (57)

unde \..... € difusivitatea de sarcina iar \,.,, e conductivitatea termica. Ten-

sorul presiunii izotrope II*¥ poate fi scris dupa cum urmeaza:
" = —2nV*Hu?, (58)

unde 7 e coeficientul de vascozitate dinamica. Mai departe, prezentam o
analiza a coeficientilor de transport Augarse; Aneas Si 7 prin prisma procedurii
Chapman-Enskog.

Utilizim descompunerea f = f(© + §f a functiei de distributie, unde
consideram ca df e o perturbatie mica atunci cand sistemul e aproape de

echilibru. Prin varianta simplificata a procedurii Chapman-Enskog, ¢ f poate
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fi obtinut sub forma [30]:

Ta

Ta- R
0f = == p'Of =~ Zp“auf(o), (59)

p-u p-
unde am presupus ca produsul 7, f este neglijabil. Deoarece 6 N# = N —

N(’g) = JWr i 0TH = T — T(‘él)’ = [I"", cantitatile de neechilibru pot fi

obtinute folosind formulele:

d®p LA ne
Y T R |
. d3p y DN HUAK
““ ‘/ PP Of 00+ 005) =~ [T @) T (60)

unde notatia 7T,;1"*** se refera la urmatoarele integrale [32]:

Qaq... d3ppa1 "'pak 0 (0)
Tn;l— * :/p_o (—p~U)" [fé)_fq ]’

o d’pp - p™
i Z/p—ow[fq(o) + 117+ 100, (61)

Pentru calculul lui J# si II*” sunt utile urmatoarele rezultate:
TEA =3 (4w + ).
E :2[6““““” + (u + w4 utyt),
I =Plowu"u + ('™ + u'n + uy™),
Ty :§[48u”u”u)‘u“ (g )
+ 6t 4 iy

+ w4 w4 ). (62)
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Dupa putin calcul, se obtin urmatoarele rezultate:
" ~ — TA_W{ (4utu” + ") DP + (u* A"
4P
+ u”A’“)@,\P + ?[GGA(u“u”u’\)
+ 0"u" + O*u” + 77’“’8,\'@]},

1
JH o~ — T [GA(nu”uA) + gA”A(?An] : (63)

Pentru obtinerea relatiilor constitutive, se utilizeaza forma ecuatiilor de con-

servare corespunzatoare fluidului perfect pentru a obtine:

8,\(nu“u’\) ~nDu",

Dut ~ — A" 0, P,
! E+P
1
DP =~ o(E + P)o,u" (64)
Rezulta [31]:
JM - _)\chargeAuyal/aa HMV = _2778<Huy>7 (65>

unde conductivitatea de sarcina A si vascozitatea dinamica 7 sunt

charge

4
Ta-wh n AT w P
Aetarge = In (= - .
charge 12 aa n (P3> 9 TI 5 (66>

Efectuand derivata dupa «, se obtine:

2 2 T
T 4+ 3a n 1, (67)

by = - -
charge = T1TAw {304(7# +a?) 4P
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Mai departe, observand ca

E+P (0T o, P
Ot =~ 7:; (T _E+P)’ (68)
se poate obtine urmatoarea relatie pentru A,..:
A = Mo (MY (69)
nT’
Dupa un mic calcul, rezulta:
Aneae = 4TA;VP {4?:‘%? 2;2 (72 + 302) — 1] . (70)

Pentru simularea plasmei cuarc-gluon, raportul dintre vascozitatea dina-
mica si densitatea de entropie trebuie mentinut la o valoare constanta. Acest

lucru se poate realiza implementand timpul de relaxare dupa cum urmeaza:

7r2
. _ Taw;0 %(7gq + 499) + %qa2
A-W — 9
T 55(79,+4g,) + % (a' + 20272

(71)

unde _

15m2h —

——(n/5). 72
2kBTref( /s) (72)

Ta-w;0 =

In cazul in care sistemul cuarc-anticuarc-gluon este implementat folosind

statistica necuantica data de distributia Maxwell-Jiittner la potential chimic
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finit, populatiile la echilibru se inlocuiesc cu

f;(o) :g—qN exp (a + 2—3) ,

(27Th)3 kBT
0) _ Yq _b-u
i = iy ‘”‘p( “@f)’
o) __ 99 (—E’N,@) 73
£y ) P\T7) (73)

unde 7 si E© corespunzatoare distributiilor de echilibru trebuie sa fie egale
cu n si E = 3P. Acest lucru e posibil atunci cand sunt satisfacute relatiile

de mai jos:

~ ~\ 3
. 2ggsinha (k:BT>
n Y

72 hic
Iz _ 29 COS}'IOJ + ggﬁEBf
2gqsinh o
- ~ ~\ 4
hc kgT
:—2(2gq cosh o + g,) % ) (74)
m ke

Densitatea de entropie pentru statistica Maxwell-Jiittner este [30] 31]:

~ ~\ 3

k kT

=L 14(2g, cosha + g,) — 2g,asinha] [ =— | . 75
T q g q

he

Notand cu P, si T, o presiune si o temperatura de referinta, se pot
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introduce notatia
Ay =2g, cosh o + g4
P [ e\
P, c
=== | =—= , (76)
kBﬂcf kBﬂcf
unde g e valoarea lui o pentru care P = lgref si T = ZN“f Notand cu 72,

densitatea de referinta din Eq. , formele adimensionale ale lui 7, P sis

pot fi exprimate dupa cum urmeaza:

2
n :&T3 sinh a,
0
4

P =—(2g,cosha + g,),
Ao
T3
S=0 [4(2g4 cosha + g,4) — 2g,asinh ] . (77)
0

Adimensionalizand functiile de distributie in raport cu Frog = Ty / (%Bief)?’,

se obtine:

! AN 9ac"

fq(o) = — Bt gee~ | er/T. (78)
(0) Nyt 271’71(3

fg 9y

Avand 1n vedere ca
E+P (0,T o, P
o,a = — — , 79
“ nT <iF <E+P) (79)

conductivitatea termica \,... In modelul Maxwell-Jittner este:

E+ P\’
)\heat :)\charge ( nT )
ruw(E+P) (E+P
~ 3Ttanha nT

-—3tanha). (80)
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Importanta relativa a conductivitatilor de sarcina si de caldura in raport cu

vascozitatea dinamica poate fi estimata prin raporturile de mai jos:

T 5 cosh a 3 sinh atanh o
12 cosha + g4/29, 4cosha+g,/29,)
T 20 cosh « g 3sinh? o
— Aot =———5— h =5 _—— "}, 81
" 3sinh? a (COS ot 29, 4cosha ) (81)

Pentru valori mici ale lui «, densitatea de sarcina n si presiunea P: sa-

~ -\ 3 e g~ a4
n o~ 294 (—kBT> , P~ (294 +99)h_g <—kBT> . (82)

w2 \ he w2\ he

tisfac:

Se observa ca n — 0 in absenta potentialului chimic al cuarcilor (cand o —
0). Presiunea totala in modelul bazat pe statistica Maxwell-Jiittner in limita
a — 0 este egala cu presiunea gazului ideal cu 2g, + g, grade de libertate.
Mai mult, ec. se reduce la

T 5 1+40(a?)
charge _121+gg/29q7
T 20 g
ot = |1+ 22 +0(a?)] . 83
=y |1+ 22+ 0fa?)] 53

In timp ce Agareel /7 atinge o valoare constanta cand av — 0, raportul A,...T'/n
diverge precum inversul patratului lui a. Acest comportament a fost pus in
evidenta in [31] in cazul modelului bazat pe statisticile Fermi-Dirac si Bose-
Einstein. Mai mult, este iIn mod surprinzator in concordanta calitativa cu
comportamentul evidentiat in [33] ca si analog al legii Wiedemann-Franz,
obtinut in cadrul corespundentei AdS/CFT.

In limita o — oo, contributia anticuarcilor este suprimata exponential,

iar contributia gluonilor devine neglijabila, dupa cum indica comportamentul
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asimptotic al lui n si P

~ ~\ 3
- (%) o P o
g he

Drept urmare, densitatea de sarcina creste liniar cu fugacitatea, e®, iar
ecuatia de stare a gazului ideal este recuperata. Mai mult, ec. se re-
duce la:

%Acmge — 45—8, %Ahem — g (85)
Cum de altfel a fost remarcat si in [31], conductivitatea de sarcina devine
independenta de numarul de arome, in timp ce conductivitatea termica con-
tinua sa depinda de acest parametru. Obtinem ca atat TAg.../n cat si
T Mt /n tind spre valori constante nenule cand o — oo, ceea ce contras-
teaza cu rezultatele obtinute in [31] folosind statistica cuantica, unde ambele
rapoarte se anuleaza in aceasta limita.

Rapoartele %x\charge si %/\heat obtinute in ec. sunt reprezentate in Fig.
folosind linii continue pentru Ny = 2 (2 arome) si Ny = 3 (3 arome). Pen-
tru evidentierea comportamentului lui %)\heat atat la valori mici, cat si la
valori mari ale lui «, raportul este inmultit cu tanh® o, astfel compensand
divergenta din limita o« — 0. Valorile limita pentru valori mici si mari ale lui
«, obtinute in ec. si , sunt reprezentate folosind linii punctate.

Impunénd o valoare constanta a raportului 77/s, se poate obtine urméatoarea

expresie pentru timpul de relaxare 7, :

Taw:0 (1 a  2g,sinha >

Taw =T 4 2g4 cosha + g,
5he(n/s
TA—W;O :#. (86)
kBCZ—’refLref

Din formula de mai sus se vede ca restrictia |a] < 4.09141 trebuie impusa

pentru ca 7, sa ramana pozitiv. In restul acestei sectiuni, consideram doar
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N=2 ——
100/9 - - -

Nf=3 ——
260/27 - - -
5/3

(T Apegt / M) tanhZa
(o>}

0.01 0.1 1 10 100
o o

Figura 5: Fractiile (a) TAuurge/n 81 (D) (T'Aews/n) tanh? @ reprezentate in
raport cu o = p/T. Liniile continue reprezinta rezultatele analitice
pentru Ny = 2si Ny = 3. Liniile punctate corespund limitelor date in ec. (83)
si (85 pentru valori mici, respectiv mari ale lui .. Fractia corespunzatoare
lui Ay, € iInmultita cu tanh? o pentru eliminarea comportamentului divergent
in limita o — 0.

cazul cand kT = 600 MeV si (n/s) = 1/4r, iar o variazd intre 0 si 4.
Lungimea de referinta este variata intre 1 fm < Eref < 10 fm.

Modelul bazat pe statistica Maxwell-Jiittner are remarcabila proprietate
ca, pentru valori mici ale lui a = p/T", raportul %/\heat diverge precum a2,
astfel recuperand legea data in ec. (5.6) a referintei [33] (obtinuta in cadrul
corespondentei AdS/CFT), precum si in ec. (33) din referinta [31]. Deoarece
modelul considerat aici este bazat pe statistica Maxwell-Jiittner, compor-
tamentul gazului ideal este atins cand @ — oo. Aceasta implica ca rapor-
tul T'\.../n tinde catre valoarea constanta 5/3. Aceasta este una dintre
diferentele majore ale modelului descris mai sus si cel propus in [31I]. O
alta limitare majora a modelului bazat pe statistica Maxwell-Jiittner este ca
densitatea de entropie devine negativa la valori mari ale lui «, ceea ce
implica faptul ca raportul /s nu poate fi mentinut constant cand « depaseste
valoarea oy ~ 4.09, iar s se apropie de valoarea 0. In particular, rezultatele

obtinute cu modelul acesta nu pot fi considerate realiste cand « 2 1.
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In cele ce urmeazi, vom discuta niste rezultate numerice obtinute folo-
sind modelul Lattice Boltzmann dezvoltat in lucrarea [34]. Pentru extra-
gerea coeficientilor de transport folosind simulari numerice, am considerat
problema atenuarii undelor longitudinale discutata in [35]. Mai exact, con-
sideram o unda armonica avand vectorul de unde k = 27 /L care se propaga
de-a lungul directiei z intr-un domeniu infinit avand periodicitatea L. Se
presupune ca sistemul e omogen in raport cu directiile transversale x si y.

Consideram descompunerea
n=mngy+on, P=PFy+0P, (87)

unde perturbatiile dn si dP sunt considerate mici, avand acelasi ordin de
marime ca si viteza 8 = u/c < 1.

Timpii de atenuare 7, si 7y, definiti ca durata dupa care amplitudinea
undei longitudinale scade cu factorul e (baza logaritmului natural), sunt
reprezentati in Fig. [f] Se observa o divergenta a acestor timpi in limita
cand o — 4, adica atunci cand timpul de relaxare 7o _w — 0. De asemenea,
se observa ca pentru valori fixate ale lui «, timpul de atenuare scade con-
siderabil pe masura ce lungimea de unda L scade, ceea ce indica o disipare

crescuta in acest regim.
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1000 — L-2.0fm - = -

= - 100 F L=1.0fm - -® -
L=0.5fm - - -
Analytic

Analytic

Figura 6: Timpii de atenuare a undelor longitudinale initializate conform
(a) 57),0 = 5P0 =0 Sl ﬂo = 1073; Sl (b) 5n0/n0 = 1073, 5P0 =0 Sl 60 =0,
reprezentate in raport cu a.
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