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Raport de activitate (Etapa 1)

Obiectivul O1. Corectii cuantice pe spatiul Minkowski

in prezenta frontierelor

In cadrul acestui obiectiv, se evidentiaza legatura dintre conditiile pe fron-

tiera si proprietatile tensorului energie impuls (TEI) masurate pe frontiera.

Activitatea A1.1. Analiza hidrodinamica a tensorului energie-impuls
(TEI) corespunzator campului Klein-Gordon cuantificat in prezenta
frontierelor. Scopul principal al acestei activitati este corelarea implemen-
tarii conditiilor pe frontiera cu valoarea medie a TEI pe frontiera in stari
termice. In particular, pentru sistemele in rotatie, se doreste controlul vite-
zei de rotatie aferenta TEI-ului. Rezultatele preliminare obtinute in cadrul
acestei activitati au fost diseminate oral prin lucrarea [2], urmand a fi trimise
spre publicare sub forma unei lucrari in extenso [3]. Detaliile tehnice sunt

prezentate in sec. [1}

Activitatea A1.2. Analiza hidrodinamica a TEI corespunzator cam-
pului Dirac cuantificat in prezenta frontierelor. Metodologia dezvol-
tata la Al.1 este conceptual identica cu cea necesara pentru studiul campului
Dirac. Diferenta majora insa este ca ecuatia Dirac, fiind o ecuatie de ordinul
1, nu permite fixarea conditiilor pe frontiera (e.g., de tip Dirichlet sau von
Neumann) la nivelul intregului spinor. Detaliile tehnice sunt prezentate pe

scurt in sec. 2] rezultatele fiind momentan preliminare [3].

Obiectivul O2. Corectii cuantice pe spatii curbe

In cadrul etapei 1 au fost obtinute cateva rezultate aferente activitatii A2.1.
Analiza comparativa a TEI obtinut folosind teoria cuantica de camp si teoria
cinetica a gazelor pe spatiul anti-de Sitter. Aceste rezultate au fost publicate

in [I]. O scurta descriere a rezultatelor obtinute este prezentata in Sec. 3|



Figura 1: Geometria sistemelor in rotatie in jurul axei z, cu viteza unghiulara
2 = Qk. Coordonatele cilindrice p, ¢ si z ale unui punct oarecare de coor-
donate (z,y, z) sunt reprezentate schematic. Frontiera se gaseste la distanta
R de axa de rotatie.

1 Conditii pe frontiera pentru campul Klein-

Gordon in rotatie

Sa consideram cazul campului Klein-Gordon in interiorul unui cilindru de
razd R (sistemul este reprezentat schematic in Fig. [I). Ne intereseaza s
gasim o legatura intre conditiile pe frontiera impuse pentru camp si valoarea
vitezei pe suprafata cilindrului, masurata intr-o stare in rotatie rigida cu
viteza unghiulara €2, corespunzatoare temperaturii 5. Pentru simplitate,
pastram discutia la nivelul cuantelor fara masa. Folosind teoria cinetica
a gazelor, se observa ca solutia corespunzatoare rotatiei rigide este una de
echilibru termodinamic global, astfel incat tensorul energie-impuls este cel

corespunzator fluidului perfect:

T = (Erxr + Prxr)n™ + Prertb gt (1)



unde PriT = %ERKT in cazul particulelor fara masa, iar ufy este cuadrivi-

teza fluidului, avand componentenle:

0 _ - ¢ _ g
URKT = TRKT, ugkr = 0, URkT = VTRKTURKT; upkr = 0. (2)
Viteza vgkr corespunzatoare rotatiei rigide cu viteza unghiulara €2 si factorul
Lorentz yrkr aferent sunt date prin:
1

YRKT = —F——-
V1- VR

Densitatea de energie Frkr are expresia:

(3)

VRKT = an

7T2’71£:1{KT ( 4)

Erkr = W'

Solutiile ecuatiei Klein-Gordon sunt:

—’iw]‘ t+ik:j Z+imj %2}

\/SWij Jm; (4;P), (5)

unde ¢; = 4/ wjz — kJQ este valoarea impulsului pe directia radiala, k; este

impulsul de-a lungul axei z, w; este energia, m; este proiectia momentului
cinetic pe axa z iar IV; este o constanta de normare. Indicele j se refera la
colectia numerelor cuantice care caracterizeaza solutia f;. Pentru a asigura

ortogonalitatea solutiilor (), trebuie satisficuta relatia:
[g;R Ty, (@ R)] + W, (g;R) = 0. (6)

Relatia de mai sus defineste conditiile pe frontiera de tip Robin. Se recu-
pereaza conditiile Dirichlet cand W — oo, respectiv conditiile von Neumann
pentru ¥ — 0. Pentru m; = m fixat, ec. @ admite o infinitate de solutii
¢ — qme (0 =1,2,3,...) care formeaza o multime discreta.

Mediile componentelor TEI intr-o stare in rotatie rigida la temperatura
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Figura 2: (a) Functia din stanga semnului egal din ec. @, reprezentata
pentru m = 1 in raport cu z = ¢R. (b) Valoarea vy, a vitezei v @, masurata
pe frontiera, ca functie de ¥ pentru diferite valori ale parametrului g, in
cazul cand R =1 si 2 = 0.5.

finita se pot calcula cu formula:

]Nkmd dk
: Fls
T D B L N

m=—oo (=1

unde Wgne = Wrmy — $2m reprezinta energia masurata de catre observatorii

aflati in rotatie rigida iar termenii Fjs5 au expresiile:

Foo = (6wt + p7°m* = 4s) T (@mep) + Cog T3 (Gmep),

Fay = —6wp™'mJ} (qp),

Fpp = (=3p72m®* + 3¢%) J2.(ap) + 2qp~  Im(ap) J;, (ap) + 3¢°J;,%(ap),
Fpp = (5p7°m* + ¢%) J2(ap) — 2ap~ " Tm(ap) I}, (ap) — ¢° 7, (ap),

Fss = (6k% — p~?m?* + ¢°) J3,(ap) — ¢° T}, (ap). (8)

Datorita factorului Bose-Einstein (eﬁakm/Z —1)71, energia Wy, trebuie sa fie
totdeauna pozitiva. Acest lucru trebuie asigurat prin conditiile pe frontiera,

in sensul ca W trebuie ales astfel incat wy,,, > dm pentru orice valori ale lui



k, m si ¢, inclusiv cand k = 0 si £ = 1 (prima radacina). Drept urmare, avem
de satisfacut suplimentar conditia g,,; > mf{). Se stie ca pentru conditiile
Dirichlet (¥ — o0) si von Neumann (U = 0) este totdeauna satisfacuta
relatia ¢, R > m > mR, unde ultima inegalitate este valida atunci cand
QR < 1 (suprafata p2 = 1 corespunde orizontului de rotatie, unde toate
valorile medii diverg deoarece viteza observatorilor in rotatie rigida atinge
viteza luminii). Figura 2a) arata zerourile functiei din stanga semnului
egal din ec. @ pentru cazul m = 1. Se vede ca zerourile corespunzatoare
valorilor pozitive ale lui ¥ interpoleaza intre zerorurile aferente conditiilor
von Neumann si Dirichlet, in timp ce pentru ¥ < 0, zerourile se deplaseaza
spre stanga.

Pentru evaluarea vitezei v aferente starii in rotatie rigida, se poate utiliza

reperul Landau, definit prin:
T = —FEu®, v=—, (9)

unde E este densitatea de energie Landau, u” este viteza Landau iar v re-
prezinta analogul cuantic al marimii vggr . Se poate arata ca intre com-

ponentele TEI si v exista relatia:

TP — ﬁ(ﬁ)@ + T99). (10)

Evaluand ec. pe frontiera si impunand v(R) = vy, rezulta relatia:

m2\ ! 2 p2 2
dk vy (W?R* + m?)
32( ¢*R? ) /w(eﬂa —1) {me a 1+
v - )

v U2 — 2 1/ dk
1 [ — - = <
1+0vf Z < * P R? > w(efs —1)

m,l

unde indicii m, ¢ si k au fost suprimati pentru a nu incarca expresia. FEcuatia

de mai sus permite determinarea iterativa a lui ¥, pornind de la o valoare
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Figura 3: Profilele (a) energiei Landau E si (b) vitezei azimutale v ca functie
de p/ R pentru diferite valori ale lui ¥. Rezultatele obtinute cu teoria cinetica
relativista Erkr si vrgT = p§2 sunt reprezentate folosind linii continue
de culoare mov. Valorile parametrilor sunt 2 = 0.5, R=15si § = 0.5.

test W) care se introduce in membrul drept al egalititii pentru a obtine
in membrul stang o noua valoare W), La iteratia n, se introduce ¥~
in membrul drept si se obtine in membrul stang W™, Algoritmul atinge
convergenta cand

pn)

oDl < e (12)

unde € = 0.001. Rezultatul aplicarii algoritmului de mai sus se poate vedea
in Fig. (b), unde este reprezentata dependenta vitezei pe perete v, de ¥
pentru trei valori ale lui 8. Se poate observa ca v, < QR = 0.5 pentru toate
valorile lui W > 0.

Alegerea lui ¥ nu influenteaza doar valoarea vitezei pe frontiera (vy), ci si
profilele componentelor TEL In Fig. (a) si (b) se pot vedea comportamen-
tele energiei Landau E si vitezei azimutale v @D pentru W = 0 (conditii von

Neumann) si pentru valori ale lui ¥ alese astfel incat v, = 0.1, 0.3 si 0.4 (am
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Figura 4: Profilele componentelor II, 1177 si I1** ale partii vascoase e
a TEI pentru (a) v, = 0.4 (¥ = 28.602); respectiv (b) ¥ = 0 (v, = 0.463).
In teoria cinetici relativista, [Irgt = 0. Valorile parametrilor sunt €2 = 0.5,
R=1s18=0.5.

considerat R =1, 2 = 0.5 si § = 0.5). Cazul corespunzator lui ¥ = 0 iese in
evidenta printr-o crestere semnificativa a energiei in vecinatatea frontierei, in
timp ce viteza Landau depaseste predictia teoriei cinetice a gazelor (v = p2).

In fine, considerim deviatia TEI de la forma pentru fluidul perfect, atinsa

de sistemele aflate In echilibru termodinamic global:

T — T4, = I, (13)



unde 1% poate fi descompus dupa cum urmeaza:

VAL 0 vyl 0
0 11°° 0 0

vy’ I 0 A% 0
0 0 0 I1%*

e = , (14)

unde v = (1 — v?)~Y/2 este factorul Lorentz. Componentele II, TI?" si T1%
satisfac relatia: 55 55

‘ T+ 1177 + 117* = 0, (15)
deoarece tensorul I1%* are urma nuli. Profilele componentelor II, II77 si
[1** sunt reprezentate in Fig. 4| pentru (a) v, = 0.4; si (b) ¥ = 0. Se
observa ci in cazul conditiilor von Neumann (¥ = (), componenta W** isi
schimba semnul, fiind negativa pe axa de rotatie (p = 0), respectiv pozitiva

pe frontiera (p = R).

2 Conditii pe frontiera pentru campul Dirac

in rotatie

Conditiile pe frontiera pentru campul Dirac trebuie formulate astfel incat
operatorul Hamiltonian H = ¢0; sa raméana hermitic. Cu alte cuvinte, pro-
dusul scalar (1, x) al oricaror doua solutii ¢ si y ale ecuatiei Dirac trebuie
sa fie independent de timp. In cazul cand campul ocupa volumul V' avand
frontiera V, invarianta temporala a produsului scalar este asigurata cand

este satisfacuta relatia:

8, (4, ) = — /a NS TERe (16)

unde /—g este determinantul metricii la puterea 1/2 iar matricile Dirac

covariante 7% sunt dependente de punct, satisficind urmitoarea relatie de



anticomutare:
" = —2¢". (17)

Scriind masura de integrare d>; = d¥n;, unde n; sunt componentele normalei
interioare la suprafatd n = n;dz?, ec. (16]) devine:

/a RoNETI (18)

unde 7% = n;v".

Ecuatia admite o gama foarte larga de conditii pe frontiera, din care
putem distinge doua clase.

Prima clasa cauta satisfacerea ecuatiei rezultante dupa efectuarea in-
tegrarii dupa z si ¢. Conditiile pe frontiera rezultante se formuleaza la nivelul
componentelor Fourier ale solutiilor ecuatiei Dirac, drept urmare formularea
este prin insasi natura ei nelocala. Dintre implementarile de acest tip amin-
tim conditiile de tip spectral introduse in [M. Hortacsu, K. D. Rothe, B.
Schroer, Nucl. Phys. B171 (1980) 530].

In cadrul celei de-a doua clase, satisfacerea ec. se asigura la nivelul
integrandului, intr-o maniera locala, prin anularea produsului %ﬁx in orice
punct al frontierei dV. Acest obiectiv poate fi atins folosind conditiile pe
frontiera propuse de grupul de la MIT [A. Chodos, R. L. Jaffe, K. Johnson,
C. B. Thorn, V. F. Weisskopf, Phys. Rev. D 9 (1974) 3471], generalizate
ulterior pentru invarianta la transformarile chirale in [C. A. Liitken, F. R.
Ravndal, J. Phys. G 10 (1984) 123]:

i) = =759y, (19)
unde pentru o transformare 1) — 1’ = €%, unghiul © se transforma dupa

legea © — ©' = O + 20.

Pentru cazul campului Dirac in interiorul unui cilindru de raza R, ec. (|19

10



devine:
i) = —e 59 (20)

Solutiile ecuatiei Dirac care satisfac ec. se pot scrie:
Ukm[ = meKUIij + bl;mZUl;mZ’ (21>

unde spinorii U, , (A = £1/2) sunt dati prin:

U}\ _ e_iEt—’_ikz Qf.g_ 2 pAeimwjm(qp) (22)
kme i \ae. 2iAp_re! ™I T (qp) )

unde indicii k£, m si £ au fost omisi in partea dreapta a semnului egal. Mai

sus s-au folosit notatiile

/ L / k
QE:E E’ pr p7 ( 3)

unde p este masa cuantei iar ¢ = /E? — k2 — 12 este componenta radiala a
impulsului particulei.
Ecuatia se poate scrie:

AU =0, (24)

unde matricea A = i7” + e~"5® are componentele:

cos © 0 —isin®  je
Ao | 0 C(?SQ e  —isin® ’ (25)
—isin® —ije ¥ cos © 0
—ie %  —isin® 0 cos ©

11



in timp ce vectorul coloana U este:

(bs @by +b_€ p_)e™ ], (qR)
e~ iBttike | i(h & p_ —b_Cop,)e imtle J m1(qR)

U= (26)
A (b4 € py —Dd_€_p_)e™? ], (qR)
i(b+ € p +b_C_p )", (gR)
Ecuatia are solutii b1 netriviale cand
20
2,4+t se —1=0, (27)
ml

unde j,e = i (@meR) / Jims1(gmeR). Pentru valori fixate ale lui m si p, ecuatia
de mai sus are o infinitate de solutii g, indexate cu ajutorul lui ¢ (¢ =
1,2,...). Cazurile © =0 (cos©® = 1) si © = 7 (cos © = —1) au fost studiate
in [V. E. Ambrus, E. Winstanley, Phys. Rev. D 93 (2016) 104014]. Studiul
cazului general este inca in faza preliminara, rezultatele urmand a fi trimise

spre publicare in cel mai scurt timp [3].

3 Analiza corectiilor cuantice ale starilor ter-

mice pe spatiul anti-de Sitter

Spatiul anti-de Sitter reprezinta o solutie de vid a ecuatiilor Einstein cores-
punzatoare unei constante cosmologice negative. La fel ca si spatiul Min-
kowski, spatiul adS este maximal simetric, admitand 10 vectori Killing liniar

independenti. Metrica pe acest spatiu poate fi pusa sub forma:

dszds = a’sec’ p [—dT2 +dp* +sin’ p (d92 + sin? 6 dgoQ)} ) (28)

12



Distanta cea mai scurta dintre doua puncte cu coordonatele x si 2’ este data

de intervalul geodetic s.qs(z, z'), care satisface:

. A
cos (S dS) — a7 ; — cos7ytan ptan r (29)
a COS P COS P

unde A7 = 7 — 7/ iar vy reprezinta unghiul dintre vectorii x si x’:
’

9 A
pp

cosy =

(30)
Starile termice clasice pot fi caracterizate folosind teoria cinetica relati-
vistd. In cazul particulelor bosonice, se obtin relatiile:

3 o0 1 .
BSEN() -3n ) = Tl Lk (20,

2123 = j cos p
2 2 > 1 m]ﬁ
PSRKT _ micostp K 31
adS (6) 2ﬂ_2ﬁ2 p j2 2 Cos p ) ( )

in timp ce pentru particulele fermionice se obtin expresiile:

E::i,g{KT(6> _3PFRKT(ﬂ) _ 2m’° COSPZ K1 <m]ﬂ)’

cos p

cos p

2m? cos? p — mjp

FRKT

Puis (B) = 25 Z j2 Kz ( ) . (32)
j=1

In cazul particulelor fird masa, relatiile si se reduc la:

2 4 2 .4
SRKT T COoS" p FRKT 7T cos” p
Fads (B)Jm:o: ot Deis O )szo: op - B

Pentru studiul starilor termice folosind teoria cuantica de camp, se con-

struiesc prima data functiile Green ale lui Feynman pentru starea de vid,

13



rezolvand formele neomogene ale ecuatiilor Klein-Gordon si Dirac:

oz — 1)
O—m? - ER)GEY (2, 2") =————,
(x — 1)
iIp — m)S2s = —7 34
( )Sid (z, z') N (34)
unde R = —12/a? este scalarul Ricci iar £ este o constanta de cuplaj (£ =0

corespunde cuplajului minimal iar £ = 1/6 corespunde cuplajului conform).

In cazul campului Klein-Gordon, se obtine relatia:

G at) = Cs [ sin (25)] 7

a

+n,

3
X o Fy {—

1 N
= ;1 + 2n; cosec? (3 ds)]
2 2a

2

unde constanta Cg este

1 I(—2n) LY
=gy () e @)

2

iar parametrul 77 depinde de masa cuantelor:

n = \/m2a2+§Ra2+§. (36)

Mai multe detalii despre aceste rezultate se gasesc in lucrarea [C. Kent, E.
Winstanley, Phys. Rev. D 91 (2015) 044044].

In cazul campului Dirac, se obtine:
iSyig (,2") = [Ar(saas) + Br(saas)#] Az, 2"), (37)

unde 7% = v¥ng, iar ng = OaSaqs Teprezinta tangenta in punctul z la geodezica

care leaga punctul z de z/. In mod similar, ny = Oa Saqs este tangenta in

14



punctul z’ la aceeasi geodezica. Bispinorul transportului paralel A(z,z’) a
fost gasit in forma inchisa in [V. E. Ambrus, E. Winstanley, Class. Quantum
Gravit. 34 (2017) 145010]:

Az, 2) = sec B
) V/cos(p/a) COS(p’/a)[

At /
COS — cosﬁcosﬁ—i-smﬁsmﬁ—m vey
2a 2a 2a 2a 2a p Jed

At / . .
+ sin 5 <sm % cos Zpa p770 + sin g—a cos %azp_,’yyo) ] . (38)

Functiile A si Br depind doar de s.qs, dupa cum urmeaza:

Ap(s.as) = I'(2 + ma) cos <5adS> [_ <in? (ﬁﬂ ~2-ma

1672 a34meT (1 + ma) 2a 2a
X o F} [1 + ma, 2 + ma; 1 + 2ma; cosec? <S§—ZS>] , (39)
Br(sus) = ——o OIS [ gy (Sain)] 2
* 1675 g34mal (L 2a 2a
672a (3 + ma)
X o Fy [ma, 2 + ma; 1 + 2ma; cosec? (%)} . (40)

Constructia starilor termice se face pornind de la functia Green a lui

Feynman pentru o stare la temperatura 37!

Gads (x,2) Z GMS(r +ijB, ;7 ), (41)
j=—00

S (x,a') = Y (F1)Sud(r +ijB @7 2), (42)
j=—00

unde 3 = /a. Expresiile pentru componentele tensorului energie-impuls
sunt complicate, de aceea mai jos e reprodusa doar expresia pentru densitatea

de energie. In cazul campului Klein-Gordon fara masa cuplat minimal (§ =

15
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Figura 5: Densitatea de energie Ei{g QFT/RKT pentru campul scalar cuplat

conform (a) si minimal (b), respectiv pentru campul Dirac (c). Raza de
curbura a spatiului adS este fixata la a = 1. Figurile prezinta patru seturi
de date, corespunzand diferitelor valori ale inversului temperaturii 5. Liniile
continue reprezinta rezultatele , , obtinute folosind teoria cuantica
de camp. Liniile punctate reprezinta rezultatele obtinute folosind teoria
cinetica relativista.
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0), se obtine:

costp — Eec
Easd(gircr(ﬁ) 19272 4 =13 . 4 /(i3\] (43)
T [cos(2p) + cosh(jB)] sinh (%)
cos’ p — Eme
Enide(8) : (44)

gma =1 [cos(2p) + cosh(jﬁ)}3 sinh* (%) ’
unde

Eee = 3cos(6p) [2+ cosh (jB)] + 18 cos (4p) cosh () [2 + cosh (jB)]
+ cos(2p) [44 + 51 cosh (]B) + 30 cosh (2j6_) + 10 cosh (3]5)]
+31 + 33 cosh (j3) + 15 cosh (253) + 11 cosh (358) , (45)

Ene = %cos (4p) [1 + 2 cosh (35)} + 3 cos (2p) [1 + cosh (2]6_)]

—2 + 5cosh (jB) + ;cosh (2j5) . (46)

Pentru campul Dirac fara masa, se obtine:

Nl@\

mmﬁ(%>

Rezultatele obtinute folosind teoria cuantica de camp sunt reprezentate

3 cos? p
B QFT _ Z

ad3 424

(47)

impreund cu cele obtinute folosind teoria cinetica relativista in Fig. 5} Se
observa ca importanta relativa a corectiilor cuantice in cazul campului scalar
este semnificativ mai mica cand campul este cuplat conform (§ = 1/6) decat
cand cuplajul este minimal (§ = 0). Rezultatul pentru campul Dirac (pentru
care cuplajul minimal este totodata si cuplaj conform) este mai degraba
asemanator cu cel obtinut in cazul campului scalar cuplat conform decat in
cazul cuplajului minimal. Rezultatele prezentate mai sus sunt discutate mai

pe larg in [1].
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