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VI.3. Radiat, ia emisă de distribut, ii localizate de sarcini
VI.3.1. Potent, ialul retardat

▶ Studiul radiat, iei emise de sarcini ı̂n mis, care se face folosind
potent, ialele retardate.

▶ Pornind de la ec. Maxwell, ∂µF µν = µ0jµ, se poate introduce
potent, ialul Aµ = (ϕ/c, A), a.̂ı. Fµν = ∂µAν − ∂νAµ s, i

E = −∇ϕ − ∂tA, B = ∇ × A. (1)

▶ Impunând condit, ia Lorenz ∂µAµ = 1
c2 ∂tϕ + ∇ · A = 0, rezultă:

1
c2 ∂2

t Aµ − ∇2Aµ = µ0jµ, (2)

unde jµ = (ρc, j) reprezintă curentul de sarcină.
▶ Solut, ia acestei ecuat, ii se poate scrie sub forma:

Aµ(x, t) = µ0
4π

∫
d3x ′

∫
dt ′ jµ(x′, t ′)

|x − x′|
δ

(
t ′ − t + 1

c |x − x′|
)

, (3)

de unde se deduce că Aµ ı̂ntr-un punct x la un moment t este
determinat de distribut, ia de sarcini s, i curent, i la un moment de timp
t − |x − x′|/c anterior.



VI.3.2. Solut, ia ı̂n frecvent, e.
▶ Să considerăm transformata Fourier a densităt, ii de curent, precum s, i

a potent, ialului:(
jµ(x, t)
Aµ(x, t)

)
=

∫ ∞

−∞
dω e−iωt

(
jµ
ω(x)

Aµ
ω(x)

)
. (4)

▶ Ecuat, ia de continuitate ∂µjµ = 0 s, i condit, ia Lorenz ∂µAµ = 0
implică:

∇ · jω = iωρω, ∇ · Aω = ik
c ϕω, k = ω

c . (5)

▶ Integrala după t ′ din ec. (3) se poate efectua:

Aµ
ω(x) = µ0

4π

∫
d3x ′ jµ

ω(x′)
|x − x′|

e ik|x−x′|. (6)

▶ Folosind ec. (1), rezultă:

Bω = ∇ × Aω, Eω = −∇ϕω + iωAω. (7)



VI.3.3. Câmpul la distant, e mari

▶ Să considerăm o distribut, ie de sarcină localizată ı̂ntr-un domeniu de
dimensiune d redusă comparativ cu lungimea de undă λ = 2π/k a
radiat, iei emise (kd ≪ 1).

▶ În cazul când observatorul se află departe de sursă (r/d ≫ 1), se
pot efectua următoarele aproximat, ii (n = x/r):

|x − x′| = r − n · x′ + O(r−1), e ik|x−x′| = e ikr (1 − ikn · x′ + . . . ),
1

|x − x′|
= 1

r

[
1 + n · x′

r + O(r−2)
]

. (8)

▶ Rezultă pentru Aµ
ω:

Aµ
ω(x) = µ0e ikr

4πr

∫
d3x ′ jµ

ω(x′)
[
1 − ikn · x′

(
1 − 1

ikr

)
+ . . .

]
. (9)



VI.3.4. Potent, ialul electric.
▶ Potent, ialul electric ϕω = A0

ωc poate fi exprimată ı̂n funct, ie de
sarcina totală Qω s, i momentul de dipol electric dω

Qω =
∫

d3x ′ ρω(x′), dω =
∫

d3x ′ ρω(x′)x′. (10)

▶ Dezvoltarea lui ϕω rezultă imediat:

ϕω(x) = 1
4πε0r e ikr

[
Qω +

(
− iω

c + 1
r

)
n · dω + . . .

]
. (11)

▶ Substituind relat, ia de mai sus ı̂n ec. (4) s, i ı̂nlocuind −iω → ∂t ,
rezultă:

ϕ(x, t) = Q
4πε0r + n · ḋ(t ′)

4πε0rc + n · d(t ′)
4πε0r2 + . . . , (12)

unde t ′ = t − r/c iar ḋ(t ′) = ∂td(t ′) = ∂t′d(t ′).
▶ Din moment ce sarcina totală se conservă, Q nu depinde de timp,

astfel că momentul de monopol al lui ϕ e constant.
▶ Primul termen corespunde câmpului Coulombian generat de o

sarcină Q plasată ı̂n origine, ı̂n timp ce cel de-al doilea termen
induce câmpul de radiat, ie.



VI.3.5. Potent, ialul vector.
▶ Pentru a exprima pe Aω, se utilizează următorul truc:∫

d3x (∇ · a)x = −
∫

d3x a.

▶ Aplicând trucul de mai sus pentru a = jω, respectiv pentru
a = jω(n · x), rezultă:∫

d3x ′ jω(x′) = −iω
∫

d3x ′ρω(x′) x′,∫
d3x ′[jω(n · x′) + (n · jω)x′] = −iω

∫
d3x ′ ρω(x′)(n · x′) x′.

▶ Rezultatul poate fi exprimat ı̂n funct, ie de momentul dipolar magnetic
mω, respectiv momentul de cuadrupol electric Qij;ω s, i integrala I2

ω,

mω = 1
2

∫
d3x ′ [x′ × jω(x′)],

Qij;ω =
∫

d3x ′ ρω(x′)(3x ′
i x ′

j − r ′2δij),

I2
ω =

∫
d3x ′ ρω(x′)x′2. (13)



▶ Forma integrală a lui Aω(x) este

Aω(x) = µ0e ikr

4πr

∫
d3x ′ jω(x′)

[
1 − n · x′

(
iω
c − 1

r

)
+ . . .

]
. (14)

▶ T, inând cont că n × mω = 1
2

∫
d3x ′ [x′(n · jω) − jω(x′ · n)], rezultă

Aω(x) = µ0
4πr e ikr

{
− iωdω +

(
iω
c − 1

r

)
n × mω

+ iω
6

(
iω
c − 1

r

)
[Qω(n) + I2

ωn] + . . .

}
, (15)

unde [Qω(n)]i = Qω;ijnj .
▶ Substituind relat, ia de mai sus ı̂n ec. (4) rezultă:

A(x, t) = µ0
4πr

[
ḋ + ṁ × n + 1

6c Q̈(n) + 1
6c Ï2n + O(r−1)

]
. (16)



VI.3.6. Câmpul de radiat, ie.

▶ Spre deosebire de câmpul Coulombian, pentru care E ∼ r−2, câmpul
de radiat, ie ∼ r−1.

▶ Utilizând relat, iile:

∇r = n, ∇t ′ = −n
c , ∂inj = δij − ninj

r , ∇ × ḋ(t ′) = −n × d̈
c ,

∇ × (ṁ × n) = n × (n × m̈)
c + ṁ + n(n · ṁ)

r , ∇ × n = 0,

∇ × Q̈(n) = −n
c ×

...
Q(n) − n

r × Q̈(n), (17)

se poate obt, ine:

H = −n × d̈
4πrc + n × (n × m̈)

4πrc2 − n ×
...
Q

24πrc2 + O(r−2). (18)

▶ În expresia de mai sus, termenul de dipol electric este dominant.
▶ Se vede că direct, ia de propagare a undei este n.



VI.3.7. Radiat, ia de dipol.
▶ T, inând cont că E = µ0cH × n s, i H = ε0cn × E pentru unda

electromagnetică, vectorul Poynting are expresia:

S = E × H = µ0cH2n = ε0cE2n = ucn. (19)

▶ Intensitatea radiată sub unghiul solid dΩ este

dI(Ω) = r2|S|dΩ. (20)

▶ Puterea totală radiată se obt, ine după cum urmează:

P =
∮

Σ
S · Σ =

∫
dΩ r2S =

∫
dΩ dI

dΩ . (21)

▶ Pentru cazul când d̈ ̸= 0, termenul dominant ı̂n ec. (18) este cel de
dipol, a.̂ı.

S = |n × d̈|2

16π2ε0r2c3 n. (22)

▶ Utilizând
∫

dΩninj = 4π
3 δij , puterea totală radiată este

Pdipol = 1
4πε0

2
3c3 d̈2. (23)



VI.3.7. Radiat, ia de cuadrupol.
▶ Dacă sistemul constă din particule cu aceeas, i sarcină specifică q/m,

d̈ = q
m

∑
i

mi r̈i = 0, ṁ = q
2m

d
dt

∑
i

mi ri × vi = 0, (24)

unde ı̂n prima ec. pp. că asupra sistemului nu act, ionează fort, e
exterioare, iar a doua ec. reprezintă conservarea momentului cinetic.

▶ În acest caz, termenul dominant ı̂n H devine cel de cuadrupol:

H = − 1
24πrc2 n ×

...
Q(n). (25)

▶ Puterea totală radiată poate fi obt, inută folosind relat, iile∫
dΩninj = 4π

3 δij ,

∫
dΩninjnknl = 4π

15 (δijδkl + δikδjl + δilδjk),

⇒ Pcuadrupol = 1
4πε0

...
Q2

180c5 ,
...
Q2 =

...
Q ij

...
Q ij . (26)

▶ Datorită factorului c5 din numitor, Pcuadrupol ≪ Pdipol.
▶ În cazul moleculei de H2, ale cărei simetrii inhibă emisia de dipol, radiat, ia

de cuadrupol este dominantă. Fiind foarte slabă, aceasta nu a putut fi
detectată decât după rafinarea detectorilor ı̂n IR, cu ajutorul cărora s-au
evident, iat cantităt, i considerabile de H2 ı̂n spat, iul interstelar.



Probleme
1. Împrăs, tierea Thomson. Fie o undă care se propagă pe direct, ia

nin = k/k.
a) Să se obt, ină fort,a electromagnetică FL = qEin + qv × Bin cu care

unda act, ionează asupra unei sarcini q.
b) Să se arate că pt. |v| ≪ c momentul dipolar satisface d̈ = q2

m Ein.
c) Să se calculeze vectorul Poynting corespunzător radiat, iei de dipol

emisă de sarcina q la o distant, ă r mare de aceasta.
d) Arătat, i că sect, iunea dif. ef. de ı̂mprăs, tiere a radiat, iei satisface

dσ

dΩ = r 2 |Srad|
|Sin| = r 2

cl sin2 γ, (27)

unde Sin = Ein × Hin este v. Poynting incident, rcl = q2/4πε0mc2

iar γ e unghiul dintre nrad s, i Ein.
e) Să se calculeze radiat, ia emisă pe direct, ia de polarizare a undei

(nrad × Ein = 0).
f) Să se calculeze radiat, ia emisă pe direct, iile perpendiculare pe

polarizarea incidentă (nrad · Ein = 0).
g) Considerând nin = k radiat, ia incidentă nepolarizată

(Ein = Ein(i cos φin + j sin φin), să se arate că sect, iunea diferent, ială
eficace mediată după φin este

dσ

dΩ = r 2
cl

1 + cos2 θ

2 dΩ. (28)



Probleme
2. Sect, iunea Thomson.

a) Să se arate că sect, iunea totală este dată de formula Thomson:

σTh =
∫

dσ

dΩdΩ = 8π

3 r 2
cl, rcl = q2

4πε0mc2 . (29)

b) Să se evalueze σe s, i re pentru cazul unui electron.
[R: rcl = 2, 82 fm; σe ≃ 66, 5 fm2]

c) Sa se evalueze σp s, i rp pentru cazul unui proton.
[R: rcl = 0, 0015 fm; σp ≃ 19, 73 × 10−6 fm2]

3. Împrăs, tierea Rayleigh. O undă electromagnetică se propagă pe
direct, ia nin = k, excitând un electron legat care efectuează oscilat, ii
cu frecvent, a naturală ω0.

a) Să se găsească d = −er rezolvând ecuat, ia r̈ + ω2
0r = − e

m Ein.
b) Să se arate că sect, iunea diferent, ială eficace satisface

dσ

dΩ = (dσ/dΩ)Th

(1 − ω2
0/ω2)2 , (30)

unde (dσ/dΩ)Th e dată ı̂n ec. (27).
c) Să se arate că pentru frecvent,e mari, σ se reduce la σTh.
d) Să se arate că pentru ω ≪ ω0, σ → σRa = σThω4/ω4

0 .
e) Folosind λros, u ≃ 750 nm s, i λalbastru ≃ 450 nm, să se estimeze

σRa(albastru)/σRa(ros, u).



Probleme

4. O sarcină electrică q se mis, că pe o traiectorie circulară de rază R cu
viteza unghiulară ω0.

a) Să se exprime ρ(x, t).
b) Să se calculeze d(t) =

∫
d3x ρ(x, t)x.

c) Să se calculeze Pdipol.
d) Să se calculeze Qij(t) =

∫
d3x ρ(x, t)(3xixj − x2δij).

e) Să se calculeze Pcuadrupol.
f) Să se calculeze viteza de rotat, ie ω0R pentru care Pcuadrupol = Pdipol.

5. Un pătrat de latură a are sarcinile ±q dispuse alternativ ı̂n colt, urile
sale. Pătratul se rotes, te ı̂n jurul axei de simetrie (ce trece prin
centrul său, perpendicular pe planul pătratului) cu viteza constantă
ω0.

a) Să se arate că d(t) = 0.
b) Să se calculeze Qij(t).
c) Să se calculeze câmpul de radiat, ie H.
d) Să se exprime dI/dΩ ca funct, ie de direct, ia de observat, ie n.
e) Să se calculeze Pcuadrupol.


