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IV.2. Propagarea radiat, iei electromagnetice
IV.2.1. Ecuat, iile Maxwell

▶ Ecuat, iile Maxwell sunt:

∇ · D =ρ, ∇ × E = − ∂B
∂t ,

∇ × H =∂D
∂t + j, ∇ · B =0. (1)

▶ Ec. Maxwell trebuie suplimentate cu următoarele ecuat, ii auxiliare:

D =εE, B =µH, j =σE, ∂tρ + ∇ · j =0.

▶ În cazul absent, ei purtătorilor de sarcină liberi (ρ = 0), rezultă
ecuat, ia de undă:

µε
∂2E
∂t2 + µσ

∂E
∂t − ∇2E = 0. (2)

▶ Conductivitatea σ depinde de relat, ia dintre λrad s, i drumul liber
mijlociu al purtătorilor de sarcină.

▶ În timp ce la ν mari, σ ≃ 0, ı̂n domeniul radio, propagarea e.m. prin
ionosfera terestră e puternic atenuată.

▶ Radiat, ia cu λ suficient de mare e absorbită de mediul interstelar.



IV.2.2. Vectorul Poynting
▶ Ecuat, iile Maxwell pot fi rearanjate pentru a obt, ine:

∂tu = −σE2 − ∇ · S,

▶ unde densitatea de energie u a câmpului e.m. s, i vectorul Poynting
S au expresia:

u = 1
2(εE2 + µH2), S = E × H. (3)

▶ Aplicând teorema Gauss-Ostrogradski rezultă:∫
V

∂u
∂t dV = −

∫
V

σE2dV −
∮

∂V
S · ds. (4)

▶ Primul termen din dreapta reprezintă energia cinetică transmisă
către sarcinile din mediu.

▶ Al doilea termen corespunde fluxului de energie e.m. radiată prin
suprafat, a volumului V .

▶ Rezultă că S reprezintă densitatea de flux de energie e.m.
▶ Densităt, ii de energie ı̂i corespunde presiunea izotropă

P = 1
6(εE2 + µH2). (5)



IV.2.3. Propagarea undelor electromagnetice prin vid
▶ Fie o undă plană ce se propagă de-a lungul direct, iei n = k/k:

E = Re[E0e−i(ωt−k·x)], H = Re[H0e−i(ωt−k·x)], (6)
unde E0 s, i H0 sunt vectori constant, i.

▶ Din ecuat, iile Maxwell ı̂n absent, a sarcinilor s, i a curent, ilor rezultă:
∇ · D = 0 ⇒ k · E0 = 0, (7a)
∇ · B = 0 ⇒ k · H0 = 0, (7b)

∇ × E = −∂tB ⇒ k × E0 = µωH0, (7c)
∇ × H = ∂tD ⇒ k × H0 = −εωE0. (7d)

▶ Înlocuind (7c) ı̂n (7d) s, i folosind (7b), rezultă relat, ia de dispersie:

ω2 − k2

εµ
= 0 ⇒ v = λν = ω|k| = c

n , (8)

unde ν = ω/2π, λ = 2π/|k| s, i n = √
εr µr .

▶ Vectorul Poynting S = S + δS are componentele

S = 1
2Re(E0 × H∗

0), δS = 1
2Re(E0 × H0e−2i(ωt−k·x)), (9)

unde ⟨δS⟩ = 0, astfel ı̂ncât ⟨S⟩ = S.



IV.2.4. Polarizarea undelor plane.
▶ Deoarece E s, i H sunt ⊥ n ≡ k/k, undele

e.m. se numesc unde transversale.
▶ Alegând n = ez , polarizarea liniară este

caracterizată de vectori E0, H0 reali:

E0 = E0(ex cos φ + ey sin φ),
H0 = H0(−ex sin φ + ey cos φ),

unde φ descrie ı̂nclinat, ia fat, ă de axa x iar H0 = εvE0 =
√

ε
µ E0.

▶ Polarizărilor circulare stângi (helicitate pozitivă, +) s, i drepte
(helicitate negativă, −) le corespund amplitudinile complexe:

E0;± = E0√
2

(ex ± iey ), H0;± = H0√
2

(∓iex + ey ). (10)

▶ Variat, ia ı̂n timp s, i spat, iu a câmpurilor E± s, i H± este:

E± = E0√
2

[ex cos(ωt − k · r) ± ey sin(ωt − k · r)],

H± =
√

ε

µ

E0√
2

[∓ex sin(ωt − k · r) + ey cos(ωt − k · r)]. (11)
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IV.2.5. Propagarea undelor e.m. prin plasme rarefiate.
▶ La trecerea unei unde plane de pulsat, ie ω printr-o plasmă rarefiată,

purtătorii de sarcină sunt accelerat, i de către câmpul electric:

mr̈ = qE(r, t) ⇒ r = − q
mω2 E. (12)

▶ Datorită masei lor, ionii rămân practic imobili, ı̂n timp ce dislocuirea
e− produce un câmp de polarizare P:

P = nqr = − ne2

mω2 E = (ε − ε0) E, (13)

unde n e densitatea electronilor.
▶ Rezultă că ε = ε0 − ne2/mω2, ceea ce duce la relat, ia de dispersie:

ω2 = k2

εµ
= k2

µ(ε0 − ne2/mω2) . (14)

▶ Considerând µ ≃ µ0, rezultă:

ω2 = k2c2 + ω2
p, ωp =

√
ne2

ε0m ∼ 56 n1/2(rad/s), (15)

unde n este măsurat ı̂n m−3, ωp ≡
√

kBT/mL2 poartă numele de
frecvent, a plasmei iar L este lungimea Debye.



▶ Pentru ω < ωp, k devine imaginar iar unda se atenuează exponent, ial.
▶ În ionosfera terestră, n ≃ 105 cm−3 s, i νp ∼ 2, 82 MHz ⇒ penetrarea

atmosferei de către undele radio cosmice este blocată.
▶ Viteza de fază este

v = ω

k = c
√

1 +
ω2

p
k2c2 , (16)

fiind supraluminală când k2 > 0 s, i ω > ωp.
▶ Viteza de grup nu depăs, es, te c:

U ≡ ∂ω

∂k = c√
1 + ω2

p/k2c2
= c√

1 + ω2
p/(ω2 − ω2

p)
. (17)



IV.2.6. Rotat, ia Faraday.
▶ O undă e.m. polarizată circular (E±) se propagă de-a lungul unui

câmp magnetic de induct, ie B0 = B0e3 (k = ke3, B0 > 0).
▶ Asupra unui electron care se deplasează perpendicular pe B0 va

act, iona fort, a electromagnetică F = qE + qv × (B0 + B).
▶ Presupunem că B ≪ B0 s, i v ≪ c ⇒ F ≃ q(E + v × B0).
▶ Sub act, iunea undei e.m., e− efectuează o mis, care oscilatorie fort, ată.
▶ Exprimând r± = Re(r0;±e−i(ωt−k·x)), rezultă

−mω2r0;± = qE0;± − qiωr0;± × B0. (18)

▶ T, inând cont că E0;± = E0√
2 (ex ± iey ) s, i q = −e, rezultă ecuat, iile:

r±
0x = eE±

0
mω2

√
2

− iωc
ω

r±
0y ,

r±
0y = ± ieE±

0
mω2

√
2

+ iωc
ω

r±
0x

⇒ r± = e
mω(ω ∓ ωc)E0;±, (19)

unde ωc = eB/m este pulsat, ia de ciclotron iar q = −e < 0.
▶ Deoarece k · r = 0, tot, i e− la o anumită adâncime z ı̂n plasmă

oscilează ı̂n fază.



▶ Din definit, ia polarizării (13), rezultă:

ε± = ε0

[
1 −

ω2
p

ω(ω ∓ ωc)

]
, (20)

unde ωp =
√

ne2/ε0m reprezintă frecvent, a plasmei (15).
▶ Considerând o undă e.m. de frecvent, ă ω, componentele de helicitate

+/− vor avea k± = ω
c

√
ε±/ε0 = k ∓ ∆k diferite.

▶ Pentru ω ≫ ωp, ωc , rezultă:

k ≃ ω

c

√
1 −

ω2
p

ω2 − ω2
c

, ∆k ≃
ωcω2

p
2cω2 . (21)

▶ Deoarece ∆k > 0, undele de helicitate + se propagă mai repede
decât cele de helicitate −:

v± = ω

k±
≃ ω

k

(
1 ± ∆k

k

)
. (22)



Probleme
1. Pornind de la ecuat, iile Maxwell (1), să se arate că intensitatea

câmpului magnetic H satisface:

µε
∂2H
∂t2 − ∇2H = 0.

Ce presupuneri referitoare la ε, µ s, i σ sunt necesare pentru a ajunge
la expresia de mai sus?

2. Cuadripotent, ialul Aµ = (ϕ/c, A) satisface

E = ∂tA − ∇ϕ, B = ∇ × A. (23)

Considerând o undă electromagnetică plană,
Aµ(t, x) = Re(Aµ

0 e−i(ωt−k·x)), să se rezolve următoarele cerint, e:
a) Utilizând ec. (23), să se obt, ină relat, iile dintre amplitudinile Aµ

0 s, i
(E0, B0).

b) Impunând etalonarea Coulomb, ∇ · A = 0, să se găsească Aµ
0 .

c) Să se repete calculul ı̂n etalonarea Lorenz,
∂µAµ = c−2∂tϕ − ∇ · A = 0.

d) Să se particularizeze pentru unda polarizată liniar s, i pentru cazul
polarizării circulare.



Probleme
3. Un pulsar aflat la distant, a D de Pământ emite radiat, ie

electromagnetică. Presupunând că mediul interstelar e omogen,
având (ε, µ) = (ε0, µ0) s, i densitatea de electroni n, să se rezolve
următoarele cerint, e:

a) Folosind ec. (17), să se estimeze timpul de călătorie ∆t(ω) ca
funct, ie de pulsat, ia ω.

b) Să se calculeze d∆t/dω s, i să se particularizeze pentru cazul ω ≫ ωp .[
R:

d∆t

dω
≃ −

D

c

ω2
p

ω3
= −

e2

ε0mc

Dn

ω3

]
(24)

c) Să se arate că diferent,a temporală ı̂ntre sosirea pulsului de frecvent, ă
ν = ω/2π s, i un puls ipotetic de frecvent, ă infinită este

t(ν) − t(∞) ≃ 4 × 103
( n

cm−3

) (
D
pc

) (MHz
ν

)2
. (25)

d) Pentru pulsarul din nebuloasa Crabului, diferent,a
t(2 GHz) − t(4GHz) = 0, 04 s. Să se calculeze produsul D⟨n⟩.

[R: D⟨n⟩ ≃ 53, 33 pc/cm3]

e) Să se estimeze distant,a până la pulsar s, tiind că ⟨n⟩ ≃ 0, 03 cm−3.
[R: D ≃ 1777 pc]



Probleme
4. O undă polarizată liniar de-a lungul axei x intră ı̂ntr-o nor de plasmă

având densitatea de electroni n, propagându-se pe direct, ia unui
câmp magnetic B0 = B0ez .

a) Să se găsească amplitudinile E0;+ s, i E0;− ale componentelor
polarizate circular.

b) Să se expliciteze fazele ϕ+(t, z) s, i ϕ−(t, z) pe care le au cele două
componente E± la o adâncime z ı̂n interiorul plasmei.

c) Considerând că norul are dimensiunea ∆z, să se calculeze defazajul
∆ϕ = ϕ+ − ϕ− ı̂ntre cele două componente. [R: ∆ϕ = 2∆z∆k]

d) Să se exprime Efinal la ies, irea din nor s, i să se indice tipul s, i direct, ia
polarizării. [R: polarizare liniară pe direct,ia θ = ∆ϕ/2 = ∆z∆k]

5. Fie distant, a dintre un observator s, i o sursă de unde e.m. egală cu
D = NL (N ∈ Z). Presupunem că B = |B| este constant ı̂ntre sursă
s, i observator. Direct, ia acestuia este paralelă cu direct, ia
observator-sursă. Orientarea vectorului B este constantă pe fiecare
port, iune de lungime L, ı̂nsă aceasta variază aleator de la o port, iune
la alta. Tratând problema ca s, i un mers aleator (random walk), să se
arate că variat, ia direct, iei de polarizare a unei unde e.m. plane care
se propagă de la sursă ı̂nspre observator este:

θ ∼
√

NL
(

2πne3B
m2c2ω2

)
.


