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VI. Relativistic electrodynamics.
VI.1. Miscarea sarcinilor in camp electromagnetic extern.
» Asupra unei sarcini electrice nerelativiste g in miscare intr-un camp
magnetic B actioneazd Forta Lorentz:
F = gv x B. (1)
» Deoarece F-v =0, forta Lorentz nu efectueaza lucru mecanic.

» Componenta paraleld cu B a fortei fj| =0, in timp ce F| = qv, B.
> Alegdnd B = Bk si presupunénd |v| < c, ecuatiile de miscare sunt:

()= (%)= (5) () (%) =o

» Componentele vitezei pot fi descrise printr-o lege de oscilatie
armonica cu viteza unghiulara de ciclotron w.:
. q|B
Vy = —V| Sinwct, vy = FV| COSwct, We = i (2)
m
» Semnul F se referd la semnul sarcinii g, semnul superior
corespunzand cazului cdnd g > 0 iar cel inferior cazului cand g < 0.



» Traiectoria particulei va fi de tip elicoidal, de raza

N : 0
Larmor R; in planul perpendicular pe B: as
x =xg + R coswct, y =yo F RLsinwct, i
[l
Vi mv
z =2y + v,t, R =—= . (3
We lq|B B
» Sarcinile cu g < 0 (semnul de jos) parcurg
traiectoria in sens trigonometric. q>0

» Sarcinile cu g > 0 (semnul de sus) Tnainteaz3 in
sensul acelor de ceasornic.

/"?\\
» Fiindca R; e mica in comparatie cu distantele din K_i/
spatiul interstelar, g urmeaza traiectorii elicoidale — )
de-a lungul liniilor de camp magnetic. B
» in limita magnetohidrodinamic3, cand conductivitatea electrici a plasmei
este infinitd (rezistivitatea plasmei este nuld), teorema lui Alfvén spune
ca legatura dintre liniile de cdmp magnetic si miscarea sarcinilor este
reciproca.

» In mediile suficient de dense, coliziunile dintre particule duc la distrugerea
legaturii, precum si a liniilor de camp magnetic.



VI.1.2.

>

Legea lui Ampére.

Legea lui Ampére se scrie:

/j-ds:?{ H-dl,
> ox

sau n forma locala:
V xH=j.

Fluxul de curent printr-o suprafata ¥ produce un camp magnetic
circular pe suportul 9% al acestei suprafete.

in unele sisteme, de ex. in norii magnetici cosmici, legea lui Ampére
e satisfacuta pretutindeni.

Exista configuratii in care cdmpurile magnetice si curentii de sarcin3d
sunt astfel aranjati Tncat sa nu apara vreo forta care sa distruga
echilibrul. Configuratia rezultanta poarta numele de cdmp magnetic
fara forte.

Ecuatiile hidrodinamice pentru astfel de plasme implica j x B = 0.
in prezenta unui camp electric care variaza Tn timp, legea lui Ampére
se modificd prin adaugarea curentului de deplasare:

. . oD
V xH=j+]p, JD:E' (4)




VI.1.3. Legea lui Faraday.

» Legea lui Faraday se scrie:

@.ds:—f E-d, ||
y Ot ox A1

sau n forma locala:

X X
0B
— =-VxE o
ot .
» Variatia in timp a fluxului magnetic /¢ -
printr-o suprafata X induce un -
camp electric de-a lungul suportului s
OX al acestei suprafete. E

P Acest efect se foloseste in betatron pentru accelerarea purtatorilor de
sarcina.

» Intr-un nor cosmic, o crestere rapidad a lui B poate rezulta dintr-o
compresie a acestuia pe o directie perpendiculard pe B, fie in urma
coliziunii cu alt nor, fie cu particulele expulzate de supernove.

» Procesul mai sus amintit poate crea raze cosmice, nsa doar de
energii joase.



VI.1.4.

>
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Oglinzi magnetice.

Fie un cdmp magnetic static al carui B variaza de-a lungul axei z.
Ecuatia V - B = 0 scrisd in coordonate cilindrice (R, ¢, z) implica:
19(RBg) A 10B, 0B, _ 0
R OR R Oy oz
Presupunand ca B, = 0 si 0,8, nu depinde de R, rezulta:
R OB,
Br = —— .
R 2 0z
Scriind v = vgrer + v,€, + Vv;k, rezulta:
qv,R 0B,
F,=—qv,Br = —_— 5
z qVvy, DR 2 9z ( )
in cazul cand particula este legata de linia de cAmp, putem aproxima
R~ R, = mv, /|q|B, in timp ce v,, se poate gasi din ec. (2):
Vp = —%VX + W= Fvi = qv, = —|q|vy,

unde semnul superior (—) corespunde cazului gB > 0, in timp ce
semnul + corespunde cazului ¢B < 0.



Ec. (5) poate fi rescrisa in functie de momentul magnetic

2
mv
Fz: ;= — 82827 = L' 6
my, 17 M °B ( )
Cand R.0,B, < B, avem Br < B si v, ~ v,.
inmultind Eq. (6) cu V|| = dz/dt se obtine:
dVH dB

B nu efectueazi lucru mecanic = v? = v + v{ = const. si:

d [ mvj d (mv? d dB  du
=) =-= =T (uB) = —p— = L ~o.
dt( 2 dt \ 3 gtB) = —ngr = g =0

1 variaza neglijabil cand R 0,B <« B = u e invariant adiabatic.
Conditia ca o particul3d care la B = By are inclinatia 0 = 6, a vitezei
v fatd de By s3 fie reflectatd este sd ajunga intr-o zona unde

B = B,.q satisface:

mv?sin? mv? By

= = = B - . 8
H 2By 2B eqt el T Gin? fo )
Configuratia rezultanta poarta numele de oglinda magnetica, sau
dop magnetic.




VI.1. 5 Oglinzi magnetice -

S3 incercdm implementarea unei capcane magnetice
impunand pentru B,(z) profilul:

Az
(tanhz+ 2 ) s
3

unde By si Boo reprezinta valorile lui B, cand z = 0, respectiv
z — Fo0, iar Az si £ reprezintd dimensiunea capcanei,
respectiv a zonei de tranzitie intre By si Boo

Az

Bo. — B z
0 — tanh 2

B,(z
@) 2tanh§—£Z

B, /B,

co

Componenta radial Bg a cAmpului magnetic este:

2\ —2
|: (cosh ﬁ)
13

R(Bs — Bo)

A
4¢ tanh 52

Br =

P Bg atinge valorile extreme cand z = z4 = +£Az/2:

B T
Rz =22) = F o Sz 20

studiu numeric.
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> Tinand cont c3 B;(z+) ~ 3(Bs + Bo) si presupunand c& B >> By, conditia Br < B

impune:



P Scriind mdv/dt = qv X B in raport cu coordonatele
polare (R, ¢, z), respectiv B = B,k + Bgeg, rezults:

IR g (d—”)z+Rd—“’Bz,

dr? dr dr
LY (R9)— By, ROB
R dr dr dr ° 2 D7 8z’

d’z R dy 9B,

dr2 2 dr 0z’

unde T = wcot = |q|t/mBy este unitatea temporald
adimensional3.

» Comportamentul tipic poate fi studiat impunind la
7 = 0 urmatoarele conditii:
z =0, R =Ry, ¢ =0,
dz dR do
Z Ry, == =0, o,
dr dr dr

unde s-a presupus ca q < 0, astfel incat particula
parcurge traiectoria elicoidald in sens trigonometric.

Considerdam cazul cdnd Az = 600R,, & = 100Ry.
Fig. (a) si (b) arat3 traiectoria particulei pe
parcursul a aproximativ 2 perioade (particula este
reflectatd la z ~ 250Ry).
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Fig. (c) confirm3 c3 reflexia are loc cand B, sin? 0p/By ~ 1, unde sin 6 = v, /v ~ 0, 196.
Fig. (d) confirm3 c§ momentul magnetic p (adimensionalizat) rdmane practic constant.

Pentru vizualizarea traiectoriei, coordonatele x si y au fost inmultite cu un factor de 150.



VI.1.6.

>
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Acceleratia Fermi.

O pereche de oglinzi magnetice M\

numele de capcana magnetica.

Enrico Fermi a propus capcana A A
magnetica drept un mecanism A““
pentru accelerarea razelor cosmic
S3 presupunem c3 o particuld Tncarcatd patrunde intr-un nor al c3rui
camp magnetic actioneaza precum o oglinda magnetica, reflectand
particula.

Deoarece F; nu efectueaza lucru mecanic, energia particulei la
iesirea din nor va fi egala cu cea la intrarea n nor, in sistemul
propriu al norului.

Daca norul se deplaseaza inspre particuld, viteza acesteia la iesire va
fi mai mare, si invers pentru cazul cand norul se deplaseaza in
acelasi sens cu particula.

Acceleratia Fermi este eficace in sistemele care prezinta unde de soc,
de exemplu Tn cazul exploziei supernovelor, unde particulele suficient
de energetice pot depasi frontul undei de soc, Tnsa datorita
configuratiei cadmpului magnetic, sunt reflectate inapoi cdtre unda de

soc, de unde sunt din nou oglindite Tnspre exterior.

1Sursa: M. Harwitt, Astrophysical concepts (Springer, 2006).



Probleme

dv? dB
1. Presupunand c3 gd—il =k
= mv? /2B = const., stiind c3 v

, sa se arate c3

2= vf_ + vﬁ = const.

2. O particul3 relativista de sarcind g si masa m se afla sub actiunea
unui cdmp magnetic constant B = Bk.
a) S3 se scrie ecuatiile de miscare si s3 se arate c3
v=1//1—v?/c? = const.
b) S3 se gaseasca viteza unghiularad de sincrotron, w;.
c) S& se gdseasca raza de sincrotron, Rs.



Probleme

3. Asupra unei particule relativiste de masa m actioneaza forta F, astfel

d

ncat d—? = F. S3 se g3seascd cuadriforta K# = (K K), care

dp#
satisface 22— = K"

dr
a) S3 se gaseascad K.
b) Stiind c§ p? = p3 — p? = m?c?, s§ se giseasci KO.
c) Presupunénd ¢ F = gE + gv x B, s3 se arate cd K" = gF*u,,
unde u* = (yc,yv) este cuadriviteza particulei si

0 -—lpx _lpy _1fz

L I - -

nr o __

PP=lie 2 0 B |- )
- N L

4. S3 se arate ca raza Larmor corespunzatoare unui proton care se
deplaseazi cu viteza de 10 ki /s pe o directie perpendiculard pe un
camp magnetic de inductie B = 107! T este mici in comparatie cu
distantele interstelare si chiar interplanetare.

[R: RL~10"m ~7 x 1075 U.A]



Probleme

intr-o regiune a spatiului, B creste de la 107G la 107°G de-a
lungul unei perioade de 107ani (adiabatic). S3 se giseascd energia
finalda Ef a unei sarcini nerelativiste g cu energia initiald E;
presupunand c3 aceasta se misca fara coliziuni Tn planul
perpendicular pe B. [Raspuns: Ef = 10Ej]

6. Un proton avand energia initiald Ey = 10'° eV c3litoreste pe directia
de miscare a doi nori interstelari care se deplaseaza cu vitezele +V
(V =7 km/s). La fiecare intalnire cu protonul, norii actioneaza ca
oglinzi magnetice, reflectandu-I Tnapoi. Separarea initiald a norilor
este dyp = 10 m.

a)

S3 se arate c3 in urma unei ciocniri, factorul Lorentz al protonului
creste cu: _2V/c
=TT WeR (”‘ o).

Scriind §y — d'y/dn, sd se estimeze numarul n de ciocniri necesare
pentru dublarea energiei protonului. [R: ~ 1,5 x 10%]
S3 se estimeze num3rul de ciocniri necesare pentru dublarea energiei
particulei Tn cazul n care particula este un electron.

S3 se arate c3 timpul necesar pentru efectuarea a n ciocniri este

aproximativ o~ 2\/[1 —exp(—2nV/c)].

S3 se estimeze timpul necesar pentru dublarea energiei protonului.
[R:i-~ 1140 amni]



Probleme
7. Ecuatiile de miscare ale particulei incarcate in camp electromagnetic pot fi scrise
in form3 covariantd dup3 cum urmeaza:
m——=qF"u, o= (ye, ). (10)
T

In cele ce urmeaza, vom considera evolutia particulei de sarcina g si masa m
intr-un cdmp electromagnetic constant.
a) Rezolvand ecuatiile de miscare in form3 matriciald, s3 se arate c3

w(r) = (e%F) " v 0),

unde 7 este timpul propriu, satisficind d7 = dt/~.
b) ConsiderSm reprezentarea spinorial3 a cuadrivitezei,

0 1 0 —i 1 0
~ 0 ) 1 2 3
t=ul+u-o, O’—(l O)’ a—(i 0), O’—(O 1),

(11)
iar | = diag(1, 1) este identitatea. Stiind c3
(o -a)(o-b)=(a-b)l+ io(a xb), s3 se arate c3
d i1E+iB le-iB
La=9 (""" ot — .5]. (12)
dr m 2 2

c) Integrand ecuatia de mai sus, s3 se arate c3

i1E+iB iE-iB
i(r) = exp (qTC -o | U(0)exp Tem = o). (13)
m

2 m 2



Probleme

7. (continuare)
d) S3 se arate c3 €*7 = cosh(a) + & - osinh(a), unde & = a/a iar

a=lal = /a2 + a2 + a2.

e) S¥ se demonstreze c§, in reperul unde @I(0) = /, legea vitezei este

1 g2 2
~E*+B
i(r) = |cosh?(ar) + sinh2(a7-)c272
n
2 E 2 ExB
+ zsinh(aT)cosh(aT)W-‘r EsinhQ(aT) :2 :| co,  (14)

unde n = 1E 4 /B este un vector complex, iar a = (g/2m)(n?)'/2.
f) Considerand c3 X(0) = 0, s3 se arate c3 legea de miscare a particulei este

sin ar T %E2 B2
X(r) = |:T+ (7'18 ) _ 5) <1+C nj )} !

cosh(2ar)—1 E sinh(2at) —2ar E x B
-o. 15
* { 2ac (n2)1/2 2ac n? o (19)

g) S3 se particularizeze solutia pentru cazul cand E- B = C%E2 —B2=0si
deci n? = 0.



