3.2 Ecuatiile tangentei si normalei la o curba

Tangenta Fie o curba definitd prin functia y = f(x) si fie M,(x,,f(x,)) un punct pe
curbd. Presupunem ca f (x) are derivatd in x, si determindm ecuatia tangentei la curba
in punctul M, .

Ecuatia unei drepte care trece printr-un punct M (xo, yo) este:

Y=Y :kr(x_xo)
unde k7 este panta dreptei.
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Figura 3.2

Panta k, a tangentei la curba y = f(x) in punctul M, este egald cu derivata f”(x,),

astfel ecuatia tangentei ia forma:
y_J’o:f’(xo)(x_xo)a cu yozf(xo) 4)
Normala la o curbd intr-un punct dat este dreapta care trece prin punct si este

perpendiculard pe tangenta la curba in acest punct. Perpendicularitatea implica o relatie
intre panta k, anormalei si panta k, a tangentei, anume:

1
ky=—— sau k,=-

ky f’(xo)

Ecuatia normalei la curba y = f(x) in punctul M (x,,y,) este:

(x—xo), f'(xo);tO (5)



Observatie: Daca f'(x,)=0, ecuatia normalei este x = x,

Exemplu: Scrieti ecuatiile tangentei si normalei la curba y = x* in punctele M (2,4) si
0(0,0).
f(x):x2 f’(x)=2x

1'(2)=4

Ecuatia tangentei:

Ecuatia normalei:

/'(0)=0
Ecuatia tangentei:
y-0=0(x-0) = y=0 sicoincide cu axa Ox
Ecuatia normalei:
Cum f'(0)=0 = x=0 sicoincide cuaxa Oy

Figura 3.3 f(x)=x"

Exercitii:
- . . . - . . 2 A
O Sa se scrie ecuatia tangentei la curba a cérei ecuatie este f(x)=Inx+x" -1, in

punctul (e, ez) .

Cum f'(x)=l+2x = y—ezz(lJrZe](x—e)

X



Figura 3.4 f(x)=Inx+x”—1 si tangenta la grafic in punctul (e, ez) .

[0 Si se scrie ecuatia normalelor la parabola care are ecuatia y=x"—4x+5, in
punctele de intersectie ale acesteia cu dreapta de ecuatie y =x+1.

Punctele de intersectie ale parabolei cu dreapta se determina rezolvand sistemul
format cu cele doua ecuatii de definitie.

y=x"—4x+5
y=x+I

Functia parabola are derivata: f” (x) =2x-4

Ecuatia normalei este: y—y, :—ﬁ(x—xo), atunci in cele doud puncte de
Xo
intersectie vom avea:

1 1 1 3
y-f)=——7=(x-1) = y-2=-—(x-1 y=—Xx+—
()= Lixmy y-]

V(@)= (x-4) = y-5=-L(x-4) y=—lit6
/'(4) 4



Figura3.5 y=x"—4x+5 si y=x+1 si normalele la paraboli.

3.3 O aplicatie a derivatei in mecanica

Fie s =s(t) legea miscarii rectilinii a unui punct material. Aceasta precizeaza

distanta parcursa de punctul material functie de timpul ¢. Fie cresterea At a timpului si
cresterea corespunzatoare a functiei distanta:

As:s(t+At)—s(t)

Adica, distanta parcursa de punctul material in intervalul de timp A (crestera functiei
distanta corespunzatoare cresterii argumentului timp).

Raportul As/At defineste viteza medie in intervalul At. Viteza instantanee a punctului
material se defineste ca limita a vitezei medii 1n intervalul A¢ pentru Ar — 0, adica

. As
v(t) _BE})E—S (t) (6)

In concluzie, viteza v(t) este egala cu derivata spatiului s in raport cu timpul ¢,

adica v(¢)=s'(7).

Exemple:
1. Considerdm legea miscirii rectilinii s =#>, unde s este distanta in metri si ¢ este timpul
in secunde. Calculati viteza la ¢t =3s.



v:s'(t)=2t, v(t)=2t, v(3)=2-3=6 m/s

2. De Halloween, un student lasa sa cada un dovleac de pe acoperisul Universitatii, de la
aproximativ 20 m Tndltime. Legea de miscare pentru obiecte in apropierea suprafetei
pamantului este:

J/:J/o"‘Vo(t_’fo)"‘é(t_to)2

Pentru dovleacul nostru consideram o axa verticala cu zero la nivelul solului si orientarea
pozitiva in sus. In aceste conditii ecuatia de miscare a dovleacului este:

y=20-5¢

Dovleacul loveste solul atunci cand: 20—5¢> =0 Rezolvand ecuatia obtinem ¢ =2. Deci

20m:10m/s.

dovleacului 1i trebuiesc 2 s sa atinga solul. Viteza medie a acestuia va fi 5
s

Un spectator va fi probabil mai interesat de viteza instantanee cu care dovleacul loveste
solul. Pentru a determina aceasta viteza, mai intai derivam legea de miscare:

y'=-10¢ y'(2):—10-2:—20 m/s

3.4 Derivate laterale

Derivata la dreapta a functiei y = f (x) in punctul x este:

f'(x+0)=lim Ly sau £ (x,)= lim S(x)=f (%) %

Ax—0,Ax>0 Ax XX, X>X, X=X,

iar derivata la stinga a functiei y = f'(x) in punctul x este:

f'(x=0)= lim &y sau  f/(x))= lim M

Ax—0,Ax<0 Ax XX, X<X) X=X,

®)

Proprietate: Pentru ca f ’(x) sd existe este necesar si suficient ca functia y = f (x) sa

aiba derivate laterale in punctul x si acestea sa coincida, adica

f(x+0)=f(x=0)=f"(x) ©)

Exemplu: f(x)= |x|

Consideram x =0 &:f(OJFAx)_f(O)JAXL{L Ax>0
Ax Ax Ax  |-1, Ax<0



Derivatele laterale in x=0:
A

ro+0)= i, =1
7'(0-0)= lim M=—1

Ax—0,Ax<0 Ay

Derivatele laterale sunt diferite. In consecintd, f (x)=|x| nu are derivatd iIn x=0.

Geometric, nu existd tangenta la curba y = |x| in punctul O(0,0).

Figura 3.6 f(x)=|x|
Exerecitii:

Sa se studieze derivabilitatea urmatoarelor functii in punctele indicate:

In(1+2x), X€E (—%,O}

2x, x€(0,+%)

L f@=

x,=0

£/(0)= lim L{;(O)— fjm M(+2)=00

x—0,x<0 X — x—0,x<0 X — 0
1 1
g 202D In(1+2x)x =In lim (1+2x)>" =Ine* =2
x—0,x<0 X x—0,x<0 x—0,x<0



VP +5x+2,  xe[0,2]

2. f(x)= X, =2
%x-i—%, x €(2,+0) ‘
9 7 9 18, 9
_ —x+--—4 —X—— —(x—2)
£2)= tim LR s e 8T8 8 -2
x—2,x>2 X — 2 x—2,x>2 X — x—2,x>2  x — 2 x—2,x>2 X — 2 8
£'(2)= tim f()=f2)_ NP Sxr2-4 X 45x+2-16
s x—2,x<2 x_2 x—2,x<2 x_2 x—2,x<2 (x_z)(m+4)
0
2 0 —
= lim SRR G N Gt G 5.) I &

w322 (x—2)(\/x2 15542 +4) £25<2 (x—Z)(\/xZ 1542 +4) N

cum £(2)=1(2) = 3(2)=.
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